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Aufgabe 1

(a)

Wir zeigen mit Induktion iiber n € Ny, dass die Aussage fiir alle Funktionen g, welche
die geforderten Bedingungen erfiillt, gilt. Fiir den Induktionsanfang n = 0 ist gegeben,
dass ¢ stetig ist und g(0) = 0, wihrend zu zeigen ist, dass g(z) = O(1) fir x — 0. Es
gilt jedoch sogar g(x) = o(1) fur x — 0, denn lim, o g(z) = 0 folgt aus der Stetigkeit
von g.

Gelte fiir den Induktionsschritt die Aussage also nun fiir alle Funktionen, die entspre-
chende Bedingungen fir n > 0 erfiillen. Sei eine (n + 1)-fach stetig differenzierbare
Funktion ¢ mit ¢g/) = 0 fiir 0 < j < n gegeben. Sei weiterhin # € R. Aufgrund des
Mittelwertsatzes existiert ein £ € R mit [¢] < |z|, sodass

g(x) = g(x) —g(0) = g'(§)(x = 0) = g'(&) -

Nun ist ¢’ eine n-fach stetig differenzierbare Funktion, auf die sich die Induktionsannah-
me anwenden lasst. Da auflerdem & 220, 0, gilt nach Annahme

g€ =0(¢") = 0(=")  fiir [¢] < |z[ = 0.

Doch dies impliziert direkt das Resultat g(z) = O(|z|"™1) fiir  — 0, was den Indukti-
onsschritt abschliefit.

Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber k£ € Ny. Fir den Anfang k£ = 0 ist zu
zeigen, dass

@ 1‘ 1

Bl =10

da z=0 ’

Dies ist wahr, da 1¢) = 0 fiir alle j > 0. Fiir den Induktionsschritt gelte die Aussage fiir
k >0 und sei f(z) = (iil), Sei zuerst j = 0. Dann ist Of( ) = f(x) und f(0) =0
Sei also j > 0. Es gilt

di—1 gk

v
dJ;J f( )L:O = IR - =L=j—1} = Ligr1=j3,

was den Induktionsschritt abschlief3t.

Mit f und g wie in der Angabe und 0 < j <n —1 gilt

, n- f(k)
g(J)() f(]) dsz

(®)

F9(0) - Z FRO0)Lpejy = f9(0) = £92(0) = 0.

k=0

Hierbei wurde die Linearitiat der Ableitung verwendet. Die Funktion ¢ erfillt also die
Bedingungen aus Teilaufgabe (a) und es ist g(z) = O(|z|™). Einsetzen in die Definition
von g und Umstellen liefert das Ergebnis.



Aufgabe 2

(a) Wir setzen ¢ = cosy und damit y = arccos z. Wir betrachten y | 0 und damit = 1 1. Es

gilt
e 2k 2
z=3 (-1 (gw =1- % + O, (1)
k=0 ’

Dies liisst sich umformen zu 2 — 2z = y? + O(y*) und damit zu

V222 = /2 + O(y*) = y/1+ O(3?).

Als Konsequenz von H10.2 gilt /1 + O(y2) = 1 + O(y?) und wir erhalten

V2 =2z =y + Oy (2)
Aus (1) erhalten wir zudem 2(1 — z) = y* + o(y?). Fiir y klein genug ist |o(y?)| < y?/2
und damit 4

g(lfm) <y? <4(1 —x),

was uns y = O(y/1 — ) gibt. Setzen wir nun dies in (2) ein, so erhalten wir
V2 =2z =y + O((1 —z)3/?).
Da y = arccos z, ist die zu zeigende Aussage bewiesen.

(b) Der Beweis erfolgt komplett analog zu (a).

Aufgabe 3

(a) Mit h(z) = log(1 + x) sehen wir, dass h fir z — 0 zweimal stetig differenzierbar ist,
wobei h'(x) = (1 +2)~! und A”(z) = —(1 + 2)~2. Insbesondere lisst sich Teilaufgabe
H12.1(c) anwenden und wir erhalten

h(z) = h(0) + 1'(0)z + 2" (0)2® + O(|z|*) = = — 2* + o(2?).
(b) Da fiir x — 0 auch f(x) — 0, gilt
h(f(x)) = f(z) = 5f(2)* + o(f(2)?)
=22+ 32% + o(2*) — 1 (22 + o(2))* + o(2®) = 2z + 32® — 22” + o(2?)
=2z + 22 + o(2?).
(c) Es ist h(x) = arctan(x) dreimal stetig differenzierbar mit h'(z) = (1 + 22)~1, A" (z)

—2x(1+22?)72 und "' (z) = (622 — 2)(1 4+ 2?)~3. Auch hier wenden wir wieder H12.1(c)
an und erhalten fiir x — 0

3. pk)
h(z) = Z ) 2F +o(ad) =2 — %x?’ + o(z?).

Analog zu (b) ergibt sich fir z — 0

h(f(z)) = f(z) — 32z + o(z))? + o(f(x)®) = 2z + 3% + 4a® — %x3 + o(z?))
=2z + 32% + 2° + o(2?).



Aufgabe 4

(a) Wir zeigen die Aussage fiir alle glatten Funktionen f, g via Induktion iiber n € Ny. Der
Induktionsanfang n = 0 ist klar, denn

0
ONRESEDY (2) F®gh,

k=0
Fiir den Induktionsschritt gelte die Aussage fiir n > 0. Es ist

(fg)" D = (f'g+4' /)™

Da sowohl f’ als auch ¢’ glatt sind, sind auch f’g und ¢’ f glatt. Die Induktionsannahme
lasst sich also auf diese beiden Funktionen anwenden und wir erhalten

(f9)™ = zn: ((Z) (1)) =) 4 p(8) (g/)(n—k)>

k=0

n n 3 3
=> ((k> flAD) gn=k) o £(k) (nt1 k))
k=0

n—1 n
_ #(n+1) (n+1) Z n (k:+1 (n k) n n+1 k)

=1

-
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_ f(n+1)g n+1)f_|_
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NE

_ f(n+1)g+g(n+1)f+
k

sl

_ f(n+l)g+g(n+l)f+
k=1

n+1
. Z <”+ 1> F) glnt1=k)
k

was zu zeigen war.
(b) Wir beginnen mit einer Beobachtung. Sei dafiir n € Ny, k,, € Ny mit k,, < n und
(k1,- -, km—1) € My—1 pn—k,,. Dann ist (k1,...,kn) € My, , und auBerdem

n n! (n—kpy)!
mult(ky, ..., km-1) = e =mult(ky,...,kn).  (3)
(km> (n — )y, Hj:ll k!

Wir zeigen die Aussage nun via Induktion iiber m € N und nutzen dabei Teilaufgabe
(a). Den Induktionsanfang m = 1 ist klar. Sei nun m > 1 und gelte die Aussage fiir alle
[ < m. Wir definieren g,, := H?;l fj und sehen, dass gy, als Produkt glatter Funktionen
glatt ist. Wir erhalten

(n)

H fj = (gm ' fm)(n) (i) Z ( >f(l)g(n D
j=1 =0

Il/ " n (km) T (k )
5 SN VTN D SR TR, | ¢
k0 (kseeskm—1)EMm 1 n—pon, 7=l
. “1
= Z Z <k:n )mult(k‘l, . (k ). H
k=0 (k1 coskim 1) EMom_1m gy N J=t

g Z mult(ky, ..., kn Hf(k)

(kla-“vkmr)e]\/jwun



Aufgabe 5

(a) Mit H12.1(c) erhalten wir die Darstellung f(z) = 1+ L;f”(()) +o(z?) =: h(z) — 1 fiir
x — 0, mit H12.3 eine Darstellung fiir Funktionen der Form log(1 + h(z)) fiir h(z) — 0.
Dies fithrt uns zu

log f(z) = log(1 + h(z)) = ‘%f”(@) + o(z?).

(b) Aus Teilaufgabe (a) erhalten wir fiir z — 0 die Darstellung
fz) = eI O+,
Betrachten wir nun % klein genug, was fiir x € R und n hinreichend grof§ der Fall ist,
so gilt
z \" n(ﬁf”(0)+o(ﬁ)) L0V 4ol 1 (Ve ofl
f — "\ n)) = ez Oz +o(1) — 3 f7(0)2” go(1)

wobei M) fiir = — 0 gilt. Da dies fiir n — oo der Fall ist, folgt die Aussage mit

eo(1) 0y 1

S

(c) Die Kosinus-Funktion ist glatt (also insbesondere dreimal stetig differenzierbar) und es
gilt cos”(0) = —cos(0) = —1. Einsetzen in die in (b) hergeleitete Gleichung liefert das
Resultat.

Aufgabe 6

Abbildung 1: Geometrische Skizze der Aufgabe

Aus Abbildung 1 geht hervor, dass mit einer Anwendung des Satzes des Pythagoras L(h,7)? =
(r 4+ h)? —r? = 2rh + h? gilt. Daraus folgt

L(h,r) = V/2rh + h? = V2rh\ /1 + 2 = Vorh /1 + O(%)
=V (10 (%),

wobei die O-Notation fiir h/r — 0 gilt und in (*) Aufgabe H10.2 verwendet wurde. Es ist also
c=+v2,a=b=1/2.
Die exakte Berechnung ergibt L(10,6370000) = 11287, 16528, die Naherung dagegen 11287, 16085.



