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Aufgabe 1

Die Ableitungen der Funktionen in Frage sind:

a):
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Aufgabe 2

Wir zeigen zuerst die Injektivitdt. Wir zeigen, dass ¢ — sinh(¢) injektiv ist, dann muss auch
f injektiv sein. Die Funktion sinh ist aber injektiv, weil sie streng monoton steigend ist, das
sieht man wie folgt ein. Seien o, 8 € R mit @ > 3 gegeben, dann gilt
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sinh(a) — sinh(B) = 5~ 5 >0, (8)

weil die Exponentialfunktion streng monoton steigt.
Nun zur Surjektivitit, sei (z,y) € R? mit 2 > 0 und 22 — y? = 1 gegeben. Die Abszisse z ist
eindeutig durch y mit x = /1 + y? festgelegt. Wenn wir nun ein ¢ € R fanden mit y = sinh,



so wiirde z = /1 + sinh? y gelten. Wir wissen aber bereits aus der Vorlesung, dass cosh ¢ diese
Bedingung erfillt, also gilt x = cosht. Das bedeutet, dass es ausreicht zu zeigen, dass es ein

t € R gibt, sodass y = sinh(¢) gilt. Da In (y +v1+ y2) immer existiert, denn |y| < y/y2 + 1
gilt, und auch

1 2% +2y\/1+ 9421
smhln(y—f—\/l—i—y) y+1+92— = L Y =y (9)
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gilt, ist also t = In (y + 414+ y2) der gesuchte Wert. O

Aufgabe 3

a): Weil f{(z) = 61_2671 > 0 fiir alle  im Definitionsbereich gilt, ist f] streng monoton
steigend nach Beispiel 4.19 im Skript und damit auf seiner Bildmenge invertierbar. Sei
y € RT gegeben, dann gilt

yEVY -t e 22
coshln (y + VY2 — 1) i Y Ivy =y. (10)
2 2y + r =

Das war zu zeigen. Nun zu den Ableitungen, wir berechnen zuerst fiir y €]1, oo[ direkt

1+ %1 1
= (11)
y+Vyr -1 VP -1
und anschlieBend mit der Formel zur Ableitung von Umkehrfunktionen
1 1

W (y) = -
arcos (y) COSh/(arcosh(y)) sinh(arcosh(y))

- 1 ) 1 (12)
B \/cosh(arcosh(y))? — 1 B Vyr—1

Die beiden Ergebnisse stimmen tiberein.

arccosh’(y) =

b): siehe Losung von Aufgabe 11.2 fur den Beweis der Existenz und Form der Umkehrfunk-
tion von sinh. Zu den Ableitungen, fiir y € R ergibt die direkte Rechnung

1
T i1 \/1/ +1 1
= (13)
y+vVy2 1 2+l
und die Rechnung iiber die Formel der Ableitung einer Umkehrfunktion ergibt
1 1

. h/ — =
arcsinh’(y) sinh’(arcsinh(y))  cosh(arcsinh(y))

1 1
B \/cosh(arcosh(y))2 + 1 B Vi1

Die Ergebnisse stimmen also wieder {iberein.

arcsinh’(y) =

¢): Wir berechnen wieder die Ableitung um strenge Monotonie zu zeigen. Es gilt fiir alle

rzeR
cosh? x — sinh?

tanh’(z) = =1 — tanh?(z) > 0, (15)

cosh?
weil, wie in der Aufgabenstellung angegeben, tanh < 1 ist. Damit ist auch tanh injektiv.
Sei y €]0, 1[, dann gilt
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d): Wir berechnen wieder die Ableitung um strenge Monotonie zu zeigen. Es gilt fiir alle
reR ) )
inh” x — cosh -1
coth’(x) = S & ;OS Lo coth?(z) = 5— <0, (19)
sinh” x sinh” x
weil coth” < 0 ist, ist diese Funktion nach Beispiel 4.19 im Skript streng monoton fallend
und damit injektiv. Sei y € R\[—1, 1] gegeben, dann gilt
+1 —1
coth <1ln <y—|—1>) B \/zﬁ-F Yars VD24 /(y-1)?2 _, (20)
2 -1 Rl fy=1 1)2 — 12
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Fiir ein gegebenes y € R\[—1, 1] ergibt die direkte Berechnung der Ableitung
ly—1ly—-1—-y-—1 1
arcoth’(y) = - 2~ Y y—o - (21)
2y+1 (y—1)2 1—192
und die Berechnung iiber die Formel der Ableitung einer Umkehrfunktion ergibt
1 1 1
arcoth’(y) = = = . 22
) coth’(arcoth(y)) 1 — coth?(arcoth(y)) 1—y? (22)
Die beiden Ergebnisse stimmen wieder iiberein. O
Aufgabe 4
a): Die Funktion g ist nach der Angabe wohl-definiert. Wir zeigen Folgenstetigkeit, sei also
(x1)1en € UN mit lim;_,e0 27 = %o gegeben. Weil alle Funktionen f,, stetig in zg sind und
die Majorante (sup,ecys | fn(2)|)nen summierbar ist, konnen wir den Satz der dominierten
Konvergenz anwenden. Damit ergibt sich
)= 3 e = i 3o = o) @)
O
b): Alle in der Aufgabenstellung vorkommenden Reihen konvergieren absolut (vgl. (-Funktion).

Nun zu den Ableitungen, sei y €] — 1, 1] dann ergibt sich durch direkte Rechnung

11—yl—y+1+4y 1

21+y (1—y)?  1-¢2

durch Verwendung der Formel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion ergibt sich
1 1 1

arctanh’(y) = = = : 18
retanh (y) tanh’(arctanh(y)) 1 — tanh?(arctanh(y)) 1 —y? (18)

Die beiden Ergebnisse stimmen also wieder iiberein.

arctanh’(y) = (17)

Wir kénnen daher Reihen nach belieben umordnen. Wir setzen daher den Differenzen-
quotienten an und zeigen, dass dieser konvergiert. Seien also x € R und € > 0 gegeben.
Wir wéhlen h > 0 so klein dass fiir alle a € [z, 2 4 h], | cos(na) — cos(nz)| < § 4(12) und

| sin(na) — sin(nx)| < beide gelten. Diese Wahl ist aufgrund der Stetigkeit von Si-

3 ¢ (2)
nus und Kosinus immer moglich. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz &1, &2 € [z, 2+ h)
sodass

u4¢+h

fla+h) —fl@) 30, ~ Yol G i ) e
h B h —
> (z + h)) — cos(nzx) sin(n — sin(nx)
nz::l hn3 z:: hn3 (24)
= sin nfl , cos(néa)
- Z Z )
=1 n=1



gilt. Damit gilt also fiir den Abstand vom Differenzenquotienten zur in der Aufgaben-
stellung gegebenen Ableitung

play- LEEW L@ _ | e Shsinng) _§ coslns)|
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Bs gilt also f/(z) = limy, o W 2
Aufgabe 5

a): Sowohl die Exponentialfunktion als auch die Funktion g : R — R,z % sind beliebig
oft differenzierbar, damit ist die betrachtete Funktion nach der Kettenregel auch dif-
ferenzierbar. Fiir die Ableitung von f gilt, dass sie aus Verkettungen und Produkten
der Exponentialfunktion, g und Ableitungen dieser Funktion zusammengesetzt ist, also
wiederum differenzierbar ist. Fiir jede hohere Ableitung gilt die gleiche Argumentation
(leichter Induktionsbeweis). Nun zur konkreten Form der Ableitung. Diese Zeigen wir
iber Induktion, der Induktionsbeginn bei n = 0 ist direkt ablesbar. Induktionsschritt:
Es gelte also fiir die ersten n Ableitungen

P = (1), (26)

mit der in der Aufgabenstellung angegebenen rekursiven Definition von p,,. Dann gilt
fir die nichste Ableitung

1\ 1 1 1
P = (5 ) e - g ()
x X x X

(27)
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was den Induktionsbeweis abschlieft.
b): Einsetzen in die Formel ergibt

p1(z) = 22 (28)
pa(z) = 2% — 223 (29)
p3(z) = 2% —62° + 624 (30)

und damit auch

f(w) = —ge (31)
F(z) = (;4 - 29313> e F (32)
£ (@) = <J:16 - 6% 4 6;4> et (33)

c): Sei n € N gegeben. Aus der Rekursionsvorschrift ist leicht abzulesen, dass der Grad von
Py, kleiner oder gleich 2n ist. Dann gilt

-
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0= lim |pnyfz)‘(2n+2)! > lim M = lim e *z|p,(2)] = lime EM

200 z2n+l z—00 e z—00 z—0 T



d):

Die Behauptung folgt unmittelbar aus den vorherigen Teilaufgaben. Links von der Null
ist g konstant Null und daher existieren beliebig viele Ableitungen und sind auch kon-
stant Null. Rechts der Null ist g nach a) beliebig oft differenzierbar und der Grenzwert
lim, o g () existiert fiir alle n € N und ist gleich Null. Damit kénnen alle Ableitungen
stetig in der Null fortgesetzt werden.

Aufgabe 6

a):

d):

Seien 1 und z9 : R — C Losungen der Schwingungslgeichung mit Reibung und Zahlen
af € C gegeben. Dann gilt
d? d? d? d d
m@(axl + fBxa) = m@ml + m@xz = —kax, — uaaxl — kBxy — ,U/ﬂ&xg =
d
—k(axy + Bxg) — ,u&(axl + Bxs).
(35)

Also bildet die Menge aller Losungen ein Vektorraum iiber C.

: Wir wéihlen den in der Aufgabenstellung beschriebenen Ansatz. Sei A € C gegeben und

x(t) = €M, dann gilt fiir alle t € R

d? d
m-—eM = —kel — ,uae)‘t =

—p /2 —4dmk
2m

(36)

mA = —k —p)\ <= o=

Man findet dann zwei reelle Losungen wenn p? > 4mk gilt, fiir u? = 4mk findet man
nur eine reelle Losung und sonst zwei komplexe Losungen.

: Falls es zwei reelle Losungen fiir A gibt sind die zugehorigen Ansitze ¢ — e ebenfalls

reell. Nehme also an ;2 < 4mk, dann sind

VP TIE,  —u /PR, Imk — 12
p1(t) = e~ e 3 2 cos (Trgﬂt> (37)
m

Y-y R s “ut Amk — pu?
2o (1) ;:i(e T T kf) = —eZm 2sin <W;Mt> (38)
m

zwei linear unabhéngige reelle Losungen.

Fall 1 gehort zur starken Dampfung, hier die zugehorige Skizze.

Fall 2 gehort zur schwachen Démpfung, hier die zugehorige Skizze.
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Der Unterschied besteht vor allem darin, dass im 1. Fall keine Schwingungen statt finden.



