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Aufgabe 1

Sei ¢ > 0. Wir wahlen zuerst d; so, dass fiir alle y € R mit |y — yo| < d; die Ungleichung
lg(y) — g(yo)| < e gilt. Dies ist mit der Stetigkeit von g in yp moglich. Nun wéhlen wir des
Weiteren 02 so, dass fiir alle z € R mit |2 — x| < d2 die Ungleichung |f(z) — f(zo)| < 1 gilt.
Dies wiederum ist mit der Stetigkeit von f in xy moglich.

Wir behaupten nun, dass § := ds fiir die Stetigkeit von h in zy ausreicht. Sei also x € R mit
|z — zo| < . Dann gilt mit y = f(x), dass

[h(x) = h(zo)| = |g(f(x)) = g(f(zo))| = l9(y) — 9(yo)| <e,

denn: Mit der Wahl von ¢ gilt gerade |y — yo| < d1, womit die gewiinschte Ungleichung folgt.

Aufgabe 2

Das zu Zeigende ist dquivalent zur Aussage

f(x):= Lfz-1-3 o0 0.

xT

Sei dafiir ¢ > 0. Wir beobachten zuerst, dass

f(x)zl((\/m—l)(\/m+l) x):;<\/1+7xx+l_§>

xT

Vit+zx+1 2
1 1

T Vita+l 2

Die néchste Beobachtung ist, dass die Wurzelfunktion /z stetig auf R~ ist, was Satz 3.46
zusammen mit der Stetigkeit der Umkehrfunktion 22 ergibt. Mit Satz 3.32 ist auch f stetig,
insbesondere kénnen wir f im Punkt 0 via f(0) := 0 stetig fortsetzen. Wir kénnen also § > 0
finden, sodass fiir alle z € Us(0), also fiir alle |z| < §, die Ungleichung

[f(z) = FO)] = [f(2) <&

gilt. Doch dies ist genau, was zu zeigen war.

Aufgabe 3

(a) Die Aussage ist definiert als

fi O o
(b) Wir sehen zuerst mit dem Hinweis, dass
(ix)* | <~ (—iz)” - (12)F o~ e
= = =Y"(-1
CsT=5 (I;) Kl *; Kl ;} k)] ;;o( ) e



Diese Darstellung nutzen wir, um &dhnlich wie in T10.2(e) vorzugehen. Wir erhalten
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Die geometrische Reihe lédsst sich hier nutzen, da der Ausdruck fir x — 0 gegen Null
geht.
Aufgabe 4

Wir wissen bereits mit Satz 3.40, dass die Exponentialfunktion in jedem Punkt z € R stetig
ist, es verbleibt also nur, die Stetigkeit in +00 zu zeigen. Per Definition der Konvergenz gentigt
es zu zeigen, dass lim,_, 4+, Exp(x) = Exp(+o00). Firr z € R gilt

Exp i — 09,

also auch exp(z) == co. Damit ist die Stetigkeit in 400 gezeigt. Zudem gilt

lim expz = hm exp(—z) = lim = 0 = Exp(—00).

x50 z—o0 exp(T)

Aufgabe 5

(a) ‘=’ Sei V C U offen in U. Wir zeigen, dass V dann auch offen in M ist. Nach Annahme
gibt es eine offene Menge W C C, sodass W NU = V. Damit gilt
WAM=wnUnM)=WnU)NM=VNM,

es ist also V offen in V' N M. Der Beweis fiir VN N erfolgt analog.

‘=’ Sei V C U so, dass offene Mengen W/, W" C C existieren mit W NM =V NM
und W” NN = V N N. Des Weiterhin existieren abgeschlossene Mengen M’, N’
sodass UN A" = A fir A € {M, N}. Definiere

W= (W' \N)YuW"\ M)Yu (W nw").
Da N’ (bzw. M') abgeschossen ist, ist W'\ N’ (bzw. W" \ M’) offen und damit W
als Vereinigung dreier offener Mengen offen. Zudem gilt
UNW=MUN)NW=(MnNW)U(NNW)
=Mn(W \N)UMnW nw"))
UNN W'\ M) UNNW W)

*

= (MNWV)\N)U(MnV)NW"NHUNNV)\M)YU((NNV)NW")

S (MAVI\N) UM AV)AW"AN)UNAVI\ M) U(NAV)A W QM)
(MAV)\N)U((MNV)AN)U(NAV)\M)U(NNV)A M)

= (VAM)U(VAN)=Vn(MUN)

—vnu,

—~
—



womit V offen in U ist. Hierbei wurde in (*) verwendet, dass N und N’ (bzw. M
und M’) auf U iibereinstimmen. Fiir (**) hingegen sehen wir, dass wir W mit
N schneiden kénnen, da die nicht in N enthaltene Menge auch in (M NV)\ N
enthalten ist (analog konnen wir W’ mit M schneiden).

(b) Sei W C C offen und sei f|4 die Einschrankung von f auf A C U. Nach Annahme sind
flaf [W] sowie f| ' [W] offene Mengen und damit insbesondere offen in U. Des Weiteren
ist fI'[W]=fW]NA fir Ae {M,N}.

Nach Teilaufgabe (a) ist damit jedoch auch f=1[W] offen in U, womit die Stetigkeit von
f gezeigt ist.

(¢c) Wir zeigen, dass f folgenstetig ist. Sei dafir x € U und (a,)nen eine Folge in U mit
an n—r oo T

Aufgrund der Uberdeckungseigenschaft gibt es einen Index j € I, sodass x € M ;- Da M;
offen ist, ist z ein innerer Punkt und es existiert € > 0, sodass U (z) C M;. Aufgrund
der Konvergenz von (a,)nen gibt es auferdem N € N, sodass a,, € U.(z) C M; fiir alle
n>N.

Da f stetig und insbesondere folgenstetig auf M ist, konvergiert die Folge (f(an))n>n
gegen f(x), womit aber auch (f(ay))nen gegen f(x) konvergiert. Die Funktion f ist also
folgenstetig in  und damit stetig in .

Die Folgerung iiber Aussage (b) ergibt sich, da die offenen Mengen N, M eine Uber-
deckung von U bilden und (c) angewendet werden kann.

(d) Esist
) f(x) fallsz e M,
frgle) = {g(a:) falls x € V.

Es ist also f A g auf den Einschrankungen N und M stetig, es gilt N UM = U und M
als auch N sind als Urbilder (in R) abgeschlossener Mengen unter der stetigen Funktion
f — g abgeschlossen in U. Wir konnen also (b) anwenden und zeigen, dass f A g stetig
ist.

Aufgabe 6

Lemma 1. Fir alle M > 0 gibt es ein ¢ > 0 und ein L > 0, so dass fiir alle z € Ay gilt:
|z = 1] < L(1 — |z]). (1)
Insbesondere folgt fiir solche ¢ > 0:
ApyeC{zeCllzl<1 Vv z=1} (2)

Satz 1 (Abelscher Grenzwertsatz). Gegeben sei eine konvergente Reihe

A:ianec
n=0

zu einer Folge (an)nen mit Werten in C. Weiter sei M > 0 gegeben. Dann existiert ¢ > 0 mit
ApyeC{zeCllzl<1 Vv z=1}, (3)
so dass die auf Ay . eingeschrinkte Potenzreihe

fiApe—C, f(z):= Zanz”
n=0

stetig ist.



Beweis:! Wir wihlen ¢ > 0 und L > 0 nach dem vorhergehenden Lemma?; insbesondere gilt
dann die Behauptung (3)®. Die Potenzreihe > a,z™ besitzt mindestens den Konvergenzra-
dius 1, weil sie fiir z = 1 nach Voraussetzung konvergiert. Insbesondere ist sie in allen Punkten
z € C mit |z] < 1 stetig’. Wegen Formel (3) ist f in allen Punkten z € Ay \ {1} stetig,
da Potenzreihen im Inneren ihrer Konvergenzkreisscheibe stetig sind. Es bleibt nur noch der
interessanteste Fall z = 1 zu behandeln. Zu zeigen ist also:

Ve>030>0VzeApyc: |z—1<6d = Zanz"—A <e (4)

n=0

Hierzu sei € > 0 gegeben®. Weil die Reihe Y - ja, in C konvergiert, bildet die Folge der
Partialsummen

by 1= Zam m € Np, (5)
n=0
eine Cauchyfolge. Wir finden also ein ng € Ny, so dass fiir alle [, m € Ny mit ng <1 < m gilt:
€
bm — b —
b — b1l < 57 (6)
Wegen der Stetigkeit von Polynomfunktionen gilt
no no
n 2—1
Zanz — Qn,
n=0 n=0

Wir nehmen also ein § > 0°, so dass fiir alle z € C mit |z — 1] < § gilt:

no no €
Z anz" — Z an| < 5 (7)
n=0 n=0

Mit dieser Wahl von § ist vom urspriinglichen Beweisziel (4) nur mehr das folgende Beweisziel
iibrig geblieben:

VzeApye: [1z2-1<d = Zanz"—A <€ (8)

n=0

Zum Beweis hiervon sei z € Ay mit [z — 1| < § gegeben”. Wir schitzen ab:

oo no o0 no oo
E apZ"t — Al = E anz” + E anz" — E ap — E an,
n=0 n=0 n=no+1 n=0 n=no+1
no no [es} 0
< E apz" — E an| + E apz" — E an,
n=0 n=0 n=no+1 n=nog+1
00 0o e’}
€ n € n
<§ + E apnz" — E an| = 3 + E an (2™ —1)
n=ng+1 n=no+1 n=no+1
m
Chodim | Y gzt 1)
=— 1m anp(z2 " —
2 m—oo "
n=no+1

17Zu zeigen ist die Existenz von ¢ > 0, sodass (3) gilt und f auf Ay, stetig ist.

2Nach der Wahl von ¢ > 0 sind nur noch die beiden Eigenschaften zu zeigen.

3Es ist nur noch die Stetigkeit von f auf Apg,c zu zeigen.

4Wie im Folgenden auch ausformuliert, ist damit gezeigt, dass f in allen Punkten 1 # z € Ay, stetig ist.
Es verbleibt also nur noch die Stetigkeit von f im Punkt 1 zu zeigen.

5Fiir den Beweis der Stetigkeit ist jetzt also ein § > 0 zu finden, sodass die Implikation in (4) fiir alle
z € AIM,C gilt.

6Mit der Wahl von § wie in (7) verbleibt zu zeigen, dass die Implikation in (4) fiir alle z € Ay . gilt, was
in (8) ausformuliert ist.

TEs verbleibt zu zeigen, dass z die Ungleichung |ZZO=0 anz™ — A| < e erfillt.



wobei wir die Stetigkeit des Absolutbetrags verwendet haben. Es geniigt nun, noch zu zeigen:

m
€
VYm > ng : Z an (2" —1)| < 2 (9)
n=ng+1

denn damit folgt die zu zeigende Behauptung so®:

(o] m

Zaz”—A <E—|—lim Z a(z”—1)<£+fze,

" 2 m—o0 n - 2 2
n=0 n=ng+1

Zum Beweis der Behauptung (9) sei m € Ny mit m > ng gegeben”. Die Hauptidee des Beweises
besteht nun darin, die Differenz 2™ —1 in der folgenden Rechnung mit der geometrischen Summe
auszudriicken und dann die Summationsreihenfolge zu vertauschen:

m m n—1
Z an(z"—1) = Z an(z—l)sz
n=ng+1 n=ng+1 k=0
m—1 m
=(z—-1) Z anz (z—1) sz E an
(n,k)ENg: k=0 n=max{ng,k}+1
no<n<m,
k<n

- 1)'S (b~ bumsuosy)  (siche (5))
k=0

Schétzen wir den Betrag davon mit Dreiecksungleichung ab und verwenden nochmal die geo-
metrische Summe, diesmal fir die Absolutbetriage:

Z an(zn - |Z* ]-‘ Z - max{no,k})
n=ng+1 k=0
m m—1 ¢
<Pz =11 Y |2~ buastoit] 12~ 11 S [ (wegen (6))
- k=0
1—|z|™ € |z —1] €
—|z -1 - - m <
F=Ug o S1opar (esen M =)
Lﬁ % (wegen (1) in Lemma 1)
Damit ist die Behauptung (9) gezeigt'’. O

8Die folgende Zeile zeigt, wie aus (9) der Satz folgt. Damit ist (9) das verbleibende Restziel.
97Zu zeigen ist noch, dass m die Ungleichung in (9) erfiillt.
10Da (9) den Satz impliziert, ist nichts mehr zu zeigen.



