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Aufgabe 1

Es ist zu zeigen, dass [n*a™ — 0| = |n*| - [a?| = n¥|a|* Z=>2 0. Daher geniigt es zu zeigen,

dass nFr® 222 0 fiir r € R mit 0 < r < 1 (der Fall » = 0 und damit a = 0 ist klar). Sei
e > 0. Wir betrachten ab nun den Kehrwert und zeigen n=*(1 4+ 1)" > L fir I =1/r — 1 > 0.

Sei n > max{2k + 2, Eléi)ﬂ r}. Mit der binomischen Formel gilt
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wobei im ersten Schritt die nur nichtnegative Summanden enthaltende Summe durch den
(k + 1)-ten Term nach unten abgeschitzt wurde. Damit ist also n*r™ = n*(I +1)™" < ¢, was
die Behauptung zeigt.

Alternativer Beweis:
Wir zeigen wieder n
k.

Hierfiir machen wir einen doppelten Induktionsanfang. Fiir &k = 0 ist zu zeigen, dass r"” a7,
0. Dies gilt nach einem Beispiel aus der Vorlesung. Betrachte nun k£ = 1 und beliebiges € > 0.
Setze [ :=1/r > 1 und sei weiter n > m Dann gilt
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Sei nun k& > 1 und gelte die Aussage fiir alle 0 < r < 1 und alle 0 < j < k. Sei € > 0. Es gilt
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und nach Induktionsvoraussetzung gibt es m; € Ny und nach dem Induktionsanfang fiir k = 1
gibt es my € Ny, sodass n*\/r" < /¢ fiir alle n > m; und n\/r" < /¢ fiir alle n > my. Hierbei
wird benutzt, dass die Induktionsvoraussetzung auch fiir 0 < /r < 1 angewendet werden
kann. Fiir alle n > max{my, ms} gilt somit also n*+1r" < ¢.

Bemerkung: Statt eines doppelten Induktionsanfangs kann auch mit einer Hilfsbehauptung
gezeigt werden, dass ny/r" durch s € R beschriinkt ist (dieser Beweis ist einfacher als die
Konvergenz gegen Null, vgl. den nichsten Alternativbeweis). In (??) wird dann mit der In-
duktionsvoraussetzung n so groB gewihlt, dass n*\/r" < £/s, was ebenfalls zum Ziel fiihrt.



Alternativer Beweis:
n—o0

Wir zeigen zuerst als Hilfsbehauptung, dass 1 < (n%)’“ —— 1 fiir k € Ny via Induktion iiber
k.Firk=0ist [(n+1)/n—1] =1 27, 0 und damit die Aussage klar. Sei nun k£ > 0 und
e > 0. Nach IV kénnen wir m; so wihlen, dass (n+ 1)¥/n* < 1+ £ fiir alle n > m; und mit

£ := min{e, \/e}. Sei nun n > max{my, £}. Dann ist
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was die Hilfshehauptung zeigt. Sei nun § := (1 — r)/2. Wihle ng so groB, dass (n + 1)*/n* <
146 /r. Dann ist fiir n > ng
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da |r + d] < 1 und nkr™ ein von n unabhingiger reeller Wert ist.

Aufgabe 2

(a) Es ist b ein Haufungspunkt von (ay,)nen, wenn gilt:

Ve>0VneNIm>n:a, € Ub).

(b) Die komplexe Zahl z = 1+ hat die Polarkoordinaten (PK) (v/2,7/4). Damit hat 2" die
PK (2"/2,(7n)/4) und demnach a,, die PK
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Sei nun n € Ny von der Form, dass n = 8k + 2 fiir ein k € Ny. Dann ist die ¢-Koordinate
von a, genau (8k + 2)w/4 = 2k 4+ 7/2 = 7/2 und somit a,, = (1:—")2

Sei nun € > 0 und n € N gegeben. Wahle m > max{1/e,n} von der Form m = 8k + 2

fiir ein k € Ny. Dann ist a,, = %z und

|am —i] = |i/m| =1/m < e.

Es ist also ¢ ein Hiufungspunkt von a,,.

Aufgabe 3

Wir definieren zur Abkirzung A, := {a, | m > n}. Falls limsup,_, . a, = 400, so ist
A, fir alle n € N unbeschriankt und damit auch inf,,cysup 4,, = oco. Sei also R 3 a :=
lim sup,,_, oo @rn. Wir zeigen in zwei Schritten ‘<’ und ‘>’

‘<’ Sei m € N. Nehme an, dass a—inf,,ensup A, =€ > 0. Da A,,, D A, fiir alle m; < mg

ist sup A,, monoton fallend in m und es gibt ein M € N, sodass sup 4, < a — 5 fiir alle
m > M.

£

Da allerdings a ein Héufungspunkt ist, gibt es ebenso ein n > M, sodass sup 4,, > a— 5,
was einen Widerspruch darstellt.

.
>’ Sei @’ = inf,,ensup A, und nehme an, dass a < a'. Definiere ¢ := 5. Sei nun
IT:={neN|d -e<a,}.

Nehme zuerst an, dass Z unendlich viele Elemente enthélt. Dies impliziert, dass (a;);ez
als Teilfolge von (ay,)nen nach einer Variante des Satzes von Bolzano-Weierstrafl einen



Hiufungspunkt in RU{+o00} besitzt, welcher nach Definition grofier als a sein muss, was
uns zu einem Widerspruch fiithrt.

Nehme also nun an, dass |Z| < co. Sei N = maxZ. Dann ist jedoch a,, < a’ — ¢ fiir
alle m > N und insbesondere sup A,, < a’ — ¢ fiir alle m > N. Damit muss auch
inf,,ensup 4,, < a’ — ¢, was erneut einen Widerspruch bedeutet.

Aufgabe 4

In Notation von H2.5 sei p, (k) = SF- 117,
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Nach H2.5 gilt
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wobei die Dreiecksungleichung, k* > k und 1/k — 0 fiir kK — oo verwendet wurde.

Wir beweisen die Aussage via Induktion {iber n. Der Induktionsanfang n = 0 ergibt sich
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Sei nun n > 0 und gelte die Aussage fir alle 0 < k < n. Mit H2.5(b) gilt, dass
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Wenn also der zweite Summand der rechten Seite in (??) fiir £ — oo gegen Null konver-
giert, ist die Behauptung gezeigt. Sei dafiir € > 0. Es gilt
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Wir zeigen nun, dass fiir jedes 0 < j < n—1 ein K(j) existiert, sodass Term j der rechten
Seite von (?7?) fiir alle k > K (j) strikt durch £/n beschrankt ist. Sei also 0 < j <n — 1.
Nach der Induktionsvoraussetzung kénnen wir K’(j) € N grofl genug wihlen, sodass
[k=UFD - pi(k)| < 525 fiir alle k > K'(j).

k—o0

Wir beobachten des Weiteren, dass k"7 < k=1 == 0. Wir finden daher ein K(j) >
K'(j), sodass fir alle k > K(j) die Ungleichung
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gilt, da die rechte Seite nur von n,j und £ abhingt. Damit folgt jedoch auch
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fir alle k > K (j). Wahlen wir nun K,y := max{K(j) | 0 < j <n—1}, so ist die rechte
Seite von (?7?) fiir alle k > Kyax strikt durch € beschrénkt, was die Behauptung zeigt.




