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Aufgabe 1

Wir zeigen die Aussage fiir eine Teilmenge von C, der zweite Fall geht analog.
Sei M C C. Wir entnehmen dem Skript, dass M abgeschlossen ist genau dann wenn gilt:

Vz € C: (zx ist ein Beriihrpunkt von M = z € M). (1)

Wir zeigen also (1):

Sei # € C ein Beriihrpunkt von M und & > 0 beliebig. Die Menge Us(z) N M ist nichtleer,
weil  ein Beriihrpunkt von M ist. Sei also y € Us(z) N M. Insbesondere ist y € M, also ein
Beriihrpunkt von M. Wihle daher z € Uz (y) N M, insbesondere gilt also 2 € M und damit
gilt insgesamt:

e €
|x—z\§|x—y|+\y—z|<§+§<€. (2)

Also z € U.(z) N M und weil ¢ > 0 beliebig ist, ist 2 ein Beriihrpunkt von M also in M. O

Aufgabe 2

(a) Seien U,V C C, U offen. Wenn U oder V leer sind gibt es nichts zu zeigen, nehme also
anU #D#V.Seiz € UNV, und sei € > 0 so, dass Uz(xz) C U (U offen). Sei auferdem
B > 0, dann gilt

0% Uningey () NV = Usle) N Us() 1V C Us(x) NUNV. (3)

Insgesamt gilt also Ug(z) NU NV # 0. Nachdem das fiir jedes 8 > 0 gilt, ist = ein
Berithrpunkt von U NV, alsox e UNV. O

(b) Unser Gegenbeispiel ist: U := S',V = C\S"'. Jeder Punkt in S* ist offenbar ein Beriihr-
punkt von V und V = C, also gilt

Unv=_5"=u. (4)
Die rechte Seite der Gleichung aus Teilaufgabe (a) ergibt allerdings:

UNV=0=0+#5s" (5)

Aufgabe 3

Sei M wie in der Aufgabenstellung, und = € M. Also gilt
Ve >0:U(x)N M #0. (6)

Es ist noch zu zeigen, dass x € M ist. Nehme fiir einen Widerspruch an, dass x ¢ M und

definiere
d:={meM|m>z}. (7)

Wir gehen nun mehrere Fille beziiglich der Menge ¢ durch:



Fall 1 2 < 0: Dann folgt direkt: U,(x) N M = (), was im Widerspruch zu (6) steht.
Fall 2 2 >1: In diesem gilt Uj,_q(x) N M = (), was wiederum im Widerspruch zu (6) steht.

Fall 3 z €]0,1[: Die Werte 0 und 1 sind ausgeschlossen, weil ¢ M gilt. In diesem Fall ist
eine endliche Menge, daher existiert min}. Die Menge der Elemente aus M die kleiner
ist als = l&dsst sich so schreiben:

1 1

:{n+11|n€N}U{O}.

min ¥

(8)

—2L1 . Nach Konstruktion gilt

Man sieht direkt das Maximum der Menge: max P = T

min 9

max P < x und damit finden wir den Widerspruch:

~—

Umin{zfmaxP,minﬁfm}(x) nNM = (Z) (9

Aufgabe 4

Die offenen Teilmengen von R U {400, —oo} sind laut Skript wie folgt definiert:
M C R U {+00, —o0} heifit offen (schreibe kiirzer M € Tg+) wenn die drei nachfolgenden
Bedingungen erfiillt sind.

M N R ist offen in R. In Formeln geschrieben: M NR € Tg (10)
Falls + oo € M so gilt: R\ M ist nach oben beschrankt. (11)
Falls — oo € M so gilt: R\M ist nach unten beschrankt. (12)

Wir wollen iiberpriifen ob die hierdurch definierte Menge 7g+ eine Topologie ist. Wir iiber-
priifen also die Definition einer Topologie. Eine Menge 7 C P (M) heift Topologie iiber einer
Menge M wenn:

DeT (Topl)

VYA, BeT :ANBeT (Top2)

V(A)ier €T : U A, €T (Top3)
i€l

Wir gehen jetzt die Definition durch und zeigen, dass jede Zeile gilt:

(Topl) Das ist offenbar erfiillt, denn die leere Menge ist offen in R und enhiilt keinen der
unendlich fernen Punkte.

(Top2) Seien A, B € Tgt, falls {+o00, —0co} N AN B = { gilt folgt AN B € Tg+ unmittelbar.
Es sind also noch die folgenden zwei Aussagen zu zeigen

+o0o € AN B = R\(AN B) ist nach oben beschrinkt, (13)

—o00 € AN B = R\(AN B) ist nach unten beschrénkt. (14)

Fiir (13) nehme an, dass +00 € AN B. Dann gilt insbesondere: +00 € A und +oco € B, also
existieren sup(R\A4) und sup(R\B) in den reellen Zahlen. Damit l4sst sich das Supremum von
AN B abschétzen:

sup(R\(A N B)) = sup((R\A4) U (R\B)) = max{sup R\ A4, supR\ B} (15)

Die gesuchte Schranke ist also max{sup R\ A, sup R\B}. Der Beweis fiir (14) geht analog.



(Top3) Sei (A;)ier C Trr. Es gibt auch hier nur etwas zu zeigen, wenn fiir mindestens ein ¢
gilt {400, —00} N A; # 0. Ahnlich zum letzten Fall miissen wir hier zwei Aussagen Beweisen:

(Fel:+o00e€ ) =R\ U A; ist nach oben beschrankt (16)
iel

(Fel:—xe€ i) =R\ U A; ist nach unten beschrénkt (17)
iel

Fiir (16) reicht es wiederum das Supremum der fraglichen Menge abzuschétzen. Sei also I € T
ein Index fiir den +oo € A; gilt:

sup R\ U A; = sup ﬂ(R\A,) < supR\A4,; (18)
iel iel

Die rechte Seite der Ungleichung ist aber nach Voraussetzung (A; € Tg+) endlich. Also ist die
Vereinigung iiber alle A; nach oben beschriankt. Der Beweis von (17) geht analog. O

Aufgabe 5

Sei D wie in der Aufgabenstellung. Es ist zu zeigen, dass D = R ist. “C” ist offensichtlich
richtig, weil D eine Teilmenge von R ist und R abgeschlossen ist.

Wir zeigen nun “2: Sei € R und € > 0, falls U, (2)ND # () gilt sind wir fertig. Sei z := £3= €
U./3(x), dann gibt es nach der Folgerung von Beispiel 3 nach dem Vollsténdigkeitsaxiom von
R im Skript ein § €]z, 2[NQ mit @ € Z und b € N. Wir approximieren nun ¢ durch einen
Dezimalbruch:

Sei n € N so groft, dass

1
10™

< § gilt. Wir definieren

210" +1
Y= 7Lb J eD

19
Der Abstand von y zu x ist
a a (410" +1  a| e [%10"]4+1 a ¢
_xl< |y~ Z Z o1 - _ = -1 - T,
lv z'-‘y b‘+’b z‘< 107 AE 10" b3
«al0"t+1 a e a 1 a € 2
<—b @ =4 4 _-<Z . (20
= T on b3 T 3T gEe (0
Die mit x gekennzeichnete Ungleichung gilt, weil nach Definition der Gausklammer gilt
Vr,y € N: {%J < % < EJ + 1. Damit gilt insgesamt y € U.(z) N D. O



