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Aufgabe 1

Sei ¢(m) = [Va,b e R: > " ((a+ nb) = (m+ 1)(a+ mb/2)]. Wir beweisen Vm € Ny : ¢(m)

n=0
mittels vollstdndiger Induktion.

Induktionsanfang (¢(0) bzw. m =0) Es gilt
0
Y (a+nb)=a+0-b=a=(0+1)(a+0-b/2).
n=0

Induktionsvoraussetzung Es sei m € Ny gegeben und es gelte o(m).

Induktionsschritt (¢(m) = p(m+ 1) bzw. m — m+1) Es gilt

N(m) m—+1 m
> (a+nb)=> (a+nb)=> (a+nb)+ (a+ (m+1)b)
n=0 n=0 n=0
Y (m+1)(a+mb/2) + (a+ (m+1)b) = (m+ 2)a+ (m+ 1)(mb/2 + b)

=(m+2)a+ (m+1)((m+2)b/2) = (m+2)(a+ (m+1)b/2).

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen und die Behauptung gezeigt. O

Aufgabe 2

Es gilt
1 1
wi:Z(liQ\/g—f—E)):5(1i\/§)+1=wi+1.

Sei p(n) = [fn = %(wf_ —w™)]. Erneut zeigen wir ¥n € Ny : ¢(n) via Induktion.

Induktionsanfang (p(0) A ¢(1) bzw. n = 0,n = 1) Da die Rekursion sich auf die zwei
Vorgéangerwerte bezieht, ist ein doppelter Induktionsanfang vonnéten (siehe H2.2 fiir das Sche-
ma).

1 . 1

fOZO:%(wﬂ—wi), h :1:%@4

—w_).
Induktionsvoraussetzung Es sei n € N gegeben und es gelte o(n — 1) A p(n).

Induktionsschritt ((¢(n —1) Ap(n)) = ¢(n+1) bzw. n —1,n - n+1) Es gilt

VBfur1 = V5fu+V5fuo1 B wlt —w +wiTt -0t

=W MNws 4 D) — o wm 1) Dot @) - ot W)
= wi+1 — W7i+1,
wobei fiir (x) die Beobachtung verwendet wurde. O

Aufgabe 3



Wir nennen die drei Zeilen der Definition (i), (¢¢) und (i4¢) und beginnen mit folgenden Beob-
achtungen, von denen wir die ersten beiden mittels Induktion {iber m € Ny beweisen:

Behauptung (B0). Jede natiirliche Zahl aufer der Null besitzt einen Vorginger, also
Vn €N:3n' € Ng: N(n') =n.

Diese Aussage wird im Folgenden wiederholt benutzt. Sie folgt aus dem Induktionsschema der
Peano-Axiome und wird als Ubung iiberlassen.

Behauptung (B1). Vm € Ng: =(m < m).

Der Induktionsanfang (m = 0) folgt direkt aus (7). Sei also m € Ny gegeben, dann gilt
—(N(m) < N(m)) & —=(m < m) wegen (iii). Jedoch ist =(m < m) nach Induktionsvorausset-
zung wahr, und somit ist der Induktionsschritt abgeschlossen.

Behauptung (B2). Vm € Ny : m < N(m).

Der Induktionsanfang (m = 0) folgt direkt aus (7). Sei also m € Ny gegeben, dann gilt N(m) <
N(N(m)) & m < N(m) wegen (iii). Jedoch ist m < N(m) nach Induktionsvoraussetzung
wahr, und somit ist der Induktionsschritt abgeschlossen.

Behauptung (B3). Vm € Ng,n € Ny : N(n) < N(m) & n < m.

»=“ Wir unterscheiden zwei Félle: Falls einerseits N(n) < N(m), so folgt die Aussage nach
(#i7). Falls andererseits N(n) = N(m), so gilt m = n nach Eindeutigkeit der Nachfolgerfuntion
N.

»<=“ Mit derselben Fallunterscheidung: Falls n < m, so folgt die Behauptung mit (i4i) falls
n = m, so auch N(n) = N(m) und insbesondere N(n) < N(m).

Behauptung (B4). Die Kleiner- und Kleinergleich-Relationen sind transitiv, also V1,m,n €
No:(l<m,m<n=1<n)sowieVl,mneNy: (I <m,m<n=1<n).

Seien [,m,n € Ny und gelte | < m < n. Wir beweisen die Aussage via Induktion iiber [. Sei
fiir den Induktionsanfang [ = 0. Dann ist zu zeigen, dass 0 < n. Hierfiir beobachten wir zuerst,
dass n # 0, was aus m < n und (i) folgt. Es existiert damit n’ € Ny, sodass N(n') = n. Also
nach (i7) 0 < N(n') = n.

Fiir den Induktionsschritt gelte die Aussage fir I, m,n und gelte des Weiteren N(I) < m < n.
Erneut folgt mit (), dass m # 0 # n und somit Vorgénger m’ und n’ existieren mit N(m') = m
sowie N(n') = n. Aus (i4i) folgt damit I < m’ sowie m’ < n’. Per IV erhalten wir also [ < n’
und erneute Anwendung von (ii) liefert N(I) < N(n') = n.

(a) Es gilt

N1y =2<4=NE) @1<3@o<2=nN().

Die letzte Aussage ist nach (7) wahr. O

(b) Wir fiihren den Beweis indirekt, nehmen also an, dass 4 < 2. Dann

1<2@Wa 1 @Wo

Die letzte Aussage ist nach (7) unwahr, also ist —(4 < 2) wahr. O

(c) ,=* Seien n,m € Ny so gewdhlt, dass n < m. Dann gilt n < m < N(m) nach (B2) und
somit n < N(m) nach (B4).
»<=* Sei (m,n) = [(n < N(m)) = (n < m)] fiir n,m € Ny und sei p(n) = [Vm € Ny :
(m,n)]. Wir zeigen Vn € Ny : ¢(n) via Induktion.

Induktionsanfang (n = 0) Zu zeigen ist hier: ¥m € Ny : ¢)(m,0). Falls m = 0,
so ist 0 < 0 wahr. Falls m # 0, so existiert ein Vorginger m’ mit N(m') = m und
somit 0 < N(m') = m, also insbesondere 0 < m. Damit ist der Induktionsanfang
gezeigt.



Induktionsvoraussetzung Es seien n € Ny gegeben und es gelte gelte ¢(n), also
¥(m,n) fir alle m € Ng.

Induktionsschritt (n — N(n)) Zu zeigen ist: Ym € Ny : ¢p(m, N(n)) unter der
IV. Wir beweisen diese Aussage via Induktion tiber m (verwenden also eine doppelte
Induktion). Sei fiir den Induktionsanfang m = 0, dann ist zu zeigen, dass ¥ (0, N(n))
gilt. Wir nehmen also an, es sei N(n) < N(0). Nach (éi7) gilt dann allerdings n < 0,
was keine wahre Aussage ist. Damit folgt auch das zu Zeigende.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, ¥(m, N(n)) gilt fiir ein m € Ny. Zu
zeigen ist, dass hieraus ¥(N(m), N(n)) folgt. Es gilt

(#47) v (B3)

N(n) < N(N(m)) = n<N(m)=n<m = N(n) <N(m),

was zu zeigen war. O

(d) ,=“ Seien n,m € Ny mit n < m gegeben. Wir nehmen an, das zu Zeigende gilt nicht, es
gilt also m < n. Damit ist also n < m < n und insbesondere n < n nach (B4). Dies
steht im Widerspruch zu (B1). Also muss =(m < n) gelten.

»<=“ Wieder beweisen wir die Aussage mit doppelter Induktion, vereinfachen das in (c)
genutzte Schema jedoch wie folgt.

Induktionsanfang (n = 0V m = 0) Wir betrachten zuersten den Fall, dass
m = 0,n € Ny und nehmen an, es gelte =(0 < n). Da dies eine falsche Aussage ist,
folgt auch n < 0.

Sei fiir den zweiten Fall nun also n = 0,m € Ny und gelte =(m < 0). Damit
ist also m # 0 und besitzt einen Vorganger m’ mit N(m’) = m. Die Aussage
0 < N(m') = m ist nach (i) wahr.

Induktionsvoraussetzung Es seien n € Ny, m € Ny und es gelte (=(m < n) =
n<m).

Induktionsschritt ((n,m) — (N(n), N(m))) Wir gehen tber Kontraposition
und nehmen an, es gelte (N (n) < N(m)). Hieraus folgern wir N(m) < N(n), was
den Induktionsschritt beweist. Es gilt

(V) < Nm) @ —(n<m) Xm < n ® Nem) < N(n),

was die Behauptung war. O

Aufgabe 4

Wir nehmen an, M besitzt kein kleinstes Element und zeigen, dass dann M = () gilt. Dazu zei-
gen wir via Induktion fiir alle n € N, dass n ¢ M. Formal zeigen wir ¢»(n) = [(M besitzt kein kleinstes Element) =
(Vm <n:m ¢ M)] fir alle n € N.

Induktionsanfang (n = 1) Der Induktionsanfang ist klar, da 1 die kleinste Zahl in N ist
und somit auch kleinstes Element von M falls 1 € M. Da M kein kleinstes Element enthélt,
muss 1 ¢ M.

Induktionsvoraussetzung Es sei n € N und es gelte ¥(n).



Induktionsschritt (¢(n) = ¥(n+1) bzw. n — n+1) Wir wissen per Induktionsvoraus-
setzung, dass {1,2,...,n} N M = (. Falls also n+ 1 € M, so wére n+ 1 ein kleinstes Element
in M. Da M kein kleinstes Element enthélt, gilt n + 1 ¢ M, also gilt )(n + 1). Dies schliefit
den Induktionsschritt ab.

Fiir jedes n € N haben wir also gezeigt, dass n ¢ M. Daher muss NN M = (). Da jedoch
M C N, folgt M = (. Da jedoch M # (, ist die Annahne, M besitze kein kleinstes Element,
falsch. O

Aufgabe 5

Wir zeigen mittels Induktion, dass eine wie in der Angabe definierte Funktion f fir jeden
Wert n € Ny genau einen Wert annehmen kann. Wenn dies erfiillt ist, so gibt es genau eine
solche Abbildung.

Induktionsanfang (n = 0) Der Induktionsanfang ist klar, da f(0) = a eindeutig ist.
Induktionsvoraussetzung Es sei n € Ny und es sei f(n) eindeutig bestimmt.

Induktionsschritt (n — n + 1) Wegen f(n + 1) = g(n, f(n)) gilt mit der Induktions-
voraussetzung, dass g(n, f(n)) zu den eindeutigen Argumenten (n, f(n)) als Abbildung einen
eindeutigen Wert ausgibt, also f(n + 1) eindeutig ist. O

Eine alternative Losung ist die folgende: Seien f1, fo zwei Abbildungen, welche die rekur-
sive Definition der Angabe erfiillen. Wir zeigen via Induktion, dass fi(n) = fa(n) fir alle
n € Np.

Der Induktionsanfang ist klar, da f1(0) = a = f3(0). Sei nun also n € Ny und gelte fi(n) =
f2(n). Dann

fin+1) = g(n, i(n) = gln, fo(n)) = faln +1),
was den Induktionsschritt zeigt. Also fi = fs. O



