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Aufgabe 1

Zur einfacheren Notation sprechen wir in allen drei Teilaufgaben von foa f(z)de.

(a) Mit Polynomdivision und Partialbruchzerlegung erhalten wir

Folglich ergibt sich
a 272 a
/ f(z)dz = [2 —z—log|z — 1]+ 2log |z + 1|
0 0

—a—log(l—a)+2log(a+1).

(b) Wir formen um und erhalten

225 + a2t — 423 + 2% + 8x 3z + 62 — 1
/(@) %t — 222 +1 v +w472x+1
2z +1 1 1 + ! + 2
=2z — — .
z+1 (z4+1)2 2z-1 (z-1)2
Also gilt
“ 9 r+37°
flx)dz = |2+ x +1og(l — z) —log(x + 1) + 3
0 1 — X 0
1—a a+3
2
= 1 —_—— .
a®+a+ og<1+a> = a2 3
(c) Esist
@) xt 4+ 322 + 4 14 2 +3 14 1 " 2
r)=—-——= - = .
zt+ 222 + 1 (22 +1)2 z2+1  (22+1)2
Partialbruchzerlegung fiir den letzten Ausdruck liefert
2 B i 1 i 1
(22 +1)2  2(x+14) 2@ +0)2 2@ —i) 2z —i)?
! 1 1
S22+l 2@+ 2(x—i)?
womit Integration zu
/‘1 f(z)d + 2 arct + ! + ! ’
x)dr = |x arctan
0 2(x+1i)  2(x—1)],
P a
= [m+2arctanx+ 552‘*‘1}0 =x + 2arctana + pran)

fihrt.



Aufgabe 2

Abbildung 1: Skizze der Substituion. Der Punkt (5,3) der Hyperbel wird abgebildet auf
(_37 %)

Fiir eine Skizze siche Abbildung 1. Sei R(y,x) = le—m Mit der vorgegebenen Substitution

gilt % = ?1('5_2;2)12) So gelangen wir zu

o 9(a) 8t 1+t2\ 8(2+1)
21 16)dy = 4 : dt
/0 R(y, Vy* + 16)dy /0 R<1_t2, 1_t2> e

B /W) 2% + 2
Sy ot —6t3 —8t2+6t—1’

wobei g(a) = (Va? + 16 — 4)/a. Es sei vermerkt dass —1 < g(a) < 1/3 fur a < 3. Mit der
Partialbruchzerlegung

2t% 4 2 ot .9 5 1
94 — 613 — 812 +6t—1  8(t+1) 8(Bt—1) 2(3t—1)2 2(t—1)

16sen wir das Integral als

a 1 2 g(a)
/ R(y,x)dy = | — 20 + 9log(1l — 3t) — 121og(1 — t) + 3log(t + 1)
. 24 \1-3¢ 0

= i (1—230g(a) +91log(1 — 3g(a)) — 12log(1 — g(a)) + 3log(g(a) + 1)) - %
51 Y 1, (= 39(a)° (1 + g(a))
-5 () e ()

Aufgabe 3

du

Wir fithren die Substitution v = €* durch und sind mit dz = < nun also interessiert an

Dieses Integral kennen wir bereits aus T14.1(c) — eine Stammfunktion ist % (arctan U+ u;—h)

Resubstituieren wir e®, so erhalten wir

o er 1 N 1 1™ 1 . 1
. md$:§ arctane +m . :275 arctane +m .
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Aufgabe 4

Wir erinnern uns an die Definition der Bernoulli-Polynome und -zahlen aus T12.1. Wir begin-
nen mit einem

Lemma 1. Firn e N und z € R gilt
Bn(z +1) — B,(z) = nz" 1.

Beweis. Mit der Taylorformel aus H12.1 gilt

n

fonr(®) — £t =3 ((Bm T B;—(w))f,) Loy, 1.

§=0
Ebenso ist jedoch
n—1
t Ty
fog1(t) — folt) = ﬁ(e(‘”l)t —e) =te" =) %tk“ + 0", t—o.
i=0 7

Der Koeffizientenvergleich fiir " liefert

B,(x+1) — B,(x) ant

n! (=1

woraus die Behauptung folgt. O

Die zu zeigende Aussage ist nun eine einfache Induktion iiber m: Fiir m = 1 sehen wir, dass
Lemma 1 insbesondere By, (1) — B, (0) = 0,1 fir alle n € N impliziert. Da n + 1 > 2 gilt also

Bn+1(1) — Bn+1(0) )

kn:O:
n+1

M-

k=0

Fiir den Induktionsschritt gelte die Aussage fiir m > 0. Dann folgt mit der Induktionsvoraus-
setzung, dass

m

SO = Bunyi(m) = Bn1(0) _ Buia(m+1) — Bnya(0)

n+1 n+1

b

k=0

da Bnyi(m+1) m" + Bni1(m)

n
] | nach Lemma 1.



