Blatt Nr. 10 Prof. F. Merkl

Losung zum Tutorium fiir Analysis einer Variablen
WS 2016/17

Aufgabe 1
Wir beginnen mit zwei Lemmata, die uns bei Teilaufgaben (a) und (b) helfen werden.
Lemma 1. Seien a,b € RT. Dann gilt

log(a - b) = loga +logb, log(a’) = bloga.
Beweis. Seix1 = log(a-b) und x5 = log a+logb. Wir zeigen, dass exp(z1) = exp(xz). Aufgrund
der Bijektivitat der e-Funktion miissen dann auch die beiden Argumente gleich gewesen sein,
also 1 = 5. Es gilt exp(z1) = ab und

exp(zg) = elosatlosb — ploga  plogb _ g

wobei Satz 3.28 verwendet wurde.

Analog gilt eloga” — gb — (elog )b = gbloga, O
Lemma 2. FEs gilt
e1o8(%) < pl « enlosgn fiir n — oo.
Beweis. Es gilt
o0 k n
n_\N""
C T4 =

da wir die Reihe positiver Summanden durch den Summanden fiir & = n nach unten abschétzen
koénnen. Umstellen ergibt

nl > (E)n = emloe(),
~ \e
Fir die zweite Abschiatzung sehen wir, dass

nl<n-nl <nt=erlosn

O

(a) Esist (*") = EZT,L));, und mit den Abschitzungen zur Fakultit aus Lemma 2 erhalten wir

e2nlog(27”) m e2nlog(2n)
— < K S learzy
e n e2nlog()

also
e?nlog(%) < <2n) < e2nlog(2e)
n

Die Einordnung in Hierarchie erfolgt also entweder direkt links oder direkt rechts von
€™, wobei die genaue Position von v abhingt.

Bemerkung: Mit der Stirling-Formel ldsst sich berechnen, dass (27?) fir v > 2log2 links

und fir v < 2log2 rechts von €™ anzuordnen ist, d.h. (27:’) wdchst ungefahr wie 4™.

(b) Da
yn < nlog(%) <nlogn < n?,

ist n! zwischen ¢’ und e”” einzuordnen. AuBerdem gilt auch (2;) < nl.



(c) Sei k > 1. Wir beobachten, dass
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und damit
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da wir hier es mit zwei Teleskopsummen zu tun haben. Es ist also

n—1§0n§n7

womit ¢, wie n® mit o = 1 wéchst.

Aufgabe 2

(a) Da wir an = — 0 interessiert sind, kénnen wir |z| < 1 annehmen und die geometrische
Reihe anwenden. So landen wir bei

1 — n 2
mit r(z) = Yoo (—z)". Wir zeigen nun, dass r(z) = O(z?®), was das zu Zeigende

impliziert. Es gilt

) 0o o [e%S) . 1
r(@) /2] <Y e =) el = 7o) < 2.

n=3 n=0

Es ist eine einfache Beobachtung, dass allgemeiner auch > oo, a,2™ = O(z*) = o(a!)
fur alle £ > 2,1 < k und x — 0 gilt.

(b) Es ist
_ 1 2" — ()™ 1 2n2ntl
1/, x Ty _ § _ E _ 1.3
2(¢" ™) 2 4 n! 24 (2n+1)! T+ 5w (@),

denn: Die geraden Potenzen addieren sich zu Null. Der Restterm r(z) enthélt Potenzen
vom Grad 5 und gréer, dhnlich wie in Teil (a) zeigt man also r(x) = O(z®) = o(z?3).

(c) Ahnlich wie in (b) gilt

) . 1 1" 1 T
1/, ix —ix § E n 1,..2 1.4
2+ = 2 (2n)! T2 1) (2n)! =1 w 4 A (@),

(d) Es gilt mit H10.2, dass

Viter=2+(2-1)=V2- 1+%(e—w—1)

v (14 3T -0 role - 1)

Dae ™ —1=3" (—;I)n = —x + o(x), folgt also
Viter=v2 (1-2%+o(z)).

Fiir |z| klein genug gilt somit

\/Lij_\z'l_(ﬁ:_o(x))_\zZ(Z*‘o(an—12(1+Z—|—0($)).

n=0
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= (2—6+0(33)> == 1 +5—% +o(x”)+ %5 +o(x) +o(x”)
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Hierbei wurde fiir |z| klein genug die geometrische Reihe benutzt.

Aufgabe 3
Es ist
14 eHE _ 9 9 1
COt(I) =1- m = Z(2 — 2Z$ — 2.’,U —+ O(I’ ))m
2(e 1 1 2
T10.2(e) (2i + 22 — 2ix? + o(z?) (m + 3 + % + o(x))
1 1
= f—&—i—E—Fo(x)—i—kx—i—o(:c)—x—l—o(m) = f—f—ko(x).
x 3 z 3
Aufgabe 4

Wir zeigen zuerst, dass f surjektiv ist. Sei dafiir y € [0, 1]. Wir unterscheiden zwei Félle: Sei
zuerst y rational. Dann gilt f(z) = y mit « = y € [0,1] N Q. Sei nun also y ¢ Q. Dann ist
r=y+2¢€]2,3[\Q und f(z) =y. Es ist also in jedem Fall f~1(y) # 0.

Wir zeigen nun, dass f injektiv ist. Seien hierfir x1,x9, sodass f(z1) = y = f(x2). Falls
y € Q, so miissen 1,22 € [0,1] N Q und x; = y = z5. Falls dagegen y € [0,1\Q, so sind
21,22 €]2,3\Q und 1 = y + 2 = 5. Damit ist f injektiv.

Wir zeigen nun, dass f stetig ist. Sei hierfir ¢ > 0 und z,y mit |z — y| < § := min{l,e}.
Da |z — y| < 1 sind also entweder z,y € [0,1] N Q oder z,y €]2,3[\Q. Im ersten Fall ist
£(2) = F)l = |o — y| < =, im aweiten Fall ist |f(z) — f(y)| = [z — 2 — (y — 2)| = |z — y| < .
Es verbleibt noch zu zeigen, dass f~! nirgends stetig ist. Sei dafiir y € [0,1] und 1 > & > 0.
Sei des Weiteren § > 0 beliebig. Dann enthélt U := Us(y) N [0, 1] sowohl rationale als auch
irrationale Punkte. Sei y; € UNQ und y, € U\Q. Doch damit ist

7 ) — F ) = v —y2 — 2] > 2= |y1 —ya| > 1 >,

womit f~! nicht stetig in z ist.



