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Ubungen zur Maftheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Blatt 3 — Tutorien

o-Stetigkeit von unten = o-Nullstetigkeit. Zeigen Sie: Ist ein Inhalt o-stetig von unten, so ist er
auch o-nullstetig.

Urbildabbildung. Es sei f : {1,2,3} — {4,5,6}, f(1) = 4, f(2) = 5, f(3) = 5. Berechnen Sie
f71[{5,6}]. Existiert die Umkehrabbildung f~!: {4,5,6} — {1,2,3}?

Ein Beispiel zum Hochheben der Unabhingigkeit. Es seien P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(2,A) = (R?, B(R?)) und X,Y : R? - R, X(z,y) =z, Y(x,y) = y die beiden Koordinatenabbildun-
gen. Es gelte fiir alle a,b € R:

P{we QX (w) <a})P{w e QY (w) <b}) = P{w € QX (w) < a, YV(w) <b}). (1)
Zeigen Sie fiir alle A, B € B(R):
P({w e QX (w) € A})P{w € QY (w) € B}) = P({w € Q| X (w) € 4, Y(w) € B}). (2)

Bemerkung: In der fiir die Stochastik typischen stenographischen Notation schreibt man statt Glei-
chung (1) kurz P(X < a)P(Y <b) = P(X <a, Y <b), und statt Gleichung (2) kurz
P(X e A)P(Y e B)=P(X € A, Y € B).

limsup und liminf fiir Mengen. Fiir eine Folge (4;);en von Mengen definiert man:

limsup A; := {w| w € A; fiir unendlich viele j € N}
J

liminf A; := {w| w € A; fur alle bis auf endlich viele j € N}
j

Uberzeugen Sie sich davon, dass

limsuij = ﬂ U A;
J

neNj>n

neNj>n

gilt. Folgern Sie: Ist (£2,.A) ein messbarer Raum und sind alle 4;, j € N, messbare Mengen darin, so
sind auch limsup; A; und liminf; A; messbar bzgl. A.

Monotonie des #duBeren MaBes. Uberlegen Sie sich unter den Voraussetzungen von Definition 1.54
(duBeres Maf}) im Skript:
p*(0) = 0. Uberlegen Sie sich auch, dass fiir A C B C Q gilt: u*(A) < p*(B).
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Blatt 3 — Hausaufgaben

Abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Es sei p ein Maf. Zeigen Sie, dass jede abzihlbare
Vereinigung von p-Nullmengen wieder eine pu-Nullmenge ist.

Vererbung des Kompaktheitskriteriums auf Produkte. Fiir j = 1,2 seien eine Mengenalgebra
Aj; auf einer Menge €, ein Inhalt v; : A; — [0,00| und eine hausdorffsche Topologie 7; auf ;
gegeben, so dass das Kompaktheitskriterium aus Satz 1.50 im Skript erfiillt sei. Weiter bezeichne A
die Produkt-Mengenalgebra von A; und Az auf Q := Q1 x Qa, v : A — [0,00] den Produkt-Inhalt
dazu aus Ubung H2.4 und 7 die Produkttopologie zu 7; und 73 auf Q. Zeigen Sie, dass auch v das
Kompaktheitskriterium aus Satz 1.50 im Skript beziiglich der Topologie T erfiillt.

Vervollstindigung von Mafiriumen. Es sei (2, 4, 1) ein Mafiraum und die o-Algebra ./Zl,t und das
Ma8B i : A, — [0, 00] hieraus wie im Fortsetzungssatz von Carathéodory konstruiert. Weiter sei

A:={AAN|Ac A, N CQ, N ist eine y-Nullmenge}.

Zeigen Sie:
(a) A ist eine o-Algebra iiber €.
(b) ACA,.
()
(d) A
(e) Zeigen Sle an Hand des Gegenbeispiels Q = {0,1}, A = {0, Q}, u(0) = 0, u(Q) = oo, dass A # A,
moglich ist.

Dle Emschrankung von [ auf A st vollstandig.

, falls p endlich ist.

Der MaBraum (Q, A, ft| 4) wird Vervollstindigung von (€2, A, p1) genannt.

Vervollstindigung von Mafiriumen mit Diracmaflen. Es sei (£2,.4) ein messbarer Raum und 4,
das Dirac-Ma#$ in einem Punkt a € Q mit {a} € A. Uberzeugen Sie sich davon, dass die Vervollstindi-
gung von (Q, A, d,) durch (Q,P(Q),0,) gegeben wird, wobei wir das Dirac-Maf} auf dem vergréfierten
Definitionsbereich P(2) D A wieder mit d, bezeichnen.

Abgabe: Bis spitestens Donnerstag, den 9.11.2017, Abend.



