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Mathematische Logik II

Aufgabe 1: Seien h : Nk → N und g : Nk+2 → N Register-berechenbar.
Sei f : Nk+1 → N rekursiv definiert durch

f(−→a , 0) := h(−→a ), f(−→a , n+ 1) := g(−→a , n+ 1, f(−→a , n)).

Zeigen Sie, daß f Register-berechenbar ist. [4 Punkte]

Aufgabe 2:
Wir definieren durch geschachtelte Induktion eine Folge (ψn) berechen-

barer Funktionen:

ψ0(k) := k + 1, ψn+1(0) := ψn(1),

ψn+1(k + 1) := ψn(ψn+1(k)).
Die Funktion (n, k) 7→ ψn(k) heißt nach ihrem Entdecker Ackermann
Funktion. Wir wollen zeigen, daß diese Funktion, grob gesagt, stärker
wächst als jede primitiv rekursive Funktion. Damit ist die berechenbare
Funktion n 7→ ψn(n) nicht primitiv rekursiv. Zeigen Sie zunächst:

(a) ψn+1(k) = ψk+1
n (1), wobei ψ1(1) := 1, ψk+1(1) := ψ ◦ ψk(1). [1

Punkt]
Weiter gilt für alle x, y, n ∈ N:

(b) x < ψn(x) < ψn(x+ 1). [3 Punkte]
(c) ψn(x) < ψn+1(x). [2 Punkte]
(d) ψn(x+ 1) ≤ ψn+1(x). [2 Punkte]
(e) ψn(x) + y ≤ ψn(x+ y). [1 Punkt]
(f) 2ψ2(x) ≤ ψ3(2x) für 1 ≤ x. [1 Punkt]
(g) 2ψn(x) < ψn+1(x) für 3 ≤ x und n ≥ 3. [2 Punkte]
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