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Kapitel I: Matrizen und Spaltenvektoren

Beispiele 0.1.

1. In einem Hof leben Hiihner und Hasen. Insgesamt sind es 10 Tiere mit 26 Beinen.
Wieviele Hiithner und Hasen leben dort?

Sei
x, = Zahl der Hiihner,
z9 = Zahl der Hasen.
Dann gilt:
Ty + 2o = 10
221 + 4x9 = 26

Aus der ersten Gleichung folgt
1 =10 — 5.
Einsetzen in die zweite Gleichung liefert
20 — 29 + 49 = 26,

also
229 =6 bzw. x5 = 3.

Aus der ersten Gleichung ergibt sich dann
Ty = 7.

2. Ein Minister des Kaisers von China (Han-Zeit, 202 v.Chr. - 9 n.Chr.) namens
Chang Tsang verfaite das Buch “Mathematik in 9 Biichern”, in dem allgemeine
Probleme wie das folgende behandelt werden.

Kauf und Verkauf von Tieren:
(a) Verkauft man 2 Rinder und 5 Schafe und kauft vom Erls 13 Schweine, so
bleiben 1000 Geldstiicke iibrig.
(b) Verkauft man 3 Rinder und 3 Schweine und kauft vom Erlos 9 Schafe, so
reicht das Geld gerade.
(¢) Verkauft man 6 Schafe und 8 Schweine und kauft vom Erlés 5 Rinder, so
hat man 600 Geldstiicke zuwenig.
Was kostet ein Rind, ein Schwein, bzw. ein Schaf?

Sei

x1 = Preis eines Rindes,
9 = Preis eines Schafes,

x3 = Preis eines Schweines.

1



1. MENGEN UND ABBILDUNGEN 2

Dann gilt wegen (a)-(c):

21 4+ bxe — 13z3 = 1000
3$1 — 91’2 + 3£L'3 = 0
—5£L'1 + 61’2 + 8.’L'3 = —600

Auf die Berechnung von 1, 9, x3 wird spéter eingegangen.

1. Mengen und Abbildungen

Es wird die naive Mengenlehre verwendet.

Spezielle Mengen:
N ={0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen.
Z = {0,+1,+2,...} Menge der ganzen Zahlen.
Q= {% | a,b ganze Zahlen, b # 0} Menge der rationalen Zahlen.
R = Menge der reellen Zahlen.
() = leere Menge.

Abkiirzungen:

reX x Element der Menge X.

r¢ X x nicht Element der Menge X.

Y ¢ X Y Teilmenge von X, d.h jedes Element von Y liegt in X.
Y& X Y Teilmenge von X und YV # X.

Wichtiges Beweisprinzip: Gleichheit von Mengen.
Seien X, Y Mengen. X =Y gilt genau dann, wenn X C Y und Y C X, d.h. fiir jedes
Element z € X gilt x € Y, und fiir jedes Element y € Y gilt y € X.

Beschreibung von Mengen:

1. Aufzédhlen aller Elemente, z.B. X = {3,5} = {5, 3}.
2. Sei E(z) eine “zuléissige Eigenschaft” von Elementen x. Dann ist {z | E(x) gilt}
die Menge aller z mit der Eigenschaft E(z), z.B.

{z |z €N, 3 <z <6,z Primzahl} = {3,5}.

Bildung neuer Mengen: Seien X, Y Mengen.

1. Vereinigung: X UY ={z |z € X oder z € Y'}.

2. Durchschnitt: X NY ={z |z € X undz € Y}.

3. Falls X C YVgilt,ist Y\ X ={y |y € Y und y ¢ X} das Komplement von X
inY.

4. Produktmenge:

X xY ={(z,y) |z € X,y € Y} = Menge aller geordneten Paare (z,y).

Hierbei gilt fiir z,2' € X, y,y' € Y : (z,y) = (2/,3') genau dann, wenn z = 2’
und y = ¢/'.
Ebenso kann man fiir Mengen X;, Xy, X3 geordnete Tripel (1,2, x3) mit
z; € X; fir + =1, 2,3 bilden.
Allgemeiner: Sind X1, X, ..., X,, Mengen fiir n € N, so heif$t (z1, ..., z,) mit
z; € X; fiir alle 1 < ¢ < n geordnetes n-Tupel. Fiir z;,z; € X;, 1 <1 < n gilt
!

wieder: (zq,...,2,) = (z},...,2]) genau dann, wenn z; = z} fiir alle 1 <7 < n.
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Abkiirzungen:

\ fiir alle
- es gibt
=, &, logische Implikationen
= nach Definition dquivalent
= nach Definition gleich

Definition 1.1. Seien X, Y Mengen.

1. Fiir eine Teilmenge R C X x Y heifit das Tripel (X, Y, R) Relation zwischen X
und Y.

2. Eine Relation f = (X,Y,T'), also I' C X x Y Teilmenge, heifit Abbildung von
X nachY &= Vre X dgenaueinyeY : (z,y) €.

3. Ist f = (X,Y,I') eine Abbildung, so heifit I' der Graph der Abbildung f.

Schreibweisen fiir Abbildungen: Sei f = (X,Y,I') eine Abbildung.
1. f(z) =y, falls (z,y) € . f(z) heifit Bild von x bei f.
2. Fiir f schreiben wir auch f: X =Y, z+— f(z) oder X LY, 2 f(z).
Insbesondere gilt fiir Abbildung f: X —- Y, g: A — B:
f=9g e X=AY=B,VreX: f(z) =g(z).

Definition 1.2. Seien f : X — Y eine Abbildung und U C X, V C Y Teilmengen.
1. fU):={yeY |FxzeU: f(x)=y}={f(x) | z € U} heifit Bild von U bei f.
2. f7Y(V):={z e X | f(z) € V} heiit Urbild von V bei f.
Eine spezielle Abbildungen ist fiir jede Menge X
dy: X—>X, 22 VzeX,

d.h.idx(z) ==z Vz € X. Diese Abbildung heiit identische Abbildung von X.
Seien f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen. Die Hintereinanderausfithrung oder
Komposition von g und f ist die Abbildung go f : X — Z, definiert durch

(go f)(z) := g(f(x)) VzeX.

Wir schreiben auch gf = go f.
Seien f: X =Y, g: Y — Z h:Z — U Abbildungen. Dann ist offenbar:

ho(gof)=(hog)of (assoziativ),

idy of = foidyx (neutrales Element).

2. Matrizen und Spaltenvektoren

Definition 2.1. Seien m,n € N.
1. Ein rechteckiges Schema reeller Zahlen a;; € R, 1 <i<m,1<j<n

air a2 @13 ot Q1p
Q21 Q22 Q23 *** (Q2p

Om1 Am2 Gm3 " Omp
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heifit m x n-Matrix mit Koeffizienten q;;, 1 < i < m,1 < j < n. Hierfiir
schreibt man auch

A = (aij)icicmi<i<n = (aij)ij = (ai;).

Fiir alle 1 <7 <m und 1 < j < n heifit

(ai1, @iz, -+ , i) i-te Zeile von A und 7| j-te Spalte von A.

G,mj

2. "R" := {A| Am x n-Matrix mit Koeffizienten in R}. Eine andere Bezeichnung
hierfiir ist R™*".

Speziell:

MR ;= "R (Spaltenraum),
R* := 'R" (Zeilenraum).

Bemerkung 2.2. Formaler ist eine m x n-Matrix eine Abbildung
{1,2,--- ,m} x{1,2,--- ,n} = R, (,7) — ai-
Insbesondere gilt fiir A = (a;)1<i<mi<j<n, B = (b)i<k<pi<i<q it m,n,p,q € N:
A=B & m=p,n=¢q, V1<i<m,1<j<n:a;=b;.

Definition 2.3.

1. Fiir m,n € N, A = (a’ij)lﬁiﬁm,lﬁjﬁn’ B = (bij)lgigm,lgjfn € "R"” und » € R
seien

A+ B = (cij)i<i<m,1<j<n € "R",
wobei V7,7 : ¢;; = a;; + b;;, und
rA = (raij)i<m,3<j<n € "R
2. Fir m,n,p € N, A = (a;;)1<i<m,1<j<n € "R" und B = (bg;)1<k<n,1<i<p € "RP sei
AB := (dy)i<i<ma<i<p € "RP,

wobei V 1, [:

dy == Za'ij bji = ai1 by + azo by + - - - + iy, by
=1

Beispiele 2.4.
1.

— N
|

O = O

O = N

10 —1 (0 02
2 1 3 “\7 -1 5

2R3 2R3
3R3
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2.
0
(2 0 -1 1) } =2
3
3. Allgemein:
bk
bok =
(a'il Q32 a'm) . = Zaij b]k
: =
bnk
4.
1 2 1 30
2 |(2130=|-4 -2 -60
0 R4 0O 0 00
3R1 3R4
Beachte:
"R x "R* — ™R", (A,B) — A+ B  (Addition)
"R x "R — "RP, (A4,C) — AC  (Multiplikation)

sind nur fiir die Matrizen der angegebenen Grofle definiert.

Beachte: Bei uns ist R* der Zeilenraum und "R der Spaltenraum. Héufig wird der
Zeilen- und Spaltenraum gleich bezeichnet, ndmlich als R* (aus dem Kontext muf klar
sein, ob Zeilen oder Spalten gemeint sind).

Satz 2.5 (Rechenregeln fiir Addition und Skalarmuliplikation). Seien m,n > 1. Dann
giltV A B,C e™R", r,s,€R:

1. () (A+B)+C=A+(B+C) (assoziativ)
(b) A+ B=B+ A (kommutativ)
(¢c) A+0=A4 (neutrales Element)
(d) A+ (-1)A=0 (inverses Element)
Hierbei 1st
0 --- 0
0= 1: :
0 --- 0
die Nullmatrix.
2. (a) (rs)A=r(sA) (assoziativ)
(b) 1A=A (neutrales Element)
(c) (r+s)A=rA+sA (distributiv)
r(A+ B)=rA+rB (distributiv)

Beweis. Klar, da komponentenweise richtig.
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Definition 2.6. Sei n > 1.

1.
10 0
01 0 0
00 O 0 1
heiit Einheitsmatrix. Hierbei ist
{1, falls i = j
5ij =
0, sonst
2. Eine Matrix der Gestalt
aip O e e 0
0 929 0 s 0
A= : . | € "R,
0 oo cor e oay,

d.h., es gilt a;; = 0V 7 # j, heifit Diagonalmatrix.

Bemerkungen 2.7.

1. Die Rechengesetze in Satz 2.5 gelten insbesondere fiir "R = "R!, d.h. fiir den
Raum aller Spalten

ay
a2
, A1,09, -+ , 0y € R
a/TL
Die Elemente in "R heiflen Spaltenvektoren.
Fiir "R gilt:
n = 1: Zahlengerade.
n = 2: Euklidische Ebene (Tafelebene).
n = 3: FEuklidischer 3-dimensionaler Raum.

n = 4: Raum der Relativitatstheorie mit 3 Raumkoordianten und
einer Zeitkoordinate.

e (5)+ ()= ()

(5) Krifteparallelogramm

2. Fiir A = (a;;) € "R" sei —A := (—1)A = (—ayj)-
Ferner gilt fir k e Nt kFA=A+---+ A.
—_—

k—mal
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14
~-(3)
3. Fiir a1, a9, - - ,a, € R wurde schon die Schreibweise
n n
Zai = Zaj = al-f-ag—i----—i-an
i=1 j=1

verwendet. Hierbei ist ¢ (bzw. j) der Laufindex.
Sind nun a;; € R fiir alle 1 <7 <m, 1 <j <n, so gilt:

=1 j=

Dies ist klar, da in

11 G2+ Qip
Qo1 Q22 -+ Q2p
Am1 Am2 - Omp

bei Y-, (>, aij) zuerst zeilenweise addiert und bei Y (>, a;;) zuerst spaltenweise
addiert und dann aufsummiert wird.
Fiir diese Doppelsummen verwendet man dann auch die Schreibweise

m

i=1 \j j=1

Satz 2.8 (Rechenregeln der Multiplikation von Matrizen und Spaltenvektoren). Seien
m,n,p,q > 1. Dann gilt fir alle A, A" € "R", B,B'€ "R, C € ’R?, r € R:

1. (a) (AB)C = A(BC) (assoziativ)
(b) (A+A)B=AB+ A'B (distributiv)
A(B+ B')=AB + AB' (distributiv)

(c) AE=A,EB=B (neutrales Element)

Hierbes ist E die Einheitsmatriz in "R™.
2. 7(AB) = (rA)B = A(rB)

Beweis. Seien A = (aij)i’j,A’ = (a;j)i,j € mRn’ B = (bjk)j,kaBl = (b_ljk)j,k € an,
C = (Ckl)k,l € PRY.
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(a) Es ist
AB = (Z aijbjk> € me,
j=1 ik
p
BC = (Z bjkckl) e "RI.
k=1 4,

)

Der Koeffizient von (AB)C' an der Stelle (i,1) ist:

P n
Z (Z ai]-bjk) Ckl-
j=1

k=1

Der Koeffizient von A(BC') an der Stelle (7,1) ist:

n p
E Qg5 bjlcckl .
j=1 k=1

P n p n
(Z a,-jbjk> Crl = Z (Z aijbjkckl>
j=1

k=1 k=1 \j=1
n D
= E E a;;bjkCri
=1 k=1
n n
= E ij E bjkCri
k=1 j=1

firalle1 <i<n, 1 <[ <gq, folgt (AB)C = A(BC).
(b) Es gilt

Wegen

(A + A’)B = Z(aij + a;j)bj )
i,k

J

= D (e + a;jbjk))
J i,k

I

= Zaijbjk) + (Z a';jbjk>
J ik J i,k

3

= AB+ A'B.
Ebenso folgt A(B+ B') = AB+ AB'.
(c) Es ist

AFE = (Z aijdik) = (aij)i,j = A.
J ik
Ebenso folgt EB = B.
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2. Es gilt
’I‘(AB) =T (Z aijbjk)
T‘(AB) =T (Z a'ijbjk)

= (Z raijbjk> = (T’A)B,
= (Zaiﬂ"bjk) :A(TB)

1,k

ik
O

Wegen der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation (2.8, 1a) ist folgende Definition
sinnvoll.

Definition 2.9. Sei A € "R" eine quadratische Matrix. Dann sei
A =F
die Einheitsmatrix, und fiir alle £ € N mit £ > 1 sei

A=A A A.

k—mal

Bemerkung 2.10. Nach 2.5 und 2.8 gelten viele der iiblichen Rechenregeln auch fiir
Matrizen. Im allgemeinen ist die Matrizenmultiplikation aber nicht kommutativ:

A ]‘O — 01 2m2
e (Lm0 1) e
01 00
o an= (D) (0 %) =5a

Als Anwendung der Matrizenmultiplikation soll gezeigt werden, dass man mit der
Matrizenmultiplikation Aussagen iiber gerichtete Graphen gewinnen kann.

Definition 2.11. Sei V eine endliche Menge und £ C V x V.

1. G := (V, E) heifit gerichteter Graph :& V (z,y) € E:z #y.

2. Sei (V, E) gerichteter Graph. Dann heiflen die Elemente aus V' Punkte oder
Vertices (vertices) und die Elemente aus £ Kanten (edges). Fiir eine Kante
(z,y) € E schreibt man auch z — y.

Bemerkung 2.12. Sei (V, E) ein gerichteter Graph, dessen Punkte numeriert sind,
d.h., esist V = {zy,x9,...,2,} mit n € N und z; # z; fiir alle ¢ # j. Dann wird durch

1, falls (z;,z;) € E, d.h. z; = z;
;5 =
! 0, sonst

fir alle 1 < 4,7 < n eine Matrix A := (a;;) € "R definiert. Diese Matrix heifit
Adjazenzmatrix von (V) E).

Umgekehrt definiert jede Matrix A = (a;;) € "R* mit a;; € {0,1} V 7,5 und
a; = 0V i einen gerichteten Graphen mit A als Adjazenzmatrix.
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Beispiel 2.13. Der gerichtete Graph (V, E) mit V = {z1, 29, 23} und

E = {(z1,23), (x1,%2), (23, 1), (22, 23)}

wird durch

veranschaulicht. Dieser Graph besitzt die Adjazenzmatrix

— o o
=
O = =

Definition 2.14. Sei (V, E) gerichteter Graph, & € N und vg, v1,...,v, € V.
Das (k + 1)-Tupel (vo, vy, ..., vx) heifit gerichteter Kantenzug der Linge k von
vo nach vy & (v;,v41) E EVO<i<k—1,dh.vg—= v =2 vy— ... > U 1 — V.

Beispiel 2.15. In

ist x1 = o — w3 — 11 — x3 der Kantenzug (1, x9, x3, T1,x3) der Linge 4.

Bemerkungen 2.16 (Beweisprinzip der vollstandigen Induktion).

1. Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei A(n) eine Aussage. Dann gilt A(n) fiir alle
n € N, falls folgendes gilt:
(a) Induktionsanfang:
A(0) gilt.
(b) Induktionsschritt:
Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 gilt: Ist A(n) richtig, so gilt auch A(n+ 1).
2. Variante von 1:
Sei ng € Z. Ersetze in 1) N durch {m € Z | m > ng} und 0 durch n,.

Satz 2.17. Sei (V, E) gerichteter Graph, V = {vg,v1,...,v,} mit x; # x; Vi # j eine
Numerierung von V und A die zugehdrige Adjazenzmatriz.

Dann gilt fir alle k € N mit k > 1 und 1 < i,j < n: Die Anzahl der gerichteten
Kantenzige in (V, E) von x; nach x; der Linge k ist der Koeffizient der Matriz AF an
der Stelle (i, 7).

Beweis. Induktion nach k:

1. Induktionsanfang: k£ = 1.
Klar nach Definition der Adjazenzmatrix.
2. Induktionsschritt: £ — k + 1.
Sei k£ > 1, und die Behauptung sei richtig fiir £.
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Um die Behauptung fiir £+ 1 zu zeigen, werden Kantenziige der Linge £+ 1
von z; nach x; betrachtet. Jeder solche Kantenzug hat die Form

Ti—> Tp—... > Zj
—————
Kantenzug der Linge k
fiir ein x;, also mit a; = 1.

Sei A¥F = (byg)p, € "R". Dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung by;
Kantenziige von z; nach z; der Lénge k. Also gibt es genau b;; Kantenziige der
Linge k + 1 von z; iiber z; nach z; (wie im Bild oben).

Insgesamt gibt es damit ., a;b,; Kantenziige der Lénge k + 1 von z; nach
z;. Dies ist aber gerade der Koeffizient von A**' = AAF an der Stelle (i,7). O

Beispiel 2.18. 10 Flughifen mit folgenden direkten Verbindungen:

l——>3

\ / Es gibt Kantenziige von ¢ nach j
5 fiir (4,7) =
(1’ 2)7 (]‘73)7 (17 10)7
(2,3),
0=—=4~——6 (3,1),
\ / (4,5), (4,10),
(5,6),
5 (6,4)
(7,8),(7,10),
(8,9),
({=——9 (9,7),
8

Definition 2.19. Seien 1 < m,n € N.

1. Fiir eine Matrix A € ™R" sei die Abbildung f4 : "R — ™R definiert durch
fa(z) == Az Vz €™R.
2. Eine Abbildung f : "R — ™R heifit linear & Vz,y € "R, a € R

fle+y) = fl@)+ f(y),
flaz) = af (),

d.h., f erhilt die algebraischen Operationen mit Spaltenvektoren, ndmlich die
Addition und die Multiplikation mit Skalaren aus R.

Bemerkungen 2.20.
1. Fiir A = (a;j) € ™R ist fa : "R — ™R wohldefiniert, und es gilt:

n . .
. a1 Q2 ... Qip 1 29:1 1524
1 n
A Azt G2 ... Gz | |22 D=1 02j;
z=|:]€"R = Az =| . } = i

Umi Gm2 - Gmn/ \Tn > e OmjTj
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Sei
by
b=1:]€™R
b,

gegeben. Alle x € "R mit f4(z) = b, d.h. das Urbild von b bei f4 zu berechnen,
bedeutet also, das lineare Gleichungssystem

a1 + a19%9 + - + A1y = bl
a91%1 + 9979 + - + a2y = b2
Am1T1 + GpaTs + 0+ OppTy = bm

zu losen.
2. In den Anwendungen kommen haufig “lineare Prozesse” vor, die durch Abbil-
dungen der Form f4 beschrieben werden, z.B.:

Es sollen n Produkte Pi, P,,..., P, (z.B. Hiusertypen oder Kuchensorten)
hergestellt werden. Dazu werden m Rohstoffe oder Zutaten Zi,...,7Z, (z.B.
Holz, Glas,...oder Zucker, Eier,...) benotigt.

Um eine Einheit des Produktes P; herzustellen, seien a;; Einheiten der Zuta-
ten Z;,1 < 4 < m nétig. Um z; Einheiten des Produktes P;, 1 < 7 < n
herzustellen, braucht man also (Linearitét) b; := >3, a;;z; Einheiten von den
Zutaten Z;.

Somit ist die Abbildung, die jeder Mengenkombination z € "R der herzu-
stellenden Produkte Py, ..., P, die Mengenkombination der benétigten Zutaten
Zy, ..., Ly zuordnet, durch die lineare Funktion fs : "R — ™R, z — Az mit
A = (a;;) gegeben.

Definition 2.21. Sei 1 <n € N. Fiiralle 1 < <n sei

()
0
e, =111 € nR,
0
\0)
wobei die 1 in der i-ten Zeile steht. eq, eo, ..., e, heiflt Standardbasis des "R.

Satz 2.22. Seien 1 < m,n,p € N.

1. Fir alle A € ™R ist fa: "R — ™R eine lineare Abbildung, und fir alle 1 < j <
n ist fa(e;) die j-te Spalte von A.
2.VAe™R", Be"RP: fyo fg= fag, also kommutiert

PR fB nR fa mR

~_ 7

faB

3. Fiir jede lineare Abbildung f : "R — ™R gibt es genau ein A € ™R" mit f = f4.



2. MATRIZEN UND SPALTENVEKTOREN 13

Beweis.
1. f4 ist linear, denn fiir alle z,y € "R und o € R gilt:
falz+y) = Az +y) = Az + Ay = fa(z) + faly),
falazx) = A(ax) = a(Az) = afs(x).
Ferner gilt fiir 1 < j < n:

()
a;; Q2 ... Qip 0
a a . a
fale) = :21 ” 2n 1| + j-te Zeile
. . 0
A1 Gm2 Qmn, .
\0/
a1
CLQj

= = j-te Spalte von A.

2. Wegen der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation nach Satz 2.8 gilt fiir alle
z €"R

(fao fB)(x) = fa(fB(x)) = fa(Bx) = A(Bz) = (AB)r = fan(7).

Damit ist f4 o fg = fap gezeigt.
3. (a) Eindeutigkeit von A:
Sei A € "R™ mit f = f4. Dann ist nach 1. fiir alle 1 < j < n die j-te
Spalte von A gleich fa(e;) = f(e;). Damit ist aber A durch f eindeutig
festgelegt.
(b) Existenz von A:
Sei f:"R — ™R linear. Fiir alle 1 < j < n sei

amj

Definiere A := (a;;) € ™R", d.h. die j-te Spalte von A ist durch f(e;)
gegeben. Nun ist noch zu zeigen, dass f(z) = fa(x) fiir alle z € "R gilt.

Sei dazu
T
T = €"R
Tn
gegeben. Wegen
1 0 0
0 1 :
rT=11 | 42| .| +...+2, | | =216 +2260 +...+x,€,
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gilt dann
f(@) = f(zres + ...+ Tpen) = 21 f(e1) + ...+ 20 f(en)
a1 Q1 T
az1 Qon,
=T . ++l‘n =(aij) :Al':fA(l')
]

Fazit: Matrizen beschreiben lineare Abbildungen. Dabei entspricht die Matrizenmul-
tiplikation der Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildungen.

Beispiele 2.23.
1. Sei

Dann gilt fiir f4 : 2R — °R:

o) = (1) w0 (3) =)

.1;'2‘

| f(e2)

— 1t fe1)
e1

. 4
8
o

2. Fiir p € R sei

A= [ cos¥ —sin g
“\sinp cosp |

Dann ist f4 : 2R — 2R Drehung um den Winkel ¢, denn fiir einen Punkt

o= () em
sin o
auf dem Einheitskreis gilt

_ cosp —singp cos o
falz) = ( sing  cosp ) (sina)

_ [cospcosa —sinpsina

~ \sinycos a + cos @ sin o

(s ze).
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Z2

1 T1

=(o )

ist fa4: 2R — %R die Spiegelung an der z;-Achse, da:
f T _ 1 0 T _ T
A T9 0 -1 i) —T9 '

z2

3. Fir

4. Fiir

()

ist f4: 2R — 2R Streckung in Richtung der x;- und x,-Achse, da
f T - 20 il _ 2151
A To o 0 3 To 3.’1)2 )

z2 z2

er . . faler) .

h 4
Y

5. Fir
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ist f4: 2R — 2R orthogonale Projektion auf die z;-Achse, da:

#(5)=(00) (2) =),

Beim Rechnen mit Potenzen A", n > 1 von quadratischen Matrizen A € ™R™ ist
der folgende Satz niitzlich. Zunichst werden aber noch einige benétigte Begriffe und
Hilfsaussagen bereitgestellt.

Definition 2.24.
1. Sei n € N. Dann heifit

ol e 0, falls n =0
" ]1-2-3-...-n, sonst
n-Fakultét.
2. Fiir n,7 € Nmit 0 <7 < n heifit
1
(7) = ﬁ (gelesen: n iiber 7)
Binomialkoeffizient.

Lemma 2.25.

n n
1) VneN: o) =1=1,
2)Vn,ieN, n>i>1: (z ﬁ 1) + (?) = (n —Zi_ 1) (Pascalsches Dreieck).
Insbesondere sieht man daraus, daf$ alle Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen sind.

Beweis.

1. Klar.
2. Es gilt

<i 7—1 1) * <?) T (- 1)!(Z!+ 1—74)! * z‘!(nni i)!

nli nl(n+1—1)
Tnt1—4)  An+i—i)
_onli+n+1-19)  (n+1
 dl(n4+1—19)! _< i )
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Satz 2.26. Seien 1 <m,n € N und A, B € ™R™ (quadratisch) mit AB = BA.
1. Geometrische Summenformel:

An+1—Bn+1=(A—B)(Bn+ABn_1+A2Bn_2+...+An)

- 7

~
E?:O AiBn—i
2. Binomische Formel:

(A+B)"=B"+ (711) AB™ 4 <g) A’B"2 4 4 A

- v

-~

n (n> AiBn—i
=0 Z

(A—=B)(B"+ AB" '+ A’B" ? 4+ .. .+ A" 'B+ A")
= AB"+ A’B" ' 4 A"B 4+ A"

—B"tl _AB" — A’B™ ' — ... — A"B
— An+1 _ Bn—|—1‘

Bewezs.
1. Es gilt

Hierbei wurde AB = BA, also BAB™ ! = AB™ usw. verwendet.
2. Induktion nach n:
(a) Induktionsanfang n = 1: Klar.
(b) Induktionsschritt: n — n + 1.
Sei n > 1, und sei die Behauptung fiir n bereits bewiesen. Wir miissen die
Behauptung fiir n 4+ 1 zeigen:

(A+B)""' = (A+ B)"(A+ B)

= ((’3) B" + (’i‘) AB™ 4+ <nf 1) A"B + (Z) A”) (A+ B)
= (8) AB"™ + (’f) AB" 4+ + (nﬁ 1) A"B + (Z) At
(

+ ;‘) AB" + (;‘) A’B" 4+ (Z) A"B
_ @ Bt +\( () - (1) )JAB” +¥( (1) + (5) )JAQB”‘l T
GG
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Potenzen von Matrizen treten in vielen Anwendungen auf: Ein System (ProzeB)
werde zur Zeit k € N durch den Zustandsvektor

xl(ll:)
(k) = “”:() e "R

beschrieben. Fiir alle k gelte z(k + 1) = Az(k), wobei A € "R" eine feste Matrix ist.
Dann gilt: z(k) = A*z(0) V k € N.

Beispiele 2.27.

1. Fibonacci (um 1200):

Eine Hasenpopulation lebt auf einer Insel. Jedes Paar bekommt jeden Monat
ein junges Hasenpaar, wobei jedes Paar erst im Alter von 2 Monaten das erste
Mal Junge bekommt.

Sei F), die Zahl der Hasenpaare nach k£ Monaten, wobei Fy = 0 und F; =1
sei. Im Monat £ > 2 kommen zu den Fj ; Paaren des Vormonats noch Fj -
neugeborene Paare hinzu. Somit gilt die Rekursionsformel Fj, = Fy ; + F}_ fiir
k> 2.

Setzt man

fiir £ > 0, so gilt
_(Fe Y Frr N\ _ (0 IN[ F ) _ (01
= (i) = (aln) = (1) (62) - (1)

Mit
0 1
=)

gilt dann also z(k) = A*z(0), d.h.
F\ _ (0 1\*/0
Fon) = \1 1) 1
0 1\"
1 1)~

Ahnlich kann man allgemeine linear rekursive Folgen behandeln (siehe
Ubung).

2. Die Mitarbeiter einer Firma gehen mittags in 2 Restaurants R; und Ry zum
Essen. Nach jedem Monat bleiben 68% der Kunden von R; bei Ry, und 55% der
Kunden von R, bleiben R, treu.

Sei z;(k) der Anteil der Mitarbeiter, die im Monat £ im Restaurant R; essen,
d.h.

ist die 2-te Spalte von

(k) = Anzahl der Mitarbeiter die bei R; essen
TR = Anzahl aller Mitarbeiter
Dann gilt 0 < z;(k) < 1 fiir ¢ = 1,2 sowie z1(k) + zo(k) = 1.
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Ferner ergeben sich aus den vorgegebenen Daten die Rekursionsgleichungen

bzw.
_(0.68 0.45 . _ (z1(k)
z(k+1) = (0'32 0'55) z(k) mit z(k) = (xg(k)) :
————
=:A
woraus z(k) = AFz(0) folgt.
Fiir die Matrix A gilt: Alle Koeffizienten sind > 0, und in jeder Spalte ist die
Summe der Eintrage = 1.
3. Entsprechendes gilt fiir n Restaurants Ry, ..., R,:

z;(k) := Anteil der Mitarbeiter, die bei R; essen;
a;; := Anteil der Kunden von R;, die nach R; wechseln.

Mit A := (a;;) und
1 (k)
z(k) = :
sind die Rekursionsgleichungen dann durch z(k + 1) = Az(k) gegeben.

Wieder gilt: a;; > 0V 4,7 und > a;; =1 Vj.

Andere Interpretation: a;; ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde von R;
nach R; wechselt.

Definition 2.28. Sei 1 <n € N.

1. A = (ai;) € "R" heifit stochastische Matrix
= Vi,j: a; >0und Vj: Y " a; =1
T

2.z =1 : | €"R heilt Wahrscheinlichkeitsvektor
‘/’C’n
= Vi: z;>0und )" z; = 1.

3. Sei A € "R" stochastische Matrix und z € "R Wahrscheinlichkeitsvektor. Dann

heifit die Folge (A*z),en Markov-ProzeS.

Es gilt: (ohne Beweis)

Satz 2.29 (iiber Markov-Prozesse). Sei A € "R" eine stochastische Matriz. Es exi-
stiere ein | €N, so dass alle Koeffizienten von A* > 0 sind.
Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsvektor

n Yy ... N
y=1|": mit klim AF = | : (lauter gleiche Spalten).
—00

Hierbei ist fir eine Folge (B(k))r von Matrizen B(k) = (bij(k)) € "R* gemeint:
limy_, o0 B(k) = (limg_o0 b3 (k))ij. (Zur Definition des Limes siehe Analysis Vorlesung.)
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Fiir n = 2 siehe Ubungsblatt 3, Aufgabe 4.
Beispiel mit Maple fiir stochastische 5 x 5-Matrix.

Bemerkung 2.30. Sei A € "R” stochastische Matrix und

Y1 Yio--- W
y=1 : Wabhrscheinlichkeitsvektor mit kli)rgo AP =] : :
Yn Yn - Un
Dann gilt:
x1
1. Vo = [ : | Wahrscheinlichkeitsvektor: limy_, ., A¥z = v.
In

Beweis. Es gilt

Y1 - Y1 T yl(Zi ;) Y1
lim Az = (lim A%z = | : : ] = : =1 :
k—o0 k—00

Yn - Yo/ \Zn Yn (D2 i) Yn

2. y ist der eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsvektor, der das lineare Glei-
chungssystems Azr = z 10st.
Beweis.
(a) Eindeutigkeit: Sei x Wahrscheinlichkeitsvektor mit Az = x. Dann gilt

. Vor. ;. 1.
z= limz = lim A%z = y.
k—00 k—00

(b) y erfiillt Ax = z, denn aus

oo N
A lim A% = lim At = lim A% = : :
k—o0 k—o00 k—o00
Yn -+ Un
folgt Ay = y.

Fazit: Mit Hilfe des obigen Satzes lassen sich die stationédren Zusténde bei gewissen
Markov-Prozessen durch Losen des linearen Gleichungssystems Az = = berechnen!

3. Lineare Gleichungssysteme
by

Seien 1 <m,ne€N, A=(a;;) €e™R"undb=| : | €e™R
-

Problem: Berechne alle x aus "R mit Az = b, d.h., es sind alle Losungen

I
r=11]€"R

Ty
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des linearen Gleichungssystems

117 +  Qiers + -+ AT, = b
a1T1 + ATy + - 4+ AT, = b
11 + QT2 + o+ AQppTy = bm

zu berechnen.

Losungsmethode: Betrachte die Matrix

aj; ... Qip bl
as1 ... Q9 b2

(Ab):=| . " e MR
Aml --- Qmn bm

1. Forme (A b) in (A’ 0') um, so dass A’ eine einfachere Gestalt hat.
2. Lese die Losungen x mit A’z = b’ direkt ab.

Definition 3.1. Seien A, A’ € "R".

A" entsteht aus A durch eine elementare Zeilenumformung :< A’ entsteht aus
A durch eine der folgenden Operationen:

(@D Vertauschen zweier Zeilen.

(® Multiplikation einer Zeile mit einem 0 # o € R.

(® Addition einer Zeile zu einer anderen.

Lemma 3.2 (Hilfssatz). Seien A, A" € ™R" und b,b' € ™R. (A" b') entstehe aus (A b)
durch endlich viele elementare Zeilenumformungen.
Dann gilt {z € "R | Az =b} ={z € "R | Az =1'}.

Beweis. Klar fiir Operationen (D) und 2.
Betrachte Umformung vom Typ @), z.B. Addition der ersten Zeile zur zweiten:
Seien aq,...,a,, die Zeilen von A, also

a by
A= : und b=
Um b
Dann gilt Vz € "R:
aq bl
Zl Zl ai + a9 by + by
o= 7| @& [2=] & |,
Qm, b a b
m m
T/ ———
— A —p

denn:

S ax=b, r=0by = (mm+a)rz=axr+ar=0b-+b /
gz =b, (a1 +a)r=b+by = ax=0b +/
———

a1x+azx
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Definition 3.3. Sei A € "R".
A heifit Stufenmatrix & A =0 oder

(0 o 0 (0 P Z;n\
A= 0 e 0 ary o am

0 ... .. 0

\o .. 0 )

wobei 1 <r<n,mund 1 <j <...<j. <n.
Dann heiflen ay;,,...,a,;, Angelpunkte (=pivots), und die Spalten zu ji,...,J,
heiflen Stufenspalten.

Beispiele 3.4.

1.
0 -1 2 3 4
0 0 06 1
0O 0 00 2
ist Stufenmatrix mit j; = 2, jo =4, j3 = 5.
2.
100
0 20
0 0 3
ist Stufenmatrix mit j;1 =1, jo =2, j3 =3
3.
01 4 2
0101
0 00 2

ist keine Stufenmatrix.

Lemma 3.5. Sei A € "R".
Dann existiert eine Stufenmatriz A" € ™R", die aus A durch endlich viele elemen-
tare Zeilenumformungen entsteht.

Beweis. Falls A = 0 ist, so ist die Behauptung mit A’ = A erfiillt.
Falls A # 0 ist, sei j; := min{j | j-te Spalte von A ist # 0} (erste Spalte # 0) sowie
1 <t < m mit a;;, # 0. Anwendung elementarer Zeilenumformungen liefert

0 ... 0 14,
—

vertausche

Qij
. 1. und i-te Zeile

0 ... 0 (mjy
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! !
0 ... 0 @y ... ay,
y : : : N
) ) ) ) ,
: : : : —%-(1 Zeile) zur l-ten Zeile
0 .0 a . ... d L1
mj1 mn addieren V I#1,q}; #0
! !
0 0 ayj, a1y,
0
: Rest-
: : matrix
0 ... 0 0
. . . .
Hierbei beachte man, dass a;, = a;;, # 0 gilt.
Dann Iteration diese Verfahrens mit der Restmatrix. O

Beispiele 3.6.

1.
0 0 2 1 3
100 —1 2 vemughe
1 0 9 0 5 1. und 2. Zeile
1 0 0 —1 2 ) )
00 9 13 -1-1. Zelle,ﬂ)r 3. Zeile
10 2 05 addieren
1 0 0 —1 2 ) )
(] 0 9 1 3 -1-2. Zellie_)zur 3. Zeile
00 2 1 3 addieren
1 00 -1 2
0 0 2 1 3
0 0O 00
2. Seien
0 0 2 1 3 6
A=|1100 -1 2], b=|2],
1 0 2 0 5 8
100 —1 2 2
A={002 13], ¥=16
00 O 0 0 0
Nach 1. und Lemma 32 gilt Vo € °R: Az =b & Az =V.
Mit
I
3’/‘ =
Ty

ist A’z = b’ aber gleichbedeutend mit

x1 —.Z'4+2.’L'5:2
2$3+.’L‘4+3$5:6
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Die Losungen dieses Gleichungssystems lassen sich sehr leicht von unten nach
oben ausrechnen: Seien xy,14,x5 € R beliebig. Dann berechnet man z; und
r3 € R, so dass

T

Ts
eine Losung des Gleichungssystems ist, wie folgt:
e Aus der untersten Gleichung ergibt sich z3 = 1(6 — 24 — 3x;5).
e Aus der ersten Gleichung erhélt man z; = (2 + x4 — 2z35).

Ergebnis: Alle Losungen des Gleichungssystems sind

2+ Ty — 2335
X2
1(6 — x4, — 3z5) | €°R
Ty
Ts

oder mit beliebigen r = x5, s = x4, t =25 € R

245—-2t
r
z=|3(6—s—3t)
s
t

Satz 3.7 (GauB-Algorithmus). Sei A € ™"R" und b € ™R.
Dann existieren (nach dem Verfahren aus Lemma 3.5) A" € "R und b’ € ™R mit

o (A'V) entsteht aus (A b) durch endlich viele Zeilenumformungen,
e A’ ist Stufenmatriz,
und fir L := {z € "R | Az = b} gilt:
LL#D © b =...=b,=0.
(r wie in der Definition der Stufenmatriz fir A'; r =0, falls A' =0.)
2. Falls L # 0 ist, so existieren zu beliebig vorgegebenen x; € R, j & {j1,--,jr},

d.h. j kein Index einer Stufenspalte von A', eindeutig bestimmte z;,, ..., z; € R,
so dass
T
rz=|: | €L
T
Hierbei konnen xj,, ..., x; aus A'x =b" von unten nach oben berechnet werden.

Es gibt also n —r freie Parameter.

Beweis. Die Existenz von A’ und &' mit den geforderten Eigenschaften ergibt sich aus
Lemma 3.5. Somit sind nur noch die beiden Aussagen iiber die Losungsmenge L zu
zeigen.

1. Nach Lemma 3.2 gilt fiir allex € "R: Az =b & Az =10
Aus der Form der Stufenmatrix A’ folgt:

A=V loshar < b, =...=10,=0.

Vergleiche hierzu das Beispiel.
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2. Folgt wie im Beispiel. 0

Folgerung 3.8. Seien m,n € N mit m < n und A € "R".
Dann existiert 0 # x € "R mit Ax = 0, d.h., das Gleichungssystem Ax = 0 hat
eine nichttriviale Losung, falls es mehr Unbekannte als Gleichungen gibt.

Beweis. Nach Satz 3.7 ist die Anzahl der freien Parameter der Losungen gleich n — 7.
Wegen r < m und m < n gilt n —r > n—m > 0, d.h., es gibt mindestens einen freien
Parameter. Also existiert eine nichttriviale Losung. O

Definition 3.9. Sei A € "R". A heifit invertierbar & dB € "R": AB = F = BA.
Hierbei bezeichnet E die Einheitsmatrix in "R".

Bemerkungen 3.10.

1. Sei A € "R". Falls B,C € "R" existieren mit AB = E und CA = FE, so gilt
B = C, und A ist invertierbar.
Insbesondere ist fiir invertierbares A die Matrix B in der Definition eindeutig
bestimmt, und A~! = B mit AB = E = BA heif}t inverse Matrix zu A.

Beweis. Es gilt
B=FEB=(CA) B=C(AB)=CE=C.

2. Seien A, B € "R" invertierbar. Dann sind auch A~! und AB invertierbar, und
es gilt (A7) ™' = Aund (AB)"' = B4~

Beweis. Es gilt A7'A=E = AA™!, also ist (A7!)™! = A.
Ferner gilt

(AB)(B'A )= A(BBY)A ' = AEA ' = AA ' = E
und ebenso (B~'A™!)(AB) = E. Hieraus folgt (AB)™' = B~1A~".

3. Sei A € "R", und es exsitiere ein k£ € N mit A**! = 0. Dann ist E— A invertierbar
mit (F— A)"'=FE+ A+ ...+ A

Beweis. Nach der geometrischer Summenformel (Satz 2.26,1) gilt:

E=FEM' A = (BE—A(E4+A+...+ 45
= (E4+A+...+ A% (E - A).

Definition 3.11. Sei A = (a;;) € ™R". Dann heifit
AT = (a}y) € "R™ mit aj=apV1<k<n, 1<I<m

die zu A transponierte Matrix.
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Beispiele 3.12.

1 23 1 0 3
A=10 -1 2|, AT=|2 -1 4
3 45 3 25
Somit ergibt sich AT aus A durch Spiegelung der Eintriige an der Hauptdiago-

nalen.

1 0
(1 23 T _
a=(§ 2 3) 4= 2 -

€2R3

Bemerkungen 3.13.
1. Seien A, A’ € "R" und o € R. Dann gelten
AN =4, (A+A4)" =A"+4", (ad)" =aA".
Beweis. Klar, da komponentenweise Struktur.
2. Sei A € ™R" und B € "RP. Dann gilt (AB)T = BTAT.
Beweis. Es ist BT € PR® und AT € "R™.

Mit A = (a;;)i; und B = (bjg);x ist der Koeffizient von BT AT an der Stelle
(k,1), 1 <k <p,1<i<m gleich

n
E bjraij,
j=1

da bj), der Koeffizient von BT an der Stelle (k, j) und a;; der Koeffizient von AT
an der Stelle (j, ) ist.
Andererseits ist

D bika =Y aib

=1 j=1
das Element an der Stelle (k,:) von (AB).

3. Sei A € "R" invertierbar. Dann gilt (A7)~! = (A=1)T,
ngeis. Transponiert man AA™' = E = A~ A, so erhiilt man nach 2. und wegen
E* =F
(A—I)TAT — F = AT(A_I)T,

woraus die Behauptung folgt.

Die néchste Folgerung zeigt, dass fiir A € "R" sogar gilt: A ist invertierbar, falls
B € "R" existiert mit AB = F oder BA = F.

Folgerung 3.14. Sei A € "R". Folgende Aussagen sind dquivalent:

1.V e™R: Ax =0 = z =0, d.h., das Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die
triviale Losung.

2. 3X €"R": AX = E (E = Einheitsmatriz in "R").

3.dY e"R": YA=F.



3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 27

Sind diese Aussagen erfiillt, so ist X =Y = A, und A~ kann wie folgt berechnet
werden: Forme (A E) € "R*™ durch elementare Zeilenumformungen um in eine Matriz
der Form (E B) mit B € "R". Dann gilt: B= A~".

Bewezs.

1. = 2.: Betrachte (A E).
Wegen 1. ldsst sich A durch elementare Zeilenumformungen in eine Stufen-
matrix ohne freie Parameter, d.h. mit » = n umformen:

!
(AE) — E'],
elem. Zeilumf. ,
0 Ay,
wobei aly, aby,...,al, # 0. Durch weitere elementare Zeilenumformungen lisst
sich erreichen, dass die Eintrige ay,,,a;,_;,_1,--.,a}; Eins sowie alle Eintrége

iiber diesen Elementen Null werden.
Insgesamt ergibt sich somit

(AE) +—  (EB)

elem. Zeilumf.

fiir ein B € "R™. Dann gilt wegen Lemma 3.2 fiir X € "R":
AX=F & EX =B (dh. X = B).

Also folgt AB = E.
2. = 3.: Fiir alle z € "R gilt:

T, _ T4 _ _ T _ T _
Az =0 — rrA=0 = 0=2" AX =z", dh. 2 =0.

Transponieren
E

Nach 1. = 2. fiir AT (statt A) existiert dann Z € "R" mit A”Z = E. Transpo-
nieren dieser Gleichung liefert Z7A = E. Mit Y := ZT gilt somit YA = E.
3. = 1.: Sei x € "R mit Az = 0. Mit der Matrix Y aus 3. folgt

0=YAx = Fz = z.

Auflerdem folgt aus 2. und 3. wegen Bemerkung 3.13,1, dass A invertierbar ist mit
X=Y=A4"1 0

Beispiel 3.15. Sei

1 2 1
A= 0 —1 0 1.
0 0 -1
Wegen
1 2 1100 .
(A | E) = 0 -1 0 010 111 Zu|I_at>id1eren
0 0 —1 00 1 I1,I11 mit —1 mult.
1 2 0|1 0 1
010/0 -1 0 .
00110 0 =1 (—2) - IT 7u T add.
1 0 01 2 1
01 0,0 -1 0
0010 0 -1
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ist
1 2 1
A'=10 -1 0
0 0 —1

Bemerkungen 3.16.

1. In 3.14 haben wir die Matrixgleichung AX = E, A, X € "R" durch elementare
Zeilenumformungen von (A E) berechnet.

2. Allgemeiner kann man fiir A € ™R" und B € ™RP eine Matrixgleichung AX = B
mit Losung X € "RP durch simultane Zeilenumformungen von (A B) berechnen,
denn es gilt:

AX =B & V1<j<p: A-(j-te Spalte von X) = j-te Spalte von B.
4. Untervektorrdume, lineare Abhingigkeit und Basis

Definition 4.1. Sei £ > 1 und V C *R (oder R¥ = Zeilenraum) eine Teilmenge.
V heiflt Untervektorraum von *R (bzw. R*) :&

1.0eV.
2. Vz,yeV:iz+yeV.
3.VeeV, reR: r-xzeV.

Bemerkungen 4.2.
1. 0 und *R sind Untervektorriume des *R.
Beweis. Klar.

2. Seien m,n > 1 und f : "R — ™R linear. Dann gilt:
(a) Das Bild von f

Bi(f) = {/(«) | = € "R}

ist ein Untervektorraum von "™R.
(b) Der Kern von f

Ke(f) :=={z € "R | f(z) = 0}
ist ein Untervektorraum von "R.

Beweis.
(a) Bi(f) ist Untervektorraum von ™R, denn:

(i) 0 € Bi(f):
Aus f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) folgt f(0) = 0. Somit gilt 0 =
£(0) € Bi(/).

(ii) Y u,v € Bi(f) : u + v € Bi(f):

Seien u,v € Bi(f). Dann existieren z,y € "R mit v = f(z) und
v = f(y). Hieraus folgt

utv=Ffl2)+ 1) = flzt+y)€Bi(f).

(iii) Vu € Bi(f), r € R:r-u € Bi(f):
Sei u € Bi(f). Dann existiert ein z € "R mit u = f(z). Es folgt

r-u=r-flx) = f(r-z) eBi(f).

f linear

(b) Ke(f) ist Untervektorraum von "R, denn:
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(i) 0 € Ke(f), da f(0) = 0.

(i) Vz,y € Ke(f) : z +y € Ke(f), da
flz+y)=f@)+ fly) =0+0=0.

(iii) Vo € Ke(f), re R:r -z € Ke(f), da

fr-x)y=r-f(z)=r-0=0.

3. Sei A € ™R". Dann ist der Losungsraum L = {z € "R | Az = 0} des homogenen
linearen Gleichungssystems Ax = 0 ein Untervektorraum von "R.

Beweis. Nach 2. ist {z | Az = 0} = Ke(f4) ein Untervektorraum.

4. Seien Vi, ...,V, C ¥R Untervektorriume. Dann sind die Summe der V}’s

n
Y Vi=Vi+ Vot +Vii={vi+vmt.. . 4v, |V1<i<n:v eV}
i=1

und der Durchschnitt ﬂz'n:1 Vi der V;’s Untervektorrdume des *R.

Beweis. Leicht nachzurechnen.

Definition 4.3. Sei V' C ¥R Untervektorraum, n > 1 und vq,...,v, € V.

1. Fiir alle r1,...,r, € R heifit 7 | r;v; Linearkombination der v;’s mit Koeffi-
zienten r;, 1 <1 < n.

2. span(vy,...,v,) = {dr v | V1 <i<n:r €R} ist die Menge aller
Linearkombinationen von vy, ..., v, mit Koeffizienten in R.

3. v1,...,v, heilit Erzeugendensystem von V :& V = span(vy,...,v,), d.h.
jedes v € V ist Linearkombination von vy, ..., v,.

Bemerkungen 4.4.

1. Seien v1,...,v, € *R. Dann ist U := span(v1,...,v,) der kleinste Untervektor-
raum von ¥R, der vy, ..., v, enthilt, d.h., U ist Untervektorraum, und fiir alle
Untervektorraume W mit vy, ...,v, € W gilt: U C W.

Beweis. Dass U ein Untervektorraum ist, ist klar.
Sei W Untervektorraum mit vy, ...,v, € W. Dann gilt fiir allery,...,r, € R

vy + reve + ...+ 1rv, € WL
Also ist span(vy, ..., v,) C W.

2. Sei A € ™R" mit Spalten vy,...,v, € ™R. Dann gilt span(vy,...,v,) = Bi(fa).
Dieser Untervektorraum von ™R heifit Spaltenraum von A.

Bewesis. Fiir

x1
T = € "R
xn
gilt Ar = 2101 + ... 4+ x,0;.
3. Sei A € ™R™ mit Zeilen ay,...,a,. Dann heifit span(as,...,a,) Zeilenraum

von A.
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Definition 4.5. Sei VV C ¥R Untervektorraum und »n > 1, und seien vy, ...,v, € V.

1. v1,v9,...,v, heiflen linear unabhingig <

n
Vrl,...,rneR:Zrivizo = rn=0,...,7r, =0.

i=1
2. vq,...,v, heiflen linear abhéngig :< wvy,...,v, sind nicht linear unabhéngig.
3. v1,...,v, heifit Basis von V' :& wvq,...,v, sind linear unabhingig und bilden

ein Erzeugendensystem von V.

Bemerkungen 4.6.

1. Seien vy,...,v, € "R, und sei A € ™R"™ Matrix mit den Spalten vy, ..., v,.
Dann sind dquivalent:
(a) v1,...,v, sind linear unabhéingig.

(b) Das homogene lineare Gleichungssystem Az = 0, z € "R besitzt nur die
triviale Losung = = 0.

Bewers. Fir
T

mn
gilt Ax = zyv1 + ... + x,v,. Hieraus ergibt sich die Behauptung.

2. Sei V C *R Untervektorraum, und seien vy, ...,v, € V.
Dann gilt: vy,...,v, Basisvon V &

Vv € V 4 eindeutig bestimmte r{,...,7, € R: v =riv; + ...+ r,v,.

Beweis.
=: Sei vy,...,v, Basis von V', und sei v € V.
(a) Existenz der Darstellung: Klar, da vy, ..., v, Erzeugendensystem von
Vv

(b) Eindeutigkeit der Darstellung: Seien rq,..., 7y, S1,--.,S, € R mit

n n
v = E riv; = E S;U;.
i=1 =1

Dann gilt
n n n
0= Zm}i - Zsivi = Z(Tz — 8;) ;.
i=1 i=1 i=1
Da vy,...,v, linear unabhingig sind, folgt hieraus r; — s; = 0, d.h.
r; = s; fiir alle 1 <4 < n.
<: vy,...,0, ist eine Basis von V', denn:
(a) Erzeugendensystem: Klar.
(b) Linear unabhéngig: Seien 7,...,7, € R mit rv; +...,r0, = 0.
Wegen

rv1+...+7m0,=0=0v+...,40v,
folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung r; = 0 fiir alle 1 <17 < n.
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3. Die Standardbasis

1 0

0 :
er=1.1,....,e,=1 1 €"R

: 0

0 1

ist eine Basis von "R.

Beweis.
(a) Erzeugendensystem: Sei

a1
T = € "R
xn
Dann gilt
1 0
0 :
rT=2x1 | . + e+ x| | =161+ FTpen.
0 1

(b) Linear unabhéngig: Seien z1, ..., 2z, € R mit

Al
O=zie14+ ...+, =

Tn

Dann gilt z; = 0 fiir alle 1 <17 < n.

Satz 4.7 (Invarianz der Basislinge). Sei V' C ¥R Untervektorraum.

1. Sind vy,...,v, € V linear unabhingig, und ist wy,...,w,, € V ein Erzeugen-
densystem von V', so gilt n < m.
2. Je zwei Basen von V' haben die gleich Linge, d.h., sind vy, ..., v, und w, ..., Wy,

Basen von V, so gilt n = m.

Beweis.
1. Da wy, ..., ws, ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es a;; € R fiir 1 <7 < m,
1<j<nmitv; =", aj;w; fiiralle 1 < j <n.Sei A:= (a;;) € "R".
Annahme: n > m. Dann hat das homogene lineare Gleichungssystem Az = 0
nach 3.8 eine Losung

Z1
0O£z=1|: | €"R
xn

Damit gilt

n n m m n
E xjvj = E ﬂfj E ai]-wz- = E aijxj w; = 0.
j=1 j=1 i=1 1 j=1

1=
—_——
=0 Vi,
da Az=0
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Dies ist ein Widerspruch zu z # 0 und vy, . .., v, linear unabhingig. Also ist die
Annahme falsch, und es gilt n < m.

2. Folgt aus 1. 0

Satz 4.8 (Basisauswahlsatz). Sei 0 # V C ¥R Untervektorraum, und sei vy, ..., v, ein

Erzeugendensystem von V.
Dann erhdlt man durch Weglassen passender Elemente des Erzeugendensystems
eine Basis von V.

Beweis. Falls vy, ..., v, linear unabhiingig sind, so ist man fertig.
Falls vy,...,v, linear abhéngig sind, existieren «;,...,®, € R und ein ¢+ € N mit
1<i<n, o #0und aqv; + ...+ a,v, = 0. Dann gilt

w=3 (22) .

7

=1
J#1
Also ist vq,...,vi_1, V11, .- ., Uy €in Erzeugendensystem von V. Durch Iteration dieses
Verfahrens folgt die Behauptung. O

Satz 4.9 (Basisergiinzungssatz). Sei V C ¥R Untervektorraum und n > 1, und seien
V1, ...,0, €V linear unabhdingig.

Dann lassen sich vq,...,v, zu einer Basis von V ergdinzen, d.h., es gibt [ > 0 und
Una1y---sUnty €V, S0 dass v1,...,Vp, ..., Uy eine Basis von V ist.

Beweis. Falls vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V ist, so ist man fertig.

Falls v1,...,v, kein Erzeugendensystem von V' ist, so existiert ein v,,; € V mit
Unt1 & span(vy, ..., v,). Dann sind vy, ..., v,41 linear unabhiingig, und es gilt n+1 < &,
denn:

Seien oy, ..., 1 € Rmit aqvi+. . .+ ap10p01 = 0. Wegen v,,1 € span(vq, ..., v,)
muss a1 = 0 gelten. Somit ist ayv1 +. ..+ @, v, = 0, woraus oy =0, ..., a, = 0 folgt,
da vy, ..., v, linear unabhingig sind.

Auflerdem folgt aus Satz 4.7 n+1 < k, da ey, ..., e, ein Erzeugendensystem von
kR ist.

Durch Iteration folgt die Behauptung. Dabei kommt es zu einem Abbruch, da nicht
mehr als k Vektoren in ¥R linear unabhingig sein kénnen. O

Definition 4.10. Sei V C ¥R Untervektorraum. Dann heifit

0, fallsV =0
dimV := < n, falls V Basis der Lange n > 1 besitzt
00, sonst

Dimension von V. () ist Basis von 0.)

Folgerung 4.11. Sei V C ¥R Untervektorraum.
Dann besitzt V' eine Basis der Linge n < k, und dimV = n ist wohldefinierte
natirliche Zahl, d.h. unabhdingig von der Wahl der Basis.

Beweis. Fiir V = 0 ist die Behauptung klar.
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Falls V' # 0 ist, existiert 0 # v € V. Dann ist v = v; linear unabhéngig. Nach Satz
4.9 lasst sich v; zu einer Basis von V ergédnzen, und die Basisldnge ist wegen Satz 4.7
eindeutig bestimmt. O

Folgerung 4.12. Sei V C *R Untervektorraum, und sein = dimV.

1. Fir vy, ...,v, € V sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) v1,...,vy, ist ein Erzeugendensystem von V.
(b) v1,...,v, sind linear unabhdingig.
(¢) v1,...,v, ist eine Basis von V.
2. Fir U C 'V Untervektorraum sind dquivalent:
(a) U=V.

(b) dimU =dim V.

Beweis. Es wird nur 1. gezeigt, da 2. klar ist.

(a) = (c) : Nach Satz 4.8 kann man [ > 0 Vektoren von vy, . . ., v, weglassen und erhélt
dann eine Basis von V. Wegen der Invarianz der Basislidnge (Satz 4.7) muss diese
Basis aus dim V' = n Elementen bestehen. Also gilt [ = 0, d.h. vy, ..., v, ist eine

Basis von V.
(b) = (c) : Nach Satz 4.9 gibt es [ > 0 Vektoren, die zusammen mit vq,..., v, eine

Basis von V' bilden. Wegen Satz 4.7 muss wieder [ = 0 gelten. Somit ist vy, ..., v,
eine Basis von V.
(¢) = (a), (b) : Trivial. O
Problem: Wie findet man eine Basis von span(vy,...,v,) 7

Satz 4.13. Seien vy, ..., v, € R* (Zeilen), und sei

U1
A= | ™R
U
die Matriz mit den Zeilen vq, ..., v,,. Desweiteren sei A’ eine Stufenmatriz, die aus A
durch elementare Zeilenumformungen entsteht.
Dann bilden die Zeilen # 0 von A’ eine Basis von span(vi, ..., Upy).

Beweis.
1. Zeige: Entsteht A’ aus A durch elementare Zeilenumformungen, so gilt
Zeilenraum von A = Zeilenraum von A’.

Beweis. Dies ist klar fiir das Vertauschen zweier Zeilen oder die Multiplikation
einer Zeile mit 0 # o € R.
Betrachte nun die Addition einer Zeile zu einer anderen, z.B.

(1 (%1
V2 U1 + Vg

A= U3 — A = U3

Um Um
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Dann ist span(vi,...,0,) = span(vy,v; + vg,vs,...,0y,) Zu zeigen. Wegen
v = (v1 4+ vg) — vy gilt span(vy, ..., v,) C span(vy, v1 + Vg, V3, ..., Uy). Und die
umgekehrte Inklusion D ist klar.
2. Zeige noch: Ist

0 ... 0 255+ vv aes ... ... Q2p
A= 0o ... 0 am—j oo Qpp
0 ... ... 0
\ 0 ... ... 0
eine Stufenmatrix mit j; < ... < j,, ay;; #0,...,a,5, # 0, so sind die Zeilen
# 0 von A linear unabhéingig.
Beweis. Die ersten r Zeilen vy, ..., v, von A sind die Zeilen # 0.
Seien aq,...,q, € R mit aqv; + ...+ v, = 0. Da a1v1 + ... + a,v, an der

Stelle j; den Eintrag oyaqj, besitzt, gilt somit aay;, = 0. Wegen a5, # 0 folgt
hieraus oy = 0.

Damit lautet nun die urspriingliche Gleichung asvs + ... + v, = 0. Jetzt
kann man ganz analog zu eben nacheinander oy =0, ..., a, = 0 folgern, indem
man diese Gleichung an den Stellen jo, ..., j,. betrachtet. O

Beispiel 4.14. Sei
002 13
A= 100 -1 2
102 05

Nach Beispiel 3.6,1 ist

100 -1 2
AA=1002 1 3
000 00

eine Stufenmatrix, die sich aus A durch elementare Zeilenumformungen ergibt. Somit
ist (100 —12),(0021 3) eine Basis von span((00213),(100 —12),(102025)).

5. Lineare Abbildungen und Dimensionssatz

Definition 5.1. Seien X,Y Mengen, und sei f: X — Y eine Abbildung.
1. f heifit injektiv & Vz,2' € X : f(z) = f(2') = z=1".
2. f heifit surjektiv & VyeY Iz e X : f(x) =y, dh. YV ist gleich dem Bild
von f: Y =Bi(f) :={f(z) |z € X}.
3. f heifit bijektiv :& f ist injektiv und surjektiv.

Bemerkung 5.2. f : X — Y injektiv bedeutet: Vz,2' € X : x # ' = f(x) # f(2'),
d.h. f ist “Einbettung”:
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Definition 5.3. Seien V C "R, W C ™R Untervektorrdume, und sei f : V — W eine
Abbildung.

1. f heif}t linear oder Homomorphismus :&

Voz,yeV, aeR: flz+y) = f(2)+ f(y), flaz) = af(z).

2. Sei f Homomorphismus.
(a) f heiit Monomorphismus :&  f injektiv.
(b) f heift Epimorphismus :&  f surjektiv.
(¢) f heiit Isomorphismus :& f bijektiv.
3. Sei f Homomorphismus. Dann heifit Ke(f) :={z € V | f(z) = 0} Kern von f.

Bermerkungen 5.4. Sei f : V — W ein Homomorphismus.
1. Es gilt f(0) =0, da f(0) = f(0+0) = £(0) + £(0).
2. Bi(f) € W und Ke(f) C V sind Untervektorrdume.
Beweis. Wie in Bemerkung 4.2,2.
3. Folgendes Kriterium fiir f Monomorphismus wird oft angewendet:
f injektiv, d.h. Monomorphismus < Ke(f) = 0.
Beweis.
=: Sei f injektiv und v € Ke(f). Dann gilt f(v) = 0= f(0). Da f injektiv ist,
folgt hieraus v = 0.
<«: Sei Ke(f) =0, und seien v,v’ € V mit f(v) = f(v). Dann gilt

0=f(v) = f(v) = flv =)
Also ist v — v" € Ke(f). Wegen Ke(f) = 0 folgt hieraus v — v' = 0, d.h.

v="1.
4. Sei f Isomorphismus und vy, ..., v, eine Basis von V. Dann ist f(v1),..., f(v,)
eine Basis von W. Insbesondere ist dim V' = dim W.
Bewezs.
(a) Erzeugendensystem: Sei w € W. Da f surjektiv ist, existiert dann ein
v € V mit f(v) =w. Dawv,...,v, ein Erzeugendensystem von V ist, gibt
es o, ..., € Rmit v = ayv; + ... + a,v,. Damit gilt

w=fv) = flavr+ ...+ anv,) = a1 f(vy) + ...+ anf(vg)-

(b) Linear unabhéngig: Seien aq,...,a, € R mit ay f(vi) + ...+ a,f(v,) = 0.
Wegen der Linearitdt von f gilt

0=aif(v) + ...+ anf(vn) = flagvy + ... + auvy).
Hieraus folgt ayv; + ... 4+ a,v, = 0, da f injektiv ist. Da aber vy, ..., v,

linear unabhingig sind, folgt dann oy =0,...,a, = 0.

Satz 5.5. Sei A € "R", und sei A’ € ™R" eine Stufenmatriz, die aus A durch elemen-

tare Zeilenumformungen entsteht. Seien ly < ... < l,_, die Indizes der Spalten von A’,
die keine Stufenspalten sind, d.h. die Stellen der freien Parameter.
Dann ist
l‘ll

fi{ze™R| Az =0} - ""R, z+—
xln—r

ein Isomorphismus.
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Also istdim{z € "R | Az = 0} = n—r, wobeir die Dimension des Zeilenraumes von
A ist, und man erhdlt eine Basis von {x | Az = 0} als Urbilder bei f der Standardbasis
des ""R, d.h. man setze fir die freien Parameter der Reihe nach

1 0
0 :
7 o
0 1

und berechne die zugehdrigen Lisungen.

Beweis.
1. Seien ly,...,l, , die Stellen der freien Parameter. Aus Satz 3.7 folgt, dass

ﬂfll
f:{z €™R | Az =0} 2" R, f(z) = : Vze"R
xln—r
ein Isomorphismus ist.
2. Wegen Bemerkung 5.4,4 erhélt man eine Basis wie angegeben, da f nach 1. ein
Isomorphismus ist und da auch die Umkehrabbildung von f ein Isomorphismus

ist (siche Bemerkung 5.7,3).
Auflerdem ist dann dim{z | Az = 0} = n — r mit

r = dim(Zeilenraum von A') = dim(Zeilenraum von A)
wegen Satz 4.13. O

Beispiel 5.6. Sei
1
-1
0

0 2

00

0 2

Durch elementare Zeilenumformungen ergibt sich hieraus die Stufenmatrix
0

2

0

0
A= 1
1
e
-1

1

10
A=[100
0 0 0

Also ist
{r € R| Az =0} ={z €'R| A'z =0}

=<{z= €E'R|z—24=0, 203+ 24 =0

Die freien Parameter sind an den Stellen 2 und 4. Nun kann wie in Satz 5.5 beschrieben
eine Basis von {z € R | Az = 0} berechnet werden:
1. Berechne die Losung mit x5 = 1, 4 = 0: Aus den Gleichungen ergibt sich 1 = 0
und z3 = 0. Somit Losung:

OO = O
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2. Berechne die Losung mit zo = 0, x4 = 1: Es folgt 23 = —% und z; = 1. Somit
Lésung:
1
0
T = 1
T2
1
Ergebnis:
0 1
1 0
01" —3
0 1

ist eine Basis von {z € ‘R | Az = 0}.

Bemerkungen 5.7.
1. Seien X,Y,Z Mengen und f: X - Y, g:Y — Z Abbildungen. Dann gilt:
(a) gf injektiv = f injektiv.
(b) gf surjektiv = g surjektiv.
2. Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Aquivalent sind:
(a) f bijektiv.
(b) 3g:Y - X mit gf =idx, fg =1idy.
In diesem Fall ist ¢ eindeutig bestimmt, und f~! := g heift Umkehrabbildung
zu f.
3. Seien V C "R, W C ™R Untervektorriume und f : V — W ein Isomorphismus.
Dann ist auch f~! ein Isomorphismus.

Beweis. Ubungen.
Definition 5.8. Fiir V' C "R Untervektorraum sei

Vi={ze™R|VveV: vz =0}

gesprochen: V' senkrecht.

Beachte: Fir

T Y1
= ,y=1| ] €"R
‘/I"TL yTL
gilt
x1 n
Y= (Y1, 0n) | :Zyzxz
T, i=1
Lemma 5.9. Sei V C "R Untervektorraum mit Erzeugendemsystem vy, ...,v,, € V.
1. Dann gilt
T
Uy
VJ-:{xEnR| :L'ZO}.
U
——

e€mRn?
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Insbesondere ist V+ ein Untervektorraum von "R.
2. dimV+t=n—dimV.

Beweis.

1. C: Trivial.
D: Sei x € "R mit v]z = 0 fiir alle 1 < 4 < m. Dann ist v"z = 0 fiir alle
v € V zu zeigen.

Sei also v € V. Da vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V ist, existieren
dann o, ..., am € Rmitv =Y""", a;v;. Damit gilt v’z = Y"1, ayv] z = 0.
2. Folgt aus 1. und Satz 5.5, da
v
dimV* =dim{z | | : | 2 =0} = n —dim span(v{,...,v%)
1. . 5.5
Um
= n — dim span(vi, ..., v,) =n —dim V.
O
Satz 5.10. Se: V C "R Untervektorraum.
L (VHt=V.
2. Sei vy, ...,vq ein Erzeugendensystem von V', und sei aq, ..., a,, eine Basis von
v
{ze™R| | : | z=0}
vd
Mt
aj
A= | e™k"
U,

gilt dann: V = {zx € "R | Az = 0}, d.h., jeder Untervektorraum ist Lésungsraum
eines homogenen linearen Gleichungssystems.

Beweis.
1. Offenbar gilt: V C V1+. Wegen

dim(V+)* =n-= dimV =+ =n-= (n —dimV') = dimV
folgt dann V = V14 aus 4.12,2.
2. Folgt aus 1. und 5.9,1. O

Bemerkungen 5.11.
1. Seien A € "R", B *R", U :={x € "R| Az =0} und V := {z € "R | Bz = 0}.
Dann gilt

UNnV={ze™R| (g) z =0} (simultane Losungen).
2. Seien uq, ..., Up, V1,...,0 € "R U :=span(uq, ..., uy), V = span(vi, ..., vg).

Dann lésst sich U NV mittels 5.10 durch simultanes Losen des homogen linearen
Gleichungssystems wie in 1. berechnen.
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Satz 5.12. Seien V C "R, W C ™R Untervektorriume, und sei f : V. — W ein
Homomorphismus.
Dann gilt
dim Bi(f) = dim V' — dim Ke(f).
(Die Dimension verringert sich um dim Ke(f).)

Beweis. Sei vy, . .., v eine Basis von Ke(f). Da diese Vektoren linear unabhiingig sind,
lassen sie sich nach dem Basisergéinzungssatz 4.9 zu einer Basis vy, ..., vk, V11, ..,
von V ergénzen. Sei U := span(vg11,...,v;) (bzw. U := 0, falls k£ = [). Betrachtet wird
nun die Abbildung ¢ : U — Bi(f) mit g(u) := f(u) fiir alle u € U.

1. Zunéchst wird gezeigt, dass g ein Isomorphismus ist.
(a) g ist Homomorphismus, da g Einschrinkung von f ist.
(b) g Monomorphismus, d.h. Ke(g) = 0:
Sei u € Ke(g), d.h. v € U mit g(u) = 0. Dann gilt 0 = g(u) = f(u). Somit

ist u € Ke(f) = span(vy, ..., vg), also insgesamt
u € span(vy, - . ., Vg) ﬂgpan(vkﬂ, . Ull =0.
=U
Hierbei gilt die letzte Gleichung, da vy,..., vk, Vg1, - - ., v; eine Basis ist.

Somit folgt u = 0.
(¢) g Epimorphismus:

Sei w € Bi(f). Dann gibt es ein v € V mit w = f(v). Da vy,...,v; eine

Basis von V ist, existieren a1,...,oq € Rmit v =), | ov;. Damit gilt

1 !
w=1 (z a) = Safw
=1 =1

da f(0:)=0 Z aif (vi) = f ( Z O‘i”i) = g(u),

vV 1<i<k i=k+1 i=k+1

wobei u = Y"0_, | ajv; € U.
2. Nach 1. und 5.4,4 folgt
dim Bi(f) = dimU = dim span(vgy1,...,v)
=l—k (da vgy1, ..., v linear unabhingig)
=dimV — dim Ke(f).

Definition 5.13. Sei A € "R".
1. Zeilenrang(A) := dim(Zeilenraum von A).

2. Spaltenrang(A) := dim(Spaltenraum von A).
Folgerung 5.14. Sei A € ™R". Dann gilt
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)(= Zeilenrang(AT)).
Beweis. Betrachte f4 : "R — ™R. Nach Satz 5.5 gilt
dimKe(f4) = dim{z € "R|Az = 0} = n — Zeilenrang(A).
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Ferner ist Bi(f4) = Spaltenraum(A). Mit dem Dimensionssatz 5.12 folgt damit

Spaltenrang(A) = dim Bi(f4) =, dim"R — dim Ke(f4)

= n — (n — Zeilenrang(A)) = Zeilenrang(A).

Maple-Beispiel zu 5.14

Definition 5.15. Sei A € "R". Dann heifit
rg(A) := Zeilenrang(A) I Spaltenrang(A) = dim Bi(f,)

Rang von A.

Folgerung 5.16. Seien V C "R und W C ™R Untervektorrdgume mit dimV = dim W,
und sei f :V — W ein Homomorphismus.
Dann sind dquivalent:

1. f Monomorphismus.
2. f Epimorphismus.
3. f Isomorphismus.

Beweis.

1. = 2.: Da f ein Monomorphismus ist, gilt Ke(f) = 0 nach 5.4,3. Der Dimensionssatz
5.12 liefert dann

dim Bi( f) =, dimV — dimKe(f) =dimV = dim W.
Also ist Bi(f) C W ein Untervektorraum mit dim Bi(f) = dim W. Nach 4.12,2

gilt dann Bi(f) = W. Somit ist f ein Epimorphismus.
2. = 3.: Da f ein Epimorphismus ist, gilt Bi(f) = W. Der Dimensionssatz 5.12 liefert

dim W = dim Bi(f) =, dimV — dimKe(f) = dim W — dim Ke(f),
woraus dim Ke(f) = 0, d.h. Ke(f) = 0 folgt. Also ist f nach 5.4,3 auch ein

Monomorphismus.
3. = 1.,2.: Trivial. O

Satz 5.17 (Dimensionssatz fiir Untervektorrdume). Seien U,V C R" Untervektorrdiume.
Dann gilt
dim(U +V) =dim(U) + dim(V) —dim(U N'V).
(Ebenso fiir Spaltenrdume.)
Beweis. Auf dem Untervektorraum U x V C R* x R* = R?" wird die Abbildung
f:UXV =>U+V mit f(u,v):=u+v firalltu e Uundv eV
betrachtet.
1. f ist ein Homomorphismus, denn: V u, v’ € U, v,v' € V, a € R gilt
f((u,v) + (W', 0") = flu+u,o+0)=u+u' + v+
=(u+v)+ (W +") = flu,v) + fu',v"),
fla(u,v)) = flau,av) = au+ ov = a(u+v) = f(u,v).

2. f ist ein Epimorphismus, denn nach Definition von U + V ist f surjektiv.
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3.5ei g: UNV — Ke(f) mit g(u) := (u,—u) fir alle w € UN V. Dann ist g ein
Isomorphismus, denn:

(a) Die Abbildung ist wohldefiniert, d.h., fiir alle w € UNV gilt g(u) € Ke(f),
da f(g(u)) = f(u, —u) =u+ (—u) = 0.

(b) ¢ Homomorphismus: Klar.

(¢) g Monomorphismus: Klar.

(d) g Epimorphismus: Seien v € U und v € V mit (u,v) € Ke(f). Dann gilt
0= f(u,v) =u+ v, woraus u = —v € UNV und g(u) = (u, —u) = (u,v)
folgen.

4. Mit dem Dimensionssatz 5.12 folgt:

dim(U + V) = dim Bi(f) =, dim(U x V) — dim Ke(f)
= dim(U x V) — dim(U N V).

Somit ist nur noch dim(U x V) = dimU + dim V' zu zeigen.

Sei uy,...,u, eine Basis von U, und sei vy, ..., v; eine Basis von V. Dann ist
(u1,0), ..., (ug,0),(0,v1),...,(0,v;) eine Basis von U x V, wie man sich leicht
iiberlegt. Hieraus folgt die Behauptung. 0

6. Affine Geometrie

Definition 6.1. Sei L C "R Teilmenge. L heifit affiner Unterraum von "R :&
3 U C "R Untervektorraum, v € "R: L=v+U :={v+u|u € U} oder L = (.

Beispiel 6.2. Seien v, u € *R, und sei U = span(u) =: Ru # 0.

z2

L=v+U

Man erhilt L = v + U durch Parallelverschiebung von U (= Gerade durch den
Nullpunkt).

Satz 6.3. Fir A € "R* und b € "R sei U := {x € "R | Az = 0} der Ldisungsraum
des homogenen Gleichungssystems Az = 0 und L := {z € "R | Az = b} der Lisungs-
raum des zugehdorigen inhomogenen Gleichungssystems. Weiter sei v € L eine beliebige
Lésung des inhomogenen Gleichungssystems. Dann gilt L = v + U.

Bewezs.

C: Seiz € L, d.h. z € "R mit Ax =b. Dann gilt A(x —v) =Azx—Av=0b—b=0.
Alsoist z —v €U bzw. zx € v + U.
D: Sei w € U. Dann gilt A(v+u) = Av+ Au=b+0=>. Somitist v+uv e L. O
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Folgerung 6.4. Sei L € "R ein affiner Unterraum.
Dann existieren A € "R" und b € "R mit L = {x € "R | Ax = b}.

Beweis. Die Behauptung ist klar, falls L = ().

Sei also L = v+ U mit v € "R und U C "R Untervektorraum. Nach Satz 5.10 gibt
es eine Matrix A € ™R" mit U = {z € "R | Az = 0}. Definiert man b := Av, so gilt
{xE"R\Amzb};v—f—U:L. O

Satz 6.5. Seien U, U’ C "R Untervektorriume und v,v' € "R.
Dann sind dquivalent:
Lov+U=v+U".
2. (a) U=U"
(b) v—0v" €U.

Bewezs.

1.=2.: Sei v+ U ="+ U'. Dann ist 2. zu zeigen.
(a) Es gilt U = U’, denn:
C: Sei u € U. Wegen v,u+v € v+ U = v + U’ existieren v',u} € U’ mit
v=v"+u und v+ u = v' + u}. Hieraus folgt

u=v4+u—v=v+u — W +d)=u—-u el
D: Ebenso.

(b) Wegen v € v + U = v' 4+ U’ existiert v’ € U' mit v = v' + «'. Damit gilt
v—v'=u el =U.

(a)
2.=1.:SeiU=U"und v+ € U. Dann ist v + U = v' + U’ zu zeigen.
C: Sei v € U. Dann gilt
1 o I '
vt+tu=v +v—vtu€v + U
evu =U nach (a)

D: Ebenso. O

Also ist es jetzt sinnvoll, zu definieren:

Definition 6.6.

1. Sei ) # L C "R ein affiner Unterraum, also L = v + U mit v € "R und U C "R
Untervektorraum. Dann heifit dim L := dim U Dimension von L. (Im Fall
L = () setzt man dim() := —1.)

L heifit Punkt, bzw. Gerade, bzw. Ebene, bzw. Hyperebene im "R &
dim L =0, bzw. 1, bzw. 2, bzw. n — 1.

2. Seien L = v+ U und L' = v + U’ mit v,v" € "R und Untervektorriumen

U,U" C "R. L heifit parallel zu L', oder L | L' :&& U C U' oder U' C U.

Satz 6.7. Seien vy, v1,...,v € "R. Dann ist

k k
vo—f-span(vl—vo,...,vk—vo):{Zaivi|V0§i§k: a; € R, Z%‘:l}

i=0 i=0
der kleinste affine Unterraum von "R, der vy, vy, ..., vy enthdlt (= der von vy, vy, . . ., vy
aufgespannte affine Unterraum).
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Beweas.
1. Zeige: vy + span(v; — vg, ...,V — Vp) = {Zf:o av; | Via; €R, Zf:o o; = 1}.
Bewezs.
C: Seien aq,...,qr € R Fiir
k
T:=v+ Zai(vi — ) € v + span(vy — Vg, ...,V — Vg)
i=1
gilt dann
k k k
xr = (1 - Z%‘) Vo +Zozivi = Z%‘Uz‘,
=

wobei 3¢ o, = 1.

D: Seien «y, ..., € R mit Zi’c:o o; = 1. Fiir z = Zf:o o;v; gilt dann
k
x =g+ Zai(vi — ),
i=1
daag=1-3" a.
2. Zeige:
(a) vo+span(v; —vy....,v—1vg) =: L ist affiner Unterraum mit vy, ..., vy € L.
(b) Sei L' affiner Unterraum mit vy, v1,...,vx € L'. Dann gilt L C L'
Beweis.

(a) L ist nach Definition ein affiner Unterraum, und es gilt v = v+ 0 € L
sowie v; = vg + (v; — vp) € L fiir alle 1 <7 < k.

(b) Schreibe L' = vy + U, wobei U Untervektorraum ist. Dies ist moglich, da
vg € L'. Wegen vq,...,v;, € L' existieren dann u; € U mit v; = vy + u;
fiir alle 1 <1 < k. Also gilt fiir alle 1 <14 < k: v; — vy = u; € U, woraus
span(v; — v, ..., — vg) C U folgt, da U ein Untervektorraum ist. Somit
gilt L = vy + span(vy — vg, ..., 0 —v9) Cvo+ U = L. O

Definition 6.8. Seien v, ...,v; € "R. Dann heifit

A(vg,v1, ..., 0k) := vg + span(vy — vg, - .., Vg — Vo)
affine Hiille von vg, vy, ..., vk.
Beispiel 6.9. Seien vy, v; € "R mit v; — vy # 0. Dann ist

A(vg,v1) = vo + R(v1 — vg) = vg + span(vy — vp)
={vg+avy—v) |aeR} ={yvo+ (1 —7)v; | y € R}

die Gerade durch vy, vy, und {yvy + (1 —y)v1 | 0 < v < 1} ist die Strecke zwischen
vo und vy. Ferner ist svo + v = ©£% der Mittelpunkt der Strecke zwischen vy, v;.
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L:A(’Uo,’v1)
U1

vQ+v1

vo

Definition 6.10.

1. Sei v € "R. Die Abbildung 7, : "R — "R mit 7,(z) := v+ z fiir alle x € "R heifit
Translation um v.
2. Sei g : "R — "R eine Abbildung.
g heifit Affinitdt < dJov eV, 4 f: "R — "R Isomorphismus mit g = 7,0 f,
dh.Vze™R: g(z)=v+ f(x).

Bemerkungen 6.11.

1. Nach Definition sind affine Unterrdume von der Form 7,(U) = v + U, wobei 7,
eine Translation und ein U Untervektorraum ist.

2. In der affinen Geometrie studiert man die Eigenschaften des "R, die invariant
sind unter Affinitdten, d.h., man identifiziert fiir eine “Figur” X C "R die Menge
¢(X) mit X, falls g eine Affinitét ist, z.B.

9 2

€2

€1 Z1 Z1

wobei g = 7 f, a = f(e2), b= f(es).



Kapitel II: Das Standard-Skalarprodukt im R"

1. Standard-Skalarprodukt, Linge, Winkel

Definition 1.1. Seien z = (z1,...,2,), ¥y = (y1,-..,Yn) € R™.
L. (z,y) := >, z;y; heiBt (Standard-)Skalarprodukt von = und y. (Ebenso fiir
Spalten.)
2. ||z|| := +/{z, z) heifit Linge von z.
d(z —y) := ||z — y|| heifit Abstand von z und y.
3. Sei y # 0. p € R" heifit orthogonale Projektion von x auf Ry :&
(a) p € Ry.
(b) Fiir h :=z —p gilt: (h,y) = 0.

0 Y p

h heiflt Lot von z auf Ry.
4. x heifit senkrecht auf y, geschrieben z L y & (z,y) = 0.

Bemerkungen 1.2.
1. (,):R*"xR* - R, (z,y) — (z,y) hat folgende Eigenschaften:
(a) (,) ist bilinear, d.h.Vz,y,z e R", a € R:
(r+y,2)=(2,2) +{y,2), (az,2)=0alz,2)
(Z,y+2) =(z,y) +(z,2), (z,0y)=0z,y)
(b) (,) ist symmetrisch, d.h. Vz,y € R: (z,y) = (y, z).
(c) (,) ist positiv definit, d.h. VO £z € R* : (z,z) > 0.
Beweis.
(a), (b) Klar.
() Seiz = (21,...,2,) #0.31<j<n: z; #0.
= (z,x) =Y 27 > 2} > 0.
2. Im folgenden werden vom Standardskalarprodukt meist nur die Eigenschaften
in 1., d.h. bilinear, symmetrisch, positiv definit verwendet!
3. Im R? gilt: ||z|| ist die iibliche Liinge wegen des Satzes von Pythagoras.

bl

(z1,2)

2 2
\/ TitTs

Z2

T1

45
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Satz 1.3. z,y € R*, y # 0.
= Fs gibt eine eindeutig bestimmte orthogonale Projektion p € R* von x auf Ry, und

fiir diese gilt:

Beweis.
1. Eindeutigkeit: Sei p = ay € Ry, a € R mit z — ply, d.h. (x — p,y) = 0.
= (z,y) = (p,y) = (ay,y) = a(y,y)

= o= &
y#0 (y:9)
2. Existenz: Definiere p = 2;35 -y. Dies ist moglich, da y # 0.
= (py) = (8 y,y) = E8(y,4) = (z.)
= (p—z,y)=(py) —(z,y) =0y =

Satz 1.4 (Eigenschaften des Skalarprodukts und der Linge). z,y € R*, a € R =

L |zl =0 & z=0.
|zl > 0.

2. [Joz]| = la [l

3. Schwarsche Ungleichung: [(z,y)| < ||z|| ||y||, wobei = genau dann gilt, wenn
x,y linear abhdngig sind.

4. Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + ||y]|.

y aty
ol lyl
[l x
Beweis.
1. Klar wegen Bemerkung 1.2]1, da ||z|| = v/(z, z).

2. Fir x € R* gilt

loz]l = V{az, az) = V/o2(z,2) = |ol/(z,2) = |o] ||z].

3. Sei nach Satz 1.3 p die orthogonale Projektion von z auf Ry, wobei y # 0 sei
(Behauptung klar, falls y = 0), also: p = (y y>y, h := z — p Lot. Dann gilt

0<(h,h) =(z—p,x—p)=(z,7) + (p,p) — (z,p) — (P, T)

={z,x — 2z, p) = (z,2 (2, y)” _ oYl
_< ’ )+<p,p) 2( ap> < ’ >+ <y’y>2<yay> 2<y’ >< ’y>

2

2 2
{@,9)" (@) _ (2, 1) — (z,y)
vv) v,y (y,9)

Also: (z,y)? < (z,z)(y,y). Durch Wurzelziehen folgt: [(z,y)| < ||z|| ||y]| -

Auflerdem gilt = genau dann, wenn x, y linear abhéingig sind, denn:

= (z,x) +
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(a) Sei [(z,y)| = ||=[| [|yll
= ||h*|=0,dh h=0

obiger Beweis

— = (@Y
= T=p=GyYV
(b) Seien z,y linear abhéngig.
= Jda,€R:ax+ By =0und a # 0 oder 8 # 0.
Sei o # 0 (ebenso fiir 5 # 0).
>r=—-=y

(e
~—

Also: [z, )| = [y, vy = Iyl = vyl llyll = Tl -
4. Es gilt

lz+yll> =(z+y,z+y) = (z,z)+ 2(z,y) + {y,y)
= ||z|| + 2(z, y) + [yl < [|=|| + 2[{z, )| + [|¥]|

3 2 2 __ 2
< [l + 2[l2l - [lyll + lylI” = Cl=ll + vl

Also: [lz +ylI* < (Il + llyl})?, d-h. flz + yll < ll=ll + [lyll-

Definition 1.5. Seien 0 # z,y € R” und 0 < ¢ < 7.

¢ heifit Winkel zwischen x,y, geschrieben ¢ = Z(z,y) & cosp = ||iﬁ’iy|;||'

Bemerkungen 1.6.

1. 0 #z,y € R* = Es gibt ein eindeutig bestimmtes ¢ mit ¢ = Z(z,y).

Beweis. Nach der Schwarzscher Ungleichung 1.4,3 gilt: —1 < o)<

[l Myl

= dJ eindeutig bestimmtes ¢ mit 0 < ¢ < 7 und cos p = %, denn:

A

2. Cosinus-Satz:

47

0#zy R = |lz—yl* = |lzl* + [yl — 2 cos()||z[| [lyll, wobei ¢ = Z(z,y).

wi jw—y

v
(Also ist cos ¢ im R? wie iiblich.)

Beweis. ||z —y||> = (x —y,x —y) = (z,2) + (y,y) — 2 (z,y) v
@)=l [yl
=cos(p)||z|| ||y

3.0#z,yeR", p=2(x,y). Dann: zly & ¢ =7.
Beweis. Es gilt:
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rzly
= (z,y)=0
_ Az
& cosp =y =0
& =3

4. 0#z €R" = ”’;—H hat Lénge 1 (Normierung).
Beweis. Es gilt:
' T

]l

1
\zmnxn:w

5. Satz von Pythagoras: Seien vy,...,v; € R* mit v; Lv; V1 <4, <k, i #j.

= o+ 2= o2+ o]
Beweis. Es gilt:

k

k
it ooty = Y () = () = [l
=1

1<ij<k_o falls iy =1
Definition 1.7. U C R" Untervektorraum, v € R".
p € R” heifit orthogonale Projektion von v auf U < pe U, h:=v—plU,

dh.v—pluVuel.
Dann heifit A das Lot von v auf U.

Yoz

Satz 1.8 (Orthogonale Projektion). U C R" Untervektorraum, v € R™.

48

= FEs gibt genau eine orthogonale Projektion von v auf U, und fiir ein Erzeugendensy-

stemuy, ..., up von U und x, ...,z € R sind fiir den Vektorp = Zle Tiu; dquivalent:
1. v — plU, d.h. p ist orthogonale Projektion von v auf U.
T <U1, U>
2. ((uiyui)) | 2 | = : (Normalgleichungen)
——
c kRk Tk (uk, ’U>

3. |lp— v|| = min{||v — u|| | w € U}, d.h. p ist die beste Approximation von v

in U.

/By
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Folgerung 1.9 (Methode der kleinsten Quadrate). A € ™R"*, b € "R.
Dann sind fiir

T

xn
folgende Aussagen dquivalent:

L [|Az — b]| = min{||Ay — b[| | y € "R}
2. ATAz = A"  (Normalgleichung)

Auflerdem ist das Gleichungssystem in 2. immer lésbar.

Beweis. Wende Satz 1.8 an mit
e U = Spaltenraum von A, also U C ™R,

o v ="
Seien ay, ..., a, die Spalten von A, also Erzeugende von U. Wegen (a;, a;) = a a; und
(a;,b) = al'b ist
<a'17 b)
((ai,a;)) = ATA  bzw. : = ATb.
{an, b)
Mit
n x1
p= inai = A | : | = orthogonale Projektion von b auf U
i=1 T,
folgt die Behauptung aus Satz 1.8. O

Definition 1.10. Fiir o = (ayg, ..., a,) € R**! sei P, : R — R definiert durch:

%)

P, (1) :iaiti: (1t...t")

Qn

Problem: Bestimme P,(t) durch Messungen:

e Mefipunkte t1,...,%n;
e beobachtete Ergebnisse by, ..., b, mit Mefifehlern.

(t1,b1)

t1 to tn t1 to tn
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Folgerung 1.11. m,n € N, t1,...,ty, b1,..., b € R

Dann sind fiir o = (ay, - .., a,) € R mit
1t 2 ... by
A=1|: : und b:=1{ :
1 tm 3, ... 1% b,
dquivalent:
130 (Pa(ti) = b:)" = min {357, (Ps(t;) —b,)" | B € R}
@
2. ATA| : | = ATb (Normalgleichung)
an

Auferdem ist das Gleichungssystem in 2. stets losbar.

Beweis. Fiir a = (o, - - -, o) gilt
Py (t1) o7y Qo
: =A| :|,da (Lt;... )| : | = Palty).
Pa(tm) (079 (07%

Also folgt 1.11 aus 1.9 mit

Maple-Demonstration mit Polynomfunktion vom Grad 3.

Zusammenhang mit orthogonaler Projektion:
Seien die Bezeichnungen wie in 1.11, und sei

(&%)

Pa(t):iaiti:(lt...t”)

Qn

eine Losung von
D (Pa(t:) — bi)* = min {Z (Ps(t;) — b))% | B € R+
i=1 i=1

Ferner sei U der Spaltenraum von A. Dann ist

o Pa(tl)
p=Al:|= :
(079 Pa(tm)

die orthogonale Projektion von b auf U:

} |

50
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ﬁ/

b,
enthélt die Abweichungen der Polynomfunktion P,(t) von den vorgegebenen Werten
b; an den Stellen t;:

Das Lot

(tn;bn)

(t1,b1)

t1 to tn

Buweis von Satz 1.8. Zunéchst wird gezeigt:

1. & 2.: Es gilt
v—plU gt V1<i<k: (v—p,u;)=0
Erzeugendensystem
& V1<i<k: (ujv) = (u;p)
k
& V1<i<k: (ui,ijuj):(ui,v)
=1
N
=p
=325 (uiyug);
Z1 (u;, v)
& (ui,ui)) | 2 | = :
Tk <uka U)

Mit dieser Aquivalenz kann jetzt die Existenz und Eindeutigkeit der orthogonalen
Projektion bewiesen werden. Sei dazu uq, ..., u; eine Basis von U.
= ((uz, U'j>)1<i,j<k invertierbar.
Lemma 1.14 -
T
= Gleichungssystem in 2. hat genau eine Losung
Tk
Also folgt wegen 1. < 2 : 3 genau eine orthogonale Projektion von v auf U.

Schlielich ist noch die Aquivalenz der Aussagen 1. und 3. zu zeigen.
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1. = 3.: Zeige: Fiir die orthogonale Projektion p gilt: Vu € U : |Jv —p|| < ||v — ul|-

Beweis. Sei u € U.
Betrachte: v —u=v—p+p—u.
S
evt €U

oo Mo —ull* =lo—pl* +llp—ull* > o - plI* v
ythagoras

3. = L.: Es gelte [|v — p[| = min{|lv — ]| |u € U}.
Sei ¢ die orthogonale Projektion von v auf U (existiert, wie eben bewiesen).

Wegen 1. = 3. gilt dann ||[v—g|| = min{|jv—u|| | u € U}, woraus ||[v—p|| = ||[v—g]|
folgt.
Betrachte: v —p=v—q+qg—p.

S~ =~

eut 9
by 1t =PI = v = al* + llg =

lg—pl> =0, dh.p=gq/ -

[lv—pl|=lv—dql|

Definition 1.12. Sei A € "R".

1. A heift positiv definit & V0 #z € "R: 27 Az > 0.
2. A heifit symmetrisch :& AT = A,

Bemerkungen 1.13.
1. Sei A = (aij) € "R". Fiir

T
x=1| ] €"R
xn
gilt dann
S
j=1015T; n
T . Z .
' Ax = ($1$n) . = T35 = F(:vl,...,:cn).
n o jj=1
Zj:l Onjj "

Also: A ist positiv definit. < Fiir die quadratische Funktion F gilt:
Vai,...,2 ER: F=(x,...,2,) >0, und
F(zy,...,2,)=0& 2, =0,...,2, =0.
2. A positiv definit = A invertierbar.

Beweis. Wegen Kapitel 1,3.14 geniigt zu zeigen: Vz € "R: Az =0= 2 = 0.
Dies ist aber erfiillt, denn fiir z € "R gilt:

Az =0 = 274z =0 = x=0.
A positiv definit

Lemma 1.14. Seien uq,...,u; € R".
Dann sind dquivalent:

1. uq,...,u; sind linear unabhdngig.
2. ((wi, uj))1<ij<k st positiv definit.
3. ((ui, uj))1<ij<k tnvertierbar.
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Beweis.
1. = 2.: Sei

Z1

T = € R
Tk
Mit v := Zle x;u; gilt dann
n n
T 2
o ((ui, ug))z =Y wilus,ug)z; = <Z xiui,ijuj> = [lv|I* >0
irj i=1 j=1
sowie
2" ((usyu))zr=0 = v=0 = 1 =0,...,2, =0.
ULy Uf

linear unabhingig
2. = 3.: Wegen Bemerkung 1.13,2.
3. = 1.: Seien x1,...,xr € R mit Z?Zl zju; = 0. Dann gilt

k
V1<i<k: ui,ijuj =0 = V1§]§k$]:0
— ((uiru;))
J= invertierbar
A :0 o
=35 (uiyug)z;
O

Bemerkungen 1.15.

1. Sei A € ™R" mit linear unabhingigen Spalten. Dann ist die Losung x der
Normalgleichungen A" Az = A”b aus 1.9 eindeutig bestimmt, und es gilt:

z = (AT A)~1ATD.

Beweis. Seien ay,. .., a, die Spalten von A. = ({ai,a;)) = AT A invertierbar.
2. Seien m,n > 1 mit m >n+1und t1,...,t, € R mit ti #t; Vi # j. Dann sind

die Spalten der Matrix

1t B ...
A 1 tp 3 ... 7
1 t, t3, ... 1%

linear unabhéngig.
Beweis. Folgt aus Ubung.

3. Wegen 1. und 2. ist also die Losung o = (ap, . . ., a;,) € R** der Normalgleichung

in 1.11, d.h. o € R**! mit

=1 i=1

eindeutig bestimmt, falls m > n + 1 gilt.

Z (Pa(ti) — bz)2 = min {Z (Pﬁ(ti) _ bz)2 |8 € R*H1

}
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Folgerung 1.16 (Abstand affiner Unterrdume). Seien L=v+ U, L' =v' + U C R"
affine Unterrdiume, v,v' € R*, U, U" C R* Untervektorrdume. Sei h das Lot von v — v’
auf U +U'. Dann ist ||h|| = min{||z — 2'|| |z € L, 2’ € L'}.

LI

Beweis.
1. Zeige: da€ L, d €Ll : h=a—d.
Beweis. Schreibe
h
~~ ~~~
v+u'  (U+U)+
= JuelU v elU :p=u+d
= h=v—v —u—u=@w-—u)— W+
—— —
=:w€L =:a'€L’
2. Zeigenoch:Vz e L, ' € L' : ||h]| < ||z — 2|
Beweis. Seien x € L, ' € L'. Dann existieren & € U und o' € U' mit z = v + @
bzw. ' = v' + @'. Ist p die orthogonale Projektion von v — v auf U + U’, d.h.
pe U+ U mit v—v =p+ h, so folgt
r—2=v+a—-(W+id)=v—v +a-7

_ R ~ o~
=p+h+a—u=p+u—a+ _h

€U+ eU+U")*+
= o =2'|*=lp+a—@|*+[|al]> > |nl* v/
Pythagoras
]
2. Orthonormalbasis, orthogonale Matrizen und Isometrie

Definition 2.1. Sei g : "R — "R eine Abbildung.
g heifit Bewegung oder Isometrie & Vz,y € "R: ||g(z) — g(v)|| = ||z — v||.
Definition 2.2. Sei A € "R".
A heifit orthogonal :& A ist invertierbar, und A= = AT,
Bemerkung 2.3. Sei A € "R" mit Zeilen zy,...,2, € R* und Spalten a4,...,a, €

"R. Dann sind dquivalent:
1. A ist orthogonal.
o 1, fallsi=j
2.V1<i,j <n:{a,aj) =0;= {0’ sonst
3. AT A = E (Einheitsmatrix).
4. V1 S 7,,_] S n: <Zia2j) :5”
5. AAT = E.
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Bewezs.

1. & 3. & 5. : Nach Definition und Kapitel 1.
2. < 3.: Da (a;,a;) = al a; ist, gilt: ((a;,a;)) = (6;;) & ATA=F.
4. 5.: Wie 2. & 3. U

Definition 2.4. Sei V C R* (oder C "R) Untervektorraum, und seien vy,...,v, € V.

1. vy, ..., v heit Orthogonalsystem (OGS)
o V1<ij<k i#j :(v,v;)=0.

2. v1,..., v, heifit Orthonormalsystem (ONS)
S V1<, <k i#j :<Uiavj>:6ij-

3. v1,...,v; heiit Orthonormalbasis (ONB) von V/
& vy,..., 0 ist Basis von V und ONS.

Bemerkungen 2.5.
1. Die Standardbasis ey, ..., e, des R" ist eine ONB.
2. Sei vy,...,vx OGS mit v; # 0 fiir alle 1 < ¢ < k. Dann sind v, ..., v, linear
unabhéngig.
Beweis. Seien aq, ..., a, € R mit Zle o;v; = 0. Dann gilt fiir alle 1 < 5 < k:

k k
0= (Z Qiv;, vj) = Z%’( vi, v; ) = (v, v5)-
=1 1=1 —0
~ falls i

Wegen v; # 0 und damit (v;, v;) # 0 folgt o; = 0.
3. Sei V C R" Untervektorraum mit dimV = k, und sei vy,...,v; € V ein ONS.
Dann ist vq,...,v, ONB von V.
Beweis. Nach 2. sind v, . .., v, linear unabhéngig. Wegen dim V' = k folgt dann
die Behauptung aus Kapitel 1,4.12.
4. Sei A € "R". Dann sind wegen Bemerkung 2.3 und 3. &dquivalent:
(a) A orthogonal.
(b) Die Zeilen von A bilden eine ONB von R”.
(c) Die Spalten von A bilden eine ONB von "R.

Satz 2.6. Sei g : "R — "R eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. g ist Bewegunyg.
2. 3v €"R, A €"R" orthogonal: g = T,fa, d.-h. Vx € "R: g(x) = v+ Axz.

Beweis.
2. = 1.: Fiir alle z,y € "R gilt:
x) — 2= ||Az — Ay|P = (A(z —y), Az —
lg(@)—g(y) I° = yl* = (A(z - y), Alz — y))

~~
v+Az  v+Ay A(z—y)

=A@z —y) Alz—y) = (@—y) (@=—y)
~—————

AT A=FE
=(z—y)T AT

=(z—y,x—y) = |z —y|~
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1. = 2.: Setze v := ¢(0), f := 7 ,9. Dann ist f als Verkettung zweier Bewegungen
selbst eine Bewegung, und es gilt f(0) =0, da f(0) = —v+¢(0) = —v+v = 0.
Ferner ist g = 7, f, da fiir alle z € V gilt:

(rof)(2) = v + f(2) = v+ (-v) + g(2) = g(2).
Damit ist noch zu zeigen: 3 A € "R" orthogonal: f = fa.
(a) Vo e "R:|[|f(z)] = [lz], denn

1@ =17 (@) = fOl , =
\:64 ewegung

(b) Va,y €"R: (f(z), f(y)) = (z,9)-
Beweis. Es gilt
o =yl = (z =y, 2 — y) = {z,2) + {y,y) —2(z,y).
~——

——
=ll=l> =yl

Ebenso ergibt sich ||f(z) — f®)[I* = Ilf (@)I* + [IfW)I* — 2(f (), f(¥))-
Auflerdem gilt: ||f(z) — f(y)|| = ||z — y||, da f eine Bewegung ist. Mit (a)

folgt dann (f(z), f(y)) = (z,y).
(c) fler),..., f(en) ist ONB des "R, wobei ey, ..., e, die Standardbasis ist.

Beweis. f(e1) ..., f(e,) ist ONS, da wegen (b) fiir alle 1 < 4,j < n gilt:
(f(ei), f(e)) = (ei,e;) = 0;j. Wegen dim™R = n folgt die Behauptung
dann aus Bemerkung 2.5,3.

(d) Vz1,...,2, € R und

n
Tr = E €X;€; =
i=1

gilt f(z) =>"" z;f(e)-
Beweis. Da nach (c¢) f(e1),..., f(en) eine ONB des "R ist, existieren
a1, .., 0 € Rmit f(z) =30, a;if(e;). Damit gilt fiir alle 1 < j < n:

[l = Ol = |||

T

T

(f(x), fle;)) = (Z aif(ei), fe;)) = Z a; (f(e:), f(e))) = .

d;; wegen (c)

Auflerdem st (f(z), f(e;)) = (z,¢;) = (i mien,5) | = .

(b) ebenso
Also folgt a; = z; fiir alle 1 < j < n.
(e) A:=(f(e1),..., f(en)) € "R™ ist orthogonal, und es gilt: f = fa.

Beweis. A ist orthogonal, da f(e;),..., f(e,) nach (c) eine ONB des "R
ist. Ferner gilt fiir alle z € "R:

f(CU) then szf(ez) :\(f(el)a"'af(en)l ( ) , wobei x = ( ) .
(@ A

O

Definition 2.7. Sei f : "R — "R eine lineare Abbildung.
f heifit orthogonal & Vz € "R: ||f(x)]| = ||z
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Folgerung 2.8. Sei f : "R — "R eine Abbildung. Aquivalent sind:
1. f ist orthogonal.
2. f ist Bewegung mit f(0) = 0.
3. 3A € "R" orthogonal: f = fa.

Beweis.

1. = 2.: Da f linear ist, gilt f(0) = 0. Ferner gilt fiir alle z,y € "R:

1f@) = fWI = fl@ =yl =z -yl

f linea

2. = 3.: Nach Satz 2.6 existiert ein Vektor v € "R sowie eine orthogonale Matrix
A € "R" mit f(z) = v+ Az fiir alle z € "R. Wegen 0 = f(0) = v + A0 = v ist
dann f = f4.

3. = 1.: f = fa ist linear und nach Satz 2.6 eine Bewegung. Somit gilt

17 (@)l = [If (=) = f(O)]| = [lz = Off = [|=]]
fiir alle z € "R. O

Problem: Sei V C "R Untervektorraum. Finde in V eine ONB.

Bemerkung 2.9. Sei U C "R ein Untervektorraum mit ONB wq, ..., ug. Sei v € "R.
Dann ist p := Zle(v, u;)u; die orthogonale Projektion von v auf U.

'y,

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass h := v—p LU gilt,dh. V1 < j <k : (p,u;) = (v,u;),

also hlu;.
Dies ist aber erfiillt, denn fiir alle 1 < j < k gilt
k k
P, uj) = v, ui i, ug) = ) (v, ug) (uiug) = (v, ug).
(P, u;) (;( Y, Uj) ;( ) {ui-ug) = (v, u;)

=6i;
U

Satz 2.10 (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei V' C "R ein Untervek-
torraum mit Basis vq,...,v,. Dann besitzt V eine ONB wuq,...,ug, so dass fiir alle
1 <1<k gilt: span(uq, . ..,u;) = span(vy,...,v).
Beweis. Konstruiere fiir 1 <[ < k induktiv u., ..., u; mit
(a) uy,...,u; ONS in V.
(b) span(uq,...,u;) = span(vy,...,v).
Fiir [ =1 setze uy := py. Dann sind (a) und (b) offensichtlich erfiillt.

Schritt von [ auf [+ 1: Sei [ < k, und seien uy, ..., u; mit (a),(b) bereits konstruiert.
Sei h das Lot von v, 1 auf U := span(vq,...,v) (7) span(ug, ..., u;).
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/ﬂ/

l

h=v4n—-p=vq1— E (Vig1, ug) U
=1

Nach Bemerkung 2.9 ist

Da vy, ...,v;,v;41 linear unabhéngig sind, gilt v;y1 ¢ span(vy,...,v) = U, woraus
h # 0 folgt. Setze
__h
Upy i= Tl

Nun ist noch zu zeigen, dass (a) und (b) auch fiir u,,...,u;1 gelten, d.h.:

(a) uq,...,u1 ONS.

(b) span(uy,...,u;41) = span(vy, ..., vi1)-
Beweis.

(a) Klar, da w41 L span(uq,...,u;) und ||uq|| = 1.

(b) Es gilt span(uy, ..., u;41) = span(ug, ..., u;) + Rujq = span(vy, ..., v;) + Rugg.

Auflerdem ist v = Zézl(vlﬂ, u;)u; + || h||ugr. Daraus folgt (b). O

Problem: Was kann man iiber die “Struktur” orthogonaler Abbildungen im "R sagen?

Bemerkung 2.11. Seien A, B € "R" orthogonal. Dann sind auch AB und A~! ortho-
gonal.
Beweis. Es gilt

(AB)Y'(AB) = BTATAB = BT(ATA)B = BB = E

A orth. B orth.

(A—l)TA—l — (AT)TA—I — AA—l — E

A orth.

Beispiele 2.12.
1. Sei ¢ € R, und sei
s ( cos  —sing ) '
sing  cosgp
Dann ist A orthogonal, und f,4 ist Drehung um den Winkel ¢.

Beweis. Mit ¢ := cosp und s :=sin @ gilt

2, .2
T [ c —s c s\ _ (c+s cs—sc)y (10
AA _(s c>(—s c)_<sc—cs 82+02>_(0 1)'
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Auflerdem ist fiir a € R:

4 [cosa _ cos(p + )
sin o ) Additions- \ Sin(p + «) /-
theoreme
_

1A

2. Fir1 <i:<j<mund ¢ € R sei

1 0 - )
(0 \

: 1 :

0O -+ 0 cosp 0 --- 0 —sinp 0O --- 0 1

: 1 :
Ri(p) ==

: 1 :

0 -+ 0 sinp 0O -~ 0 cosp 0O -~ 0 J

\ () . e 01 /
also R;;(¢) = (ag) mit
Qi 1= COS , a;j ;= —sin g,
aj; = sin @, @j; = COS
sowie
ape =1 Vk#14,j
ag =0 Vk#L (k1) #(i7), (7,9
Dann ist R;;(y) orthogonal, und es gilt R;;(¢)~! = R;j(—¢). Die Matrix R;;(¢)
heift ebene Drehmatrix (oder Jacobi-Drehmatrix).
Beweis. Wie in 1.
3. Sei U C "R ein Untervektorraum. Die Abbildung f : "R — "R sei definiert durch

f(v) := p— h fiir alle v € "R, wobei p die orthogonale Projektion von v auf U
und h das Lot von v auf U ist, also v =p+ h mit p € U und h € U+.
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Dann ist f orthogonal, und es gilt f? = id.

Beweis. f ist linear, denn: Seien v,v" € "R, und sei a € R. Schreibe v = p + h
und v' = p’ + h', wobei p und p’ die orthogonalen Projektionen von v bzw. v' auf
U sind. Dann gelten

v+v =p+p +h+h,
e~ Y
€U eut
av= ap + _ah .
€U evt

Also sind p + p’ und ap die orthogonalen Projektionen von v + v' bzw. av auf
U. Damit folgt

flo+v) =p+p = (h+h)=flv)+ (),
flav) = ap — ah = af(v).
Somit ist die Abbildung f linear.
Ferner gilt fiir alle v € "R:
IF@IF=llp=hl* = lpl*+ I = &l

Pythagora:

2 2 2 2
= +||h = + h||* =
Pl Al Pythagoras Ip | [[v]I*,
wobei p die orthogonale Projektion und h das Lot von v auf U ist. Somit ist

insgesamt gezeigt, dass f orthogonal ist.
Offenbar gilt f2 = id.

. Spezialfall von 3.:

Sei 0 # a € "R, und sei U := a* Hyperebene, also U+ = Ra. Firv=p+h
mit p € U und h € U+ = Ra sei s,(v) := p — h. Dann heifit s, : "R — "R
Hyperebenenspiegelung.

Fiir alle v € "R gilt

(v, a)

Sa(v) =v—2 -a = H,v,

(a,a)

wobei H, := F — -2 >aaT € "R". Beachte hierbei:

(a,a

a
aa” = (0,1, ceey an) = (aiaj)lsi,jgn.
Gn,
Die Matrix H, hei3t Householder-Matrix. Sie ist orthogonal und symmetrisch
und erfiillt H? = E.

Beweis. Sei v = p+ h mit p € a* und h € Ra. Dann existiert ein o« € R mit
h = aa. Wegen (v,a) = (p,a) + (h,a) = 0+ (aa,a) = ofa,a) gilt o = Y

(a,0) "
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Somit ist

Sa(v):p_h:(U_h)_h:U_2h:’U—2a-a:U—2<v’a>.a’

(a,a)

und dies stimmt mit H,v iiberein, da

2 2
Huyv=[FEF—- aat |v=v— aa’v .
(a,a) (a.0)" &

AuBerdem ist H, nach 3. orthogonal mit H? = E. Insbesondere gilt also
H'=H;'=H,.

5. Beispiel zu 3.: Sei

1
a= 0
—2
Wegen (a,a) = 5 ist dann
100 10 —2 20 2
H=|010|-2 00 o0o]=[01 o0
001/ 2\ -20 4 s -2

Nichstes Ziel: Multipliziere gegebene Matrix von links mit Householder- oder ebener
Drehmatrix, so dass gezielt Eintrage zu Null gemacht werden.

Lemma 2.13. Seien z,y € "R mit ||z|| = ||y]|-
1. Esistx —ylax +y.
2. Fallsz —y #0, so gilt s,_y(x) = y.
3. Fallsx +y # 0, so gilt sy1y(v) = —y.

Bewezs.

X+y

1. Es gilt
(r—y,z+y) = (z,2) — (y,y) +{z,y) — (y,z) = 0.
N————
=0, da [[a]|2 = [ly||?

2.,3. Wegen z = & + ZH folgt aus 1.

Sa:—y(x) = - =Y,
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falls x — y # 0, und

=y Tty
Spty(T) = 5 o —
falls z +y # 0. O
Lemma 2.14. Seten 1 <i < j < n und xy,...,z, € R. Dann existiert ein ¢ € R, so
dass
T x|
Rijo)l + |=1|:],
T, x,

wobei r; > 0, 23 =0 und 7; = x; fir alle1 <1 <nmitl#iundl #j.

Beweis. Fiir beliebiges ¢ gilt mit ¢ := cos ¢ und s := sin ¢

Tp T

wobei z; = cz; — sz; und 7§ = sz; + cx; sowie z; = z; fiir alle | # 4, j.
Falls z; = 0 und z; = 0 gilt, so kann ¢ = 0 gewihlt werden, also R;;(y) = E.
Falls z7 + x5 # 0 ist, setze

€T; —T;
Ci= —F— und §i= ——
2 2 2
i + T \/ %7 + x5
Wegen
2 2
9 9 xi + 25
c+s =

existiert ein Winkel ¢ € R mit ¢ = cos¢ und s = sin . Hierfiir sind die geforderten
Eigenschaften erfiillt, denn:

) x7 + a5
T; =cr; — srj = ——— >0,

[22 1 22

e

—.Tiﬂij =+ SEZ'.T]' -0

2 2
\/ @i 25

!
T; = ST + CT; =
0

Folgerung 2.15. Sei n > 2, und sei 0 # x € "R. Dann existiert eine orthogonale
Matriz Q@ € "R™ mat
1

Qr = ||z

Hierber kann QQ gewdhlt werden als:

1. Householder-Matriz oder E
oder 2. Produkt von n — 1 ebenen Drehmatrizen.
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Beweis.
1. Setze

y =zl | .
0
Dann gilt ||z|| = ||y||, und die Behauptung folgt aus Lemma 2.13.
2. Nach Lemma 2.14 gibt es eine ebene Drehmatrix R,_;, mit passendem Winkel

©, so dass
1
L1
Ry 1n | Tp_a | >
Zn Tp_q
0
wobei z;_; > 0 gilt. Durch Iteration erhidlt man dann ebene Drehmatrizen

Rig, Ro3,..., Ry, mit

z
1
Al 0

RioRog-- Ry | 2 =1 .1
N _J -
v -
=:Q T 0

wobei z§ > 0 gilt. Da @ orthogonal ist, folgt dann 2} = ||Qz|| = ||z||. Also ist
1

Qz = |||
U

Satz 2.16 (QR-Zerlegung). Seien m,n mit m > n und m > 2, und sei A € ™R".
Dann existieren eine orthogonale Matriz QQ € ™R™ und

(051 % *
R = T e™RY, aq,...,a, €R

Oy,

0

mit A = QR. Hierbei kann ) gewdhlt werden als:

1. Produkt von Householder-Matrizen oder E
oder 2. Produkt von ebenen Drehmatrizen.

Beweis. Seien ay, .. ., a, € ™R die Spalten von A, also A = (ay,...,a,). Nach 2.15 gibt
es eine orthogonale Matrix (); wie im Satz mit

o * ... %

0

QIA: (QlalaQICLZv--'ana’n) = . A 5
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wobei a; = ||a1|| und

1

0
Q1a1 =

0
Ebenso kann man mit A’ verfahren: Nach 2.15 gibt es eine orthogonale Matrix
Q) € " IR™! mit

Qo * ... %
ar=17
0
Damit gilt
Q1 k... ... %
(1) 0 ... 0 0 ay * «
, 2, QA= 0
0 - A"
~ 4 0 O

=Q>
Hierbei ist ()2 wieder orthogonal und Householder- bzw. ebene Drehmatrix, falls dies
fiir @, gilt, denn fiir Householder-Matrizen gilt z.B.

10 ... 0

Durch Iteration folgt: Es gibt ), R wie im Satz mit

(0] % *
QA=R= e
(77}

0

Hieraus ergibt sich aber A = QT R, wobei QT mit () orthogonal und von der angege-
benen Gestalt ist. 0

Bemerkungen 2.17.

1. Eine QR-Zerlegung erhélt man auch aus dem Schmidtschen Orthogonalisierungs-
verfahren, allerdings ohne weitere Informationen iiber ). Das Schmidtsche Or-
thogonalisierungsverfahren ist auch numerisch oft ungiinstig.

2. Falls eine QR-Zerlegung A = QR von A bekannt ist, so wird dadurch das Pro-
blem h&ufig auf den Fall einer oberen Dreiecksmatrix reduziert. Insbesondere gilt
fiir die Methode der kleinsten Quadrate mit b € ™R und z € "R:

Az —b]| = |[QRz —b]| = ||Rz—Q"b].
QT o

rth.
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Lemma 2.18. Sei B = (b;;) € "R" eine obere Dreiecksmatriz, also

bll

0 bnn
Falls B orthogonal ist, so ist B eine Diagonalmatriz, d.h.
bll 0
0 bnn

und fir alle 1 < i <n gilt b;; = +1.

Beweis. Seien by, . .., b, die Spalten von B. Da B orthogonal ist, gilt dann (b;, b;) = d;;
firalle 1 <14,5 <n.

Insbesondere ist 1 = (by,b;) = b?,, woraus b;; = +1 folgt. Ferner gilt dann 0 =
<b1, b]> = bllblj = :l:blj fiir alle 2 S j S n. Somit muss blj = 0 sein fiir alle 2 S ] S n.
Also hat B die Gestalt

b11 0 Ce 0

0 b22 *
B R S

0 0 bnn

Ebenso kann man nun mit der zweiten Spalte verfahren: Aus 1 = (b, by) = b3, folgt
bgo = %1, und fiir alle 3 < j < n gilt dann 0 = (ba, b;) = bogbe; = %byj, weshalb by; =0
sein muss fiir alle 3 < 7 < n.

Durch Iteration folgt die Behauptung. O

Folgerung 2.19. Sei f : "R — "R eine orthogonale Abbildung.
Dann ist f Produkt (= Hintereinanderausfiihrung) von héchstens n Hyperebenen-
spiegelungen (oder id).

Beweis. Nach 2.8 hat f die Form f = f4, wobei A € "R" orthogonal ist. Nach Satz
2.16 gibts es eine orthogonale Matrix () und eine obere Dreiecksmatrix

(03] *
R =
0 o,
mit A = QR. Hierbei konnen ) und R so gewiht werden, dass Q = Q1---Qn 1
ist, wobei (); entweder eine Householder-Matrix oder F ist fiir alle 1 < 7 < n, sowie

a; >0,...,a, 1 > 0 gelten. (Siehe Beweis von 2.16.)
Da R = QT A mit QT und A orthogonal ist, folgt dann aus Lemma 2.18:

1 0
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d.h. R = F oder
1 0

R= = Householder-Matrix H,,.

0 -1
Also ist entweder A = @ oder A = QH,,, und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkungen 2.20.

1. Ebenso folgt aus Satz 2.16: Jede orthogonale Abbildung ist Produkt von ebenen
Drehungen oder Produkt von ebenen Drehungen und einer Hyperebenespiege-
lung.

2. Fiir n = 2 gilt: Die orthogonalen 2 x 2-Matrizen haben genau die Form:

(cngo —s1ngp> oder (CQSQD smgo)

sinp  cosgp sinp —cosg

mit p € R

Beweis. Sei A € 2R? orthogonal. Nach Lemma 2.14 gibt es dann ein ¢ € R mit

Rip(p)A = (%1 g3> , ap>0.

2

Nach Lemma 2.18 folgt dann oy = 1, a3 = 0 und oy = £1. Somit ist entweder
A= Rys(p)" = Ria(—¢)

oder
_ B 0\ _ cosp singp 10
A= R "’)<0 —1)_<—sing0 cosgp)(O —1)
. cosy —sing
~\ —singp —cosp
Dies ist die Behauptung (ersetze ¢ durch —). O

3. Gruppen, insbesondere Symmetriegruppen

Definition 3.1. Sei G eine Menge und m : G x G — G eine Abbildung. Fiir alle
z,y € G wird folgende Schreibweise verwendet: zy := x - y := m(z, y).
(G, m) oder kurz G heifit Gruppe :&

1.Vz,y,z€G:x(yz) = (2y)z (assoziativ)
2.decG:
(a)VezeG:re=x=ex (neutrales Element)
b)VzeGIazteG:zz=e=a'2 (inverses Element)

Hierbei heifit m auch Produkt oder Verkniipfung von Elementen von GG, e neutrales
Element und z ! inverses Element zu z.

Bemerkung 3.2. Sei G Gruppe. Dann gilt:

1. Das neutrale Element in G ist eindeutig bestimmt.
2. Das inverse Element zu z in G ist eindeutig bestimmt.
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Bewezs.

1. Seien e, ¢’ neutrale Elemente. Dann gilt e = ee’ = €’. Hierbei wurde bei der ersten
Gleichheit verwendet, dass €’ ein neutrales Element ist, und bei der zweiten, dass
e ein neutrales Element ist.

2. Seien 7/, 2" inverse Elemente zu x. Dann gilt

¥ =2'e=1'(zz") = (2'x)2" = ex" = 2".

Beispiele 3.3.

1. R mit der Addition als Verkniipfung bildet eine Gruppe mit neutralem Element
0 und inversem Element —x zu x € R.

2. R\ {0} mit der Multiplikation ist eine Gruppe mit neutralem Element 1 und
inversem Element 27" = 1 zu 2 € R\ {0}.

Beweis. Die Gruppenaxiome folgen aus den iiblichen Rechenregeln.

3. Seien m,n > 1. Dann ist ™R" mit der Addition von Matrizen eine Gruppe mit
der Nullmatrix als neutralem Element und inversem Element —A zu A € ™R".
Beweis. Die Gruppenaxiome folgen aus den Rechenregeln fiir Matrizen.

4. Sei n > 1. Dann ist
GL,(R) := {A € "R" | A invertierbar}

(GL = general linear group) mit der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe
mit der Einheitsmatrix £ als neutralem Element und der inversen Matrix als
inverses Element.

Beweis. Bekannt aus Kapitel I.
5. Sei n > 1. Dann sind
Autg("R) := {f : "R — "R | f linear und bijektiv}
(Aut = Automorphismus) und
Aff("R) :={g: "R — "R | g Affinitét}

mit der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen Gruppen mit der identischen
Abbildung id als neutralem Element und der Umkehrabbildung als inversem
Element.

Beweis. Bekannt aus Kapitel I und den Ubungen.

Bemerkungen 3.4.

1. Sei G eine Gruppe, und seien z,y € G. Dann gilt:

(a) (zy) ' =y la7".

(b) (z 1) ! ==
Beweis.
(a) Es gilt (zy)(y'z™!) = z(yy H)z' = za~! = e. Ebenso erhilt man

(y 'z 1) (zy) = e. Also gilt (zy) ' = y 'z!, da das inverse Element
eindeutig bestimmt ist.

(b) Es gilt zz7! = e = 27 'z. Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elementes
ist dann (z71)7! = z.
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2. Sei G eine Gruppe und z € G. Dann sei 2° := e, und fiir alle n € N mit n > 1

sei
=g und "= (2 H"
S
n-mal

Dies ist moglich, da die Gruppenverkniipfung assoziativ ist.

Definition 3.5. Sei n > 1.
1. Sei o :{1,2,...,n} = {1,2,...,n} eine Abbildung.
o heifit Permutation von {1,2,...,n} :& o ist bijektiv.
2. Sei S, := {0 | 0 Permutationen von {1,2,...,n}}.
Schreibweise fiir o € S,,:

7= (o) o) " oley)

Bemerkungen 3.6.

1. S, ist mit der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen eine Gruppe mit neu-
tralem Element id und heifit symmetrische Gruppe. Hierbei ist das inverse
Element zu o die Umkehrabbildung.

2. Symmetrische Gruppe S, fiir kleine n.

(a) n = 1: Dann ist S; = {id} die Gruppe mit einem Element.
(b) n = 2: Dann ist Sy = {id, o} mit

(1 2
7=12 1)

d.h. 0(1) = 2 und ¢(2) = 1. Somit vertauscht o die Werte 1 und 2. Wegen
o?=idist c =07 .

(c¢) n = 3: Sei
1 2 3
U;<132)€&’

also (1) =1, 0(2) = 3, ¢(3) = 2. Dann gilt 0% = id.

Sei
1 2 3
:(312)6&’

also p(1) =3, p(2) =1, p(3) = 2. Wegen
p*(1) = p(p(1)) = p(3) = 2,
p*(2) = p(p(2)) = p(1) = 3,
p*(3) = p(p(3)) = p(2) = 1
ist
i=(333)
Weiter gilt
PP(1) = p(p*(1)) = p(2) = 1,
p*(2) = p(p*(2) = p(3) = 2,
P*(3) = p(p*(3)) = p(1) = 3,
woraus p? = id und damit p~! = p? folgt
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Definition 3.7. 7 € S, heifit Transposition < A1 <4, j<n, i #j: VI<k<n:

k, fallsk #1,j
T(k) =<7, fallsk=1
1, fallsk=3j

(7 vertauscht also 7, j und lisst alle anderen Elemente fest.)

Satz 3.8. Sein > 1.

1. S, hat n! Elemente.
2. Fiir alleo € S, gibt esm > 0 und Transpositionen 1y, ..., Ty, Mit 0 =Ty Ty ... Ty
(0 =1id, falls m =0).

Beweis.

1. Induktion nach n:
(a) Der Induktionsanfang n = 1 ist klar.
(b) Induktionsschritt von n — 1 auf n fiir n > 2:
Ein o € S, ist gegeben durch
e o(n) := i fiir ein beliebiges ¢ € {1,...,n} und
e verschiedene Werte o(1),...,0(n—1)aus {k e N |1 < k <mn, k #i}.
Nach Induktionsvorraussetzung gibt es fiir die Werte o(1),...,0(n — 1)
genau (n — 1)! viele Moglichkeiten.
Somit gibt es fiir o insgesamt n(n — 1)! = n! Moglichkeiten.
2. Induktion nach n:
(a) Der Induktionsanfang n = 1 ist klar.
(b) Induktionsschritt von n — 1 auf n fiir n > 2: Betrachte

. 1 2 ... n
7= \o(1) 02) ... o(n))"
Da o bijektiv ist, gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit (i) = n.
1. Fall: 7 < n, also

o= oty T o)
| ) o(n)) = (n o(n)) gilt dann
o=ty " aty T h)
also 7o(n) = n.
2. Fall: i = n, also o(n) = n.

Mit der Transposition 7 := (o(4

In beiden Fillen kann also 7o bzw. o als Permutation von {1,...,n — 1}
betrachtet werden.

Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es dann Transpositionen 7y, ..., 7,
mit 70 = 7,7, bzw. 0 = 7, ---7,,. Wegen 72 = id folgt im 1. Fall
O=TT1""" ,Tm- ]

Definition 3.9. Sei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge.
H heifit Untergruppe von G &

l.ee€ H.



3. GRUPPEN, INSBESONDERE SYMMETRIEGRUPPEN 70

2.Vx,ye H: zye€ H.
3.VxeH: 27t € H.

Bemerkung 3.10. Sei GG eine Gruppe und H C G eine Teilmenge.

Dann ist H genau dann eine Untergruppe von GG, wenn H mit der Einschrinkung
der Verkniipfung von G eine Gruppe ist. In diesem Fall stimmt das neutrale Element
von H mit dem neutralen Element von G iiberein, und das inverse Element von z € H
ist gleich dem inversen Element von z in G.

Beweis. Klar. O

Beispiele 3.11.

1. Is("R) := {g : "R — "R | g Bewegung} (Is = Isometriegruppe des "R) ist
Untergruppe von Aff("R).

Beweis.
(a) id ist offenbar eine Bewegung.
(b) Seien g,h € Is("R). Dann gilt gh, g ' € Is("R), d.h., gh und ¢! sind
Bewegungen, denn fiir alle z,y € "R gilt

lg(h(z)) = g(h(y)) o @) =R, =l =y,

|| g Bev?egu h Bewegung
lg™' (z) — 97" (v)

1 o g 19097 @) = 9(g7 WD = llz =yl

2. 0, := {A € "R | A orthogonal}, genannt orthogonale Gruppe, ist eine
Untergruppe von GL,(R).

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.11.

Definition 3.12. Sei M C "R eine Teilmenge. Dann heif}t
Gu :={g € Is("R) | g(M) = M}

Symmetriegruppe von M.

Bemerkungen 3.13.
1. Sei M C "R eine Teilmenge. Dann ist G, eine Untergruppe von Is("R).

Beweis.
(a) Nach Definition ist id € G .
(b) Fiir alle g, h € Gy gilt gh, g=' € Gy, denn:

o(hOD) = (M) = M,
M.

= {06)- 0 () ()

ist Gpy die Symmetriegruppe des Quadrates.

Na}
L
Py
s
|
|
Py
o
=
=
SN
I

2. Fir
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Sei

0 -1 1 0
A.—<1 O) und B.—<0_1>.
Dann ist r := f4 die Drehung um 90° und s := fp die Spiegelung an der x;-

Achse, und es gilt

4 Drehungen

——
Gy = {id,r, 7,7, 5,75, 7%s, 735}

4 Spiegelungen

Beweis. Ubungen.

Definition 3.14. Seien G und G’ Gruppen.

1. Sei ¢ : G — G’ eine Abbildung.
(a) ¢ heifit Homomorphismus von Gruppen :&

Va,y e G oplzy) = o@)e(y).
(b) ¢ heifit Mono-, bzw Epi-, bzw. Isomorphismus :&
¢ ist Homomorphismus, und ¢ ist injektiv, bzw. surjektiv, bzw. bijektiv.
2. G = @' isomorph :& Es gibt einen Isomorphismus ¢ : G — G'.

Beispiel 3.15. Die Abbildung 7 : R — Oy mit

() = ( cosip —sin )

sing  cosg

fiir alle ¢ € R ist ein Homomorphismus von Gruppen, wobei R Gruppe beziiglich der
Addition ist.

Beweis. Seien ¢, € R. Mit ¢ := cos ¢, s :=sing, ¢’ := cos und s’ := sin ) gilt
c —s d -4 cd —ss'" —cs' — sc
(p)m() = ( s ¢ ) ( s ) - (sc’+cs' cc — ss' )
_ [ cos(p+9) —sin(fp+) | _
a ( sin(p+ 1)  cos(p+1) | (¢ + ).

Hierbei wurden die Additionstheoreme von sin und cos verwendet. O

Bemerkung 3.16. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt:

1. (a) p(e) = e, wobei e das neutrale Element in G bzw. G’ bezeichnet.
(b) p(z™) = p(z)! fiir alle z € G.
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Bewezs.
(a) Es gilt

ple) =wle-0) = p(e)plo)

Durch Multiplikation mit ((e)~! folgt hieraus

e=gp(e) ole) = pe) tp(e)p(e) = p(e).
(b) Es gilt
e=gle)=pz') = p@)p).

(a) » Homo.

Ebenso ergibt sich e = ¢(z 1)p(x). Aus der Eindeutigkeit des inversen
Elementes folgt dann ¢(z7!) = ¢(z) L.

2. Ke(p) = {z € G | ¢(z) = e} C G und Bi(y) C G’ sind Untergruppen.
Beweis.
(a) Ke(p) C G ist Untergruppe, denn:
e Esist e € Ke(yp), da p(e) = e.
e Fiir alle z,y € Ke(y) gilt

o(zy) = p(z)p(y) =ece =e
und

oe ) =pl@) t=et=e,

d.h., es gilt zy, 7! € Ke(yp).
(b) Bi(¢) C G" ist Untergruppe, denn:
e Es ist e € Bi(y), da ¢(e) =e.
e Seien u,v € Bi(p). Dann existieren z,y € G mit u = @(z) und
v = ¢(y). Damit gilt

uwv = ¢(z)p(y) = p(zy) € Bi(p),

ut=g(z) " =p(z) €Bi(y).



Kapiel III: Determinante, Eigenwerte und abstrakte lineare
Algebra

1. Determinanten

Definition 1.1. Sei n > 1, und sei d : "R* — R eine Abbildung. Wir betrachten
d(A) =d(a,...,a,) fiir A € "R* mit den Spalten a4, ..., a, als Funktion der Spalten.
1. d heifit multilinear :&
Vi<i<n, ay,...,a, €"R:
"R—=>R, z+— d(a1, B ¢ 7 TN /N VI [ an)
ist R-linear.
2. d heifit alternierend &
Vay,...,a, €E"R 1<i<n:a;=a1 = d(ay,...,a,) =0.
3. d heifit normiert :& d(F) = 1, wobei E die Einheitsmatrix ist.
4. d heifit Determinante :& d ist multilinear, alternierend und normiert.

Beispiel 1.2. Es gibt genau eine Determinante d : 2R?> — R, nimlich:

a B\ a B\ _ o
d (7 5) = det (7 5) =ad — By
fiir alle o, B,7,0 € R.

Beweis. Offenbar ist det eine Determinante.

Fiir die Eindeutigkeit zeige noch: Ist d : 2R? — R multilinear und alternierend, so
gilt d(A) = det(A)d(FE) fiir alle A € *R?.

Sei also d : 2R? — R multilinear und alternierend.

1. Fiir alle ay, as € ?R gilt d(a1, as) = —d(as, a;), denn

0 = d(a1 +(1,2,(1,1 +a2) = d(al,al +G,2) +d(a2,a1 +CL2)
d altern. d multilin.
= d(ay,a1) +d(ar,a2) + d(ag,ar) + d(ag,az)
d multilin. N— — ———
=0, da d altern. =0, da d altern.

2. Sei
A= p c 2R2
v o

mit Spalten a; und a,. Dann ist a; = ae; + ye, und ay = [e; + dey, wobei eq, eg
die Standardbasis des ?R ist. Damit gilt
d(A) = d(ay,as) = d(ae, + yea, Ber + dea)
= afd(er,e) +add(e, ex) + vBd(ez, e1) + v d(es, €2)
—— ——

d multilin.
=0 =0

= add(eq, ez) + vBd(ea, €1) = (ad — Bv)d(eq, e2)
= det(A)d(e, e2) = det(A)d(E)

73
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Definition 1.3. Sei A € "R". Fiir 1 < 4,j < n sei 4;; diejenige Matrix aus " 'R" !,
die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Beispiel 1.4. Sei

1 0 2 3
|l -1 2 45 drod
A=1 9123 |k
2 45 6
Dann ist zum Beispiel
2 4 5 1 0 3
A11= 1 2 3 und A23: 01 3
4 5 6 2 4 6

Satz 1.5. Definiere d, : "R" — R fiir n > 1 induktiv wie folgt:
1. di(a) := a fiir alle a € 'R' = R.
2. Ist d,,_1 fiir n > 2 bereits definiert, so wihle ein 1 <1 < n und definiere fiir alle
Ae™R":
dn(A) = Z(—l)”jaijdn_l(Aij).
j=1
Dann ist d,, fiir alle n > 1 eine Determinante.

Bewezs. Induktion nach n.

1. Der Indutionsanfang n = 1 ist klar.
2. Induktionsschritt von n — 1 auf n fiir n > 2:
Sei 1 <14 < n fest gewdhlt. Fiir 1 < j < n seien Abbildungen f; : "R* =+ R
definiert durch
dn(A) =Y (1) aiidy 1(Ay).

-

i=1

—£;(a1y0san)

Hierbei sind ay, ..., a, die Spalten von A.
(a) Zeige: d, ist multilinear.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung f; multilinear ist fiir alle
1 < j < n.Sei dazu 1 <[ < n beliebig. Betrachte nun f;(ai,...,a,) als

Funktion von a;, wobei alle anderen Spalten fest bleiben.
1. Fall: [ # j. Dann ist

fj(al, ceey a'n) = &—1)“_‘7-@@ g"fl(Aijl

v v
unabhingig linear in qy,
von q; da d,—1 multilin.
nach IV
linear in a;.
2.Fall: [ = 7. Dann ist
— i+7
fj(ala ceesap) = (1) Qij dn—l(Aij)
e N——
=a;; unabhingig von a;
wegen j=l

linear in q;.
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(b) Zeige: d,, ist alternierend
Beweis. Sei 1 < | < n und a; = a;yq. Fir j #

75

[, I + 1 enthdlt dann

A;; zwei gleiche Spalten. Somit gilt in diesem Fall d,_1(A4;;) = 0 nach

Induktionsvoraussetzung. Dann ist aber

dn(A) = (=)™ ayd,_1(Ay) + (=) a1 1dn_1 (A1) = 0,

da A5p = Q4141 und Az’l = Az’,l—i—l wegen a; = a;4+1 gelten.

(c) Zeige: d,(E) = 1.
Beweis. Wegen E = (9;;) ist

n

dn(E) = Y (=1)6idn-1(Eyj) = (=1)%dy (Ez)) = 1.

=1

Zum Beweis der Eindeutigkeit der Determinante wird benotigt:

Lemma 1.6. Sei d : "R* — R multilinear und alternierend.
Dann gilt fiir alle aq,...,a, € "Rund1<i<j<n:

1. Falls a; = a; ist, so ist d(ay,...,a,) = 0.
2. d(a1,...,0i1,05,Qit1, ., Gj_1, Qiy Qjg1, - . -, ) = —d(ay, . ..
Beweis.
(a) Zeige: Seien 1 < i < j < fest. Gilt dann 1. fiir alle a4, . .
alle aq, ..., a, erfiillt.
Beweis. Fiir aq,...,a, € "R fest und z,y € "R sei
f(.Z', y) = d(al, sy 041, T Qg1 - - -, ajfla Y, aj—f—la s

Dann ist zu zeigen:

Vze™R: f(z,2) =0 = Vz,y € "R: f(y,z) =

)

., Qp, SO ist auch 2. fiir

).

_f(xay)'

Gelte also f(x,z) = 0 fiir alle z € "R. Dann gilt fiir alle z,y € "R:
O=fletyz+y) = flz,z+y)+f(y,2+y)

d multilin.

L= flz,z) +f(z,y)+ fly,z) + f(y,v),
multilin., N — ——
=0 =0

woraus die Behauptung folgt.

(b) Nun ist noch 1. zu zeigen.

Sind 7 und j benachbart, also 7 =i+ 1, so gilt 1., da d alternierend ist. Dann
gilt aber nach (a) auch 2., d.h., beim Vertauchen zweier benachbarter Spalten

andert sich das Vorzeichen von d.

Jetzt kann 1. fiir beliebige 1 <17 < j < n gezeigt werden. Die Matrix

(@1, .y Oy, )

lasst sich durch Vertauschen aufeinanderfolgender Spalten (vertausche i-te und
i + 1-te Spalte, dann i + 1-te und ¢ + 2-te Spalte, usw.) iiberfiihren in

(al, sy A1, G4, Ay g1, - - .,an).
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Diese Matrix kann nun wiederum durch Vertauschen aufeinanderfolgender
Spalten (vertausche j-te und j — 1-te Spalte, dann j — 1-te und j — 2-te Spalte,
usw.) iiberfiihrt werden in

(0,1, sy 15 Qs Qi 1y - -y A1, Ay Ay Qg1 - - -aa'n)-

Hierbei ist eine Vertauschung mehr notwendig als bei der ersten Umformung.
Insgesamt wird also eine ungerade Anzahl von Vertauschungen durchgefiihrt.

Nach der Voriiberlegung dndert sich bei jeder dieser Vertauschungen das Vorzei-

chen von d. Hieraus folgt die Behauptung. O

Definition 1.7. Sei 0 € S,,. Schreibe ¢ = 71 -- -7, mit m > 0 und Transpositionen
Ti, ..., Tm, was nach Satz 3.8 aus Kapitel IT moglich ist. Dann heifit sign(o) := (—1)™
Vorzeichen (signum) von o.

Satz 1.8. sign : S, — {£1} C R, o > sign(o) ist wohldefinierter Gruppenhomomor-
phismus.

Beweis.
1. Zeige: sign(o) ist wohldefiniert, d.h. unabh#ngig von der Wahl der Darstellung
O=T1"Tm
in der Definition 1.7. (Diese Darstellung ist nicht eindeutig.)

Beweis. Sei d : "R" — R eine Determinante. (d existiert nach Satz 1.5.) Ist
0 =Ty ---Ty wie in der Definition, so gilt fiir alle a4, ..., a, € "R:

d(ao(1), - - -+ Qon)) = ACry(ry.rim (1)) - - - 5 i (73 ()
(_1)d(aT2"'Tm(1)’ R a’rz...Tm(n))

1.6
=...=(-1)"d(ay,...,a,).
Insbesondere ist damit
d(ea(l), PP ea(n)) = (—l)m d(el, A ,en) = (—1)m
N————

=d(E)=1
unabhingig von der Wahl der Darstellung o0 = 71 - - - 755,

2. Zeige: sign ist Homomorphismus.

Beweis. Seien o, p € S,. Schreibe ¢ =71 -+ -7, und p = 7| - - - , 7/ mit Transposi-
tionen 7y, ..., 7y, 7{,...,7. Dann ist op =7 ... 7,7 ... 7/, woraus

sign(op) = (=1)™*" = (=1)"(~1)" = sign(0) sign(p)
folgt. O

Definition 1.9. Sei A = (a;;) € "R". Dann heifit

det(A) = Z Sign(a)aa(l)lag(g)z .. .aa(n)n

oESy

Determinante von A.
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Satz 1.10.
1. Ist d : "R* — R multilinear und alternierend, so gilt fiir alle A € "R":

d(A) = det(A) - d(E).

2. FEs gibt genau eine Determinante "R* — R, ndmlich det.

Beweis.
1. Sei A = (a;j) € "R" mit den Spalten ay,...,a,. Dann ist a; = > | a;;e;, wobei
é1,--.,e, die Standardbasis des "R ist. Damit gilt:
d(A) = d(ay,...,a,)
n n n
= d (Z a,-lleil, Z aizgeh, P Z ainnein>
i1=1 10=1 in=1
d m11:1tilin_ . Z a’ill P ainnd(eil, ceey ein)
Sttsentn <R =0, falls 3 kAL:
1 =1%]
= Z Ag(1)1 - - - Og(n)n Ei(eau), . -aea(n))l
7€Sn B 1_E;sign(ﬂar)d(el ..... en)
= det(A)d(E).
2. Folgt aus Satz 1.5 und 1. O

Folgerung 1.11. Sein > 1, und sei A = (a;;) € "R*. Dann gilt:
1. Leibniz-Formel:

det(A) = Z sign(a)ag(l)l  Oo(n)n
= Z sign(o)aie(1) * * - Gnon) = det(AT).

2. Laplace’scher Entwicklungssatz:
(a) Entwicklung nach der i-ten Zeile fir 1 <i <mn:

n

det(A) = Z(—l)”jaij det(Aw)
j=1
(b) Entwicklung nach der j-ten Spalte fir 1 < j < n:

n

det(A) = (1) a;; det(Ay).

i=1

3. det(A) ist multilinear als Funktion der Spalten oder Zeilen von A.
4. det(A) =0, falls A zwei gleiche Spalten oder Zeilen hat.
5. Fiir Spalten (ebenso Zeilen) ay, ..., a, von A und o € S, gilt:

det(aqs(1), - - -, Ag(n)) = sign(o) det(A).
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Beweis.
1. Es gilt
det(4) = > sign(o) Qo1 Go(nn,
oESy i -1 =
=sign(c—1), =015-1(1)"" e —1(n),
da sign(oc—1)=sign(o)~! ga (0(2),8)=(j,0~1(4))
mit j=o(¢)
= Z sign(Ufl)am—l(l) **po=1(n)
UESn
= Z sign(o)ais(1) -+ * Gno(n)-
0€Sn

Hierbei wurde bei der letzten Gleichheit verwendet, dass S, — S,, o — o~}
bijektiv ist, mit Umkehrabbildung o — o~! (wie in jeder Gruppe).
2. (a) Gilt nach Satz 1.5 wegen der Eindeutigkeit der Determinante.
(b) Sei B = AT = (b;;). Nach 1. gilt dann fiir alle 1 < j < n:

n

det(A) =det(B) = > (=1)7™* by det (Bj).

(a) 1 ~ ——

N =ag; =(Ag;)T

N——
=det(Ay;) wegen 1.

3., 4., 5. Klar fiir Spalten.
Wegen 1. gelten die entsprechenden Aussagen dann aber auch fiir Zeilen. [

Folgerung 1.12 (Multiplikationssatz). Seien A, B € "R". Dann gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Sei A fest. Betrachte d(B) := det(AB) als Funktion der Spalten b1, ...,b,
von B. Wegen d(B) = det(Aby,..., Ab,) und der Definition der Determinante ist d
multilinear und alternierend. Somit gilt nach Satz 1.10

det(AB) = d(B) = det(B) d(E) = det(B) det(A).

Folgerung 1.13 (Kistchenregel). Sei

A x * *

Ay x %
A= ) e "R"
. *
0 Ay
mit quadratischen Matrizen A+, ..., Ag. Dann gilt

det(A) = det(A;) det(Ay) - - - det(Ag).
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Beweis. Induktion nach k:

1. k= 1: Klar.
2. k = 2: Betrachte
A1 %
d(Al) = det,
0 A,
als Funktion der Spalten von A;. Offenbar ist d multilinear und alternierend.
Also gilt nach Satz 1.10

Al *
det = d(A;) = det(A,) d(E).
0 A
Dann folgt die Behauptung aus
1 0 0
dE)=det | | =det(4y).
&) 0 1 0 (42)
0 --- 0 Ay
Hierbei ergibt sich die letzte Gleichheit durch wiederholtes Entwickeln nach der
1. Spalte.
3. Induktionsschritt von £ — 1 auf & fiir £ > 3:
A1 *
AQ % A2 *
det . = det(A;) det )
0 .. Fill 0 A
0 Ak k=2 N -~ k J/
I?/det(Az)---det(Ak)
O
Beispiel 1.14. Sei
1 0 11 12
-5 2 13 14
A= 00 2 3
00 1 O

Dann gilt
10 2 3
det(A) = det ( 5 9 > det ( 10 > =2-(=3)=—6.

Definition 1.15. Sei A = (a;;) € "R". Dann heifit A = (@;;) € "R mit

aij = (—1)i+j det(AJ,)
fiir alle 1 < 4,57 < n komplementire Matrix (oder Adjunkte) zu A. (Hierbei
beachte man die Reihenfolge der Indices!)

(: g) € 2R?.

Beispiel 1.16. Sei
A

I
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Wegen

gilt dann

wie in Aufgabe 3 von Blatt 3.

Satz 1.17. Sei A € "R*. Dann gilt AA = AA = det(A)E.
Beweis. Es wird AA = det(A)E, d.h.

Z aij&jk = 5ik det(A)
j=1

fiir alle 1 < 4, k < n gezeigt. Ebenso ergibt sich AA = det(A)E.
1. Fall: + = k. Dann gilt

Z QijQji = Z aij(—1)" det(4;;) = det(A)
J=1 j=1

nach dem Entwicklungssatz.
2. Fall: 7 # k. Sei B = (b,s) € "R" diejenige Matrix, die aus A entsteht, indem die
k-te Zeile von A durch die i-te Zeile von A ersetzt wird, also mit den Zeilen

ai,-..,0, von A:
(o)

a;

Qg—1
Q;
Ar+1

oy

Dann gilt by; = a;; und By; = Ay, fiir alle 1 < j < n. Damit ist

Z aij&jk = Z bkj (—1)j+k det(Akj)
j=1 j=1

j=1

= det(B) = 0.
Hierbei gilt die vorletzte Gleichheit nach dem Entwicklungssatz und die letz-
te, da B zwei gleiche Zeilen hat. O

Folgerung 1.18. Sei A € "R". Aquivalent sind:
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1. A ist invertierbar.

2. det(A) #0.
In diesem Fall ist A~ = detl(A)fl.
Beweis.

1. = 2. Aus der Voraussetzung AA~! = F folgt mit dem Multiplikationssatz 1.12:
det(A) det(A 1) = det(AA ') = det(E) = 1.

Also ist det(A) # 0.

2.= 1. Setze A' := g5y A. Dies ist wegen det(A) # 0 moglich. Nach Satz 1.17 gilt
dann

1

~ det(A) _dv":(A)E

AA =FE.

Somit ist A invertierbar, und das Inverse ist durch die angegebene Formel gege-
ben. 0

Definition 1.19. Sei n > 1.
1. SL,(R) := {A € "R" | A invertierbar, det(A) = 1} heifit spezielle lineare
Gruppe.
2. SO,, := {A € "R" | A orthogonal, det(A) = 1} heifit spezielle orthogonale
Gruppe.

Folgerung 1.20.

1. SL,(R) € GL,(R) und SO,, C O,, sind Untergruppen.
2. Fir alle A € O, gilt det(A) =1 oder det(A) = —1.

Beweis.
1. Folgt entweder aus dem Multiplikationssatz 1.12 oder da nach Definition gilt:

SL.(R) = Ke(det : GL,(R) — R\ {0}),

wobei det : GL,(R) — R\ {0} wegen 1.12 ein Homomorphismus von multiplika-
tiven Gruppen ist.
Ebenso ist SO,, = Ke(det : O,, —» R\ {0}).
2. Sei A orthogonal, also AAT = E. Dann gilt

det(A) det(AT) = det(AAT) = det(F) = 1.

AuBerdem ist nach 1.11: det(A”) = det(A). Somit gilt insgesamt det(A)? = 1,
woraus det(A) = £1 folgt, da det(A) € R. O

Definition 1.21.

1. Sei A € O,, also f4: "R — "R orthogonale Abbildung.

(a) fa heifit eigentlich orthogonal oder Drehung :& det(A) = 1.

(b) fa heifit uneigentlich orthogonal oder Spiegelung :< det(4) = —1.
2. Sei A € "R", also fs: "R — "R.

(a) fa heifit orientierungserhaltend :& det(A4) > 0.

(b) fa orientierungsumkehrend :& det(A4) < 0.
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Bemerkungen 1.22.

1. Im Fall n = 2 sind Drehungen bzw. Spiegelungen die ebenen Drehungen bzw.
Spiegelungen an Geraden durch den Nullpunkt wie in Teil II.
2. Nach Folgerung aus der QR-Zerlegung gilt: Jede Matrix A € SO,, ist Produkt

™n=1) ehenen Drehmatrizen.

von 2

Bemerkungen 1.23 (Berechnung von Determinanten).
1. Wende Entwicklungssatz nach passender Zeile oder Spalte an, falls mehrere Ko-
effizienten 0 sind.
2. Forme A durch elementare Zeilenumformungen um in eine Stufen-Matrix

(03] *
B =
0 Qy,

Dann ist det(B) = «; - - - a;, nach der Késtchenregel 1.13, und det(A) ldsst sich
leicht aus det(B) berechnen, denn:
(a) Bei Multiplikation einer Zeile mit o € R wird det mit o multipliziert.
(b) Beim Vertauschen von Zeilen #ndert det das Vorzeichen.
(c) Beim Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen dndert sich
det nicht, z.B.:

aq aq aq
as + oay a9 a1
det as = det as | T adet as |
——
=0
da det multilinear und alternierend, wobei a1, as, ..., a, die Zeilen von A

sind und o € R.
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