


5. Vektorraume

Die lineare Algebra ist die Theorie der Vektorrdume. Vektoren und Vek-
torrdume treten in vielfacher Gestalt und in vielen Anwendungen auf. So-
wohl die Technik, als auch die theoretische Physik kommen ohne den Begriff
des Vektorraumes nicht aus. In Anwendungen werden hiufig Vektoren ver-
wendet, um die Lage von Punkten in der Ebene, im Raum oder sogar in
hoher dimensionalen Rdumen durch ihre Koordinaten zu beschreiben. Es
gibt jedoch auch viele andere Beispiele fiir Vektorrdume, die in den prakti-
schen Anwendungen sehr wichtig sind. Wir nennen hier nur einige Gebiete,
in denen die Vektorrdume als zentrales Hilfsmittel verwendet werden: lineare
Gleichungssysteme, Approximationstheorie, Kryptographie, Stochastik, Oko-
nomie, Spieltheorie, Computer Graphik, Statik, Genetik, Computer Tomo-
graphie, elektrische Netzwerke. Der Begriff des Vektorraumes greift also weit
iiber die Mathematik hinaus, ist aber auch grundlegend fiir den Aufbau der
gesamten weiteren Mathematik.

5.1 Grundbegriffe, Untervektorrdume

Wir definieren in diesem Abschnitt den fiir uns zentralen Begriff eines Vek-
torraumes. Wir werden eine sehr allgemeine Definition geben. Die Definition
bezieht sich dabei auf einen als fest vorausgesetzten Korper K.

Definition 5.1.1 Sei K im folgenden ein fest gewéhlter Korper. Seine Ele-
mente werden auch Skalare genannt. Eine Menge V' zusammen mit einer
Addition

VxVsww—v+tweV

und einer Multiplikation mit Skalaren aus K

KxVs(av)—a-veV
heifit ein Vektorraum (iiber dem Korper K, auch K-Vektorraum), wenn die
folgenden Gesetze erfiillt sind:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe,
2. Vo, € K,v € V|a-(6-v) = (a- ) - v] (Assoziativgesetz der Multiplika-
tion),



142 5. Vektorraume

3. Vae K,v,w € V|a- (v+w) = a-v+ «a-w| (1. Distributivgesetz),
4. Vo, e K,v e V[(a+ 08) -v=a-v+ v (2. Distributivgesetz),
5. fur 1in K gilt Vv € V[1 - v = v] (Gesetz von der Eins).

Die Elemente eines Vektorraumes V' werden Vektoren genannt. Das neu-
trale Element der Gruppe (V,+) wird mit 0 € V' bezeichnet und heifft Null-
vektor. Wir werden in Zukunft grundsétzlich den Multiplikationspunkt fort-
lassen und schreiben av := « - v.

Beispiele 5.1.2 1. Offenbar ist der Koérper K selbst mit seiner Addition
und Multiplikation ein Vektorraum.

2. Der Vektorraum 0, genannt der Nullvektorraum, der nur aus einem Ele-
ment besteht, ist ein Vektorraum, denn die Addition und Multiplikation
sind vollstdndig festgelegt und erfiillen trivialerweise die Vektorraumge-
setze.

3. Als néchstes Beispiel betrachten wir die ,,reelle Ebene“. Die Menge V' sei
dabei die Menge der Paare (x,y) von reellen Zahlen, also R x R oder R2.
Jeden Punkt der Ebene kann man eindeutig festlegen durch die Angabe
seiner z-Koordinate und seiner y-Koordinate. Die Addition in V = R?
sei definiert durch die komponentenweise Addition der Paare, also durch

(@, B) + (7,0) = (a+, 6 +9).

Die Multiplikation mit Skalaren aus dem Korper R der reellen Zahlen sei
die komponentenweise Multiplikation eines Paares mit einer reellen Zahl,
also

a(B,7) = (af, o).
Weil wir dann in jeder Komponente einzeln rechnen, ergeben sich die
Vektorraumgesetze unmittelbar aus den Korpergesetzen von R.

4. Ein weiteres Beispiel ist die Menge V' := R"™ der n-Tupel reeller Zahlen.
Die Addition auf V definieren wir wie bei den Paaren komponentenweise

(é-lv'“?é-n)—’_(nla"wnn) = (51 +n157€n+n’ﬂ)

Ebenso definieren wir die Multiplikation mit Skalaren komponentenweise

a(&y,.. ., &) = (akr,...,ak,).

Damit lassen sich die Axiome fiir einen Vektorraum leicht nachrechnen.
Wir wollen hier auf die Rechnung verzichten.

5. Ein fiinftes Beispiel fiir einen Vektorraum ist die Menge der Quadrupel
(€15 &a) mit &1+ & + &3+ 864 =0, also

Vo= {(81,82,83,64)[61,62,63,64 € R, & 4 & + &3+ &4 = 0F.

Auch diese Menge bildet einen Vektorraum mit komponentenweiser Ad-
dition und Multiplikation. Diesen Vektorraum, obwohl er ,,dreidimensio-
nal® ist, konnen wir uns schlecht vorstellen. Er ist jedoch typisch fiir viele
auf diese Weise konstruierte Vektorraume.
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6. Wenn L ein Korper ist und den Korper K C L als Unterkorper enthélt,
dann ist L mit der Addition eine abelsche Gruppe. Die Multiplikation von
Elementen aus L mit Elementen aus K erfiillt offenbar alle Vektorraum-
gesetze. Also ist L ein Vektorraum iiber dem Korper K. Insbesondere
ist R ein Vektorraum iiber Q, weiter ist C ein Vektorraum iiber R und
schliellich ist auch C ein Vektorraum iiber Q.

Wir kommen zu einer allgemeinen Methode, neue Vektorrdume aus schon
vorhandenen zu konstruieren.

Lemma 5.1.3 Sei V ein Vektorraum und I eine Menge. Dann ist die Menge
der Abbildungen Abb(I,V) =T][,;V = V! mit komponentenweisen Operatio-
nen ein Vektorraum.

Beweis. Wie bei den Gruppen in Kapitel 3 definieren wir die Addition von
Familien durch (v;) 4+ (w;) := (v; +w;). Die Multiplikation mit Skalaren wird
durch a(v;) := (awv;) definiert. Da die Vektorraumgesetze in jeder Kompo-
nente einzeln erfiillt sind, sind sie auch fiir die Familien erfiillt.

Beispiele 5.1.4 1. (Hauptbeispiel fiir Vektorrdume): Da K ein Vektor-
raum ist, ist auch &K' nach Lemma 5.1.3 ein Vektorraum fiir jede Menge
1.

2. Wir definieren den Vektorraum K" als K mit I = {1,...,n}. Die Ele-
mente sind n-Tupel (aq,...,q,) mit Koeffizienten aus K. Sie werden
auch Zeilenvektoren der Lange n genannt. Die zuvor angegebenen Bei-
spiele 2. und 3. fallen unter diese Konstruktion.

3. Der Vektorraum K, soll ebenfalls als K7 definiert sein mit I = {1,...,n}.
Seine Elemente sollen jedoch als Spaltenvektoren

o

o2

geschrieben werden.
4. Der Vektorraum K7 = K™ wird als K! mit I = {1,...,m} x
{1,...,n} definiert. Wir schreiben jeden Vektor als rechteckiges Schema

11 . A1n

Am1  --- Omn

und nennen einen solchen Vektor eine m x n-Matriz (Plural: Matrizen).
Die Zeilenvektoren der Form («1, ..., iy, ) heiflen dabei die i-ten Zeilen
der Matrix, die Spaltenvektoren der Form

Cklj

Qpj
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heiflen die j-ten Spalten der Matrix. m heifit die Zeilenzahl, n die Spal-
tenzahl. Insbesondere kénnen Matrizen gleicher Zeilen- und Spaltenzahl
addiert werden und mit Skalaren multipliziert werden.

5. Die Folgen reeller Zahlen RY bilden bei komponentenweiser Operation
einen Vektorraum iiber den reellen Zahlen (kurz einen reellen Vektor-
raum), den Folgenraum.

6. Die reellen Funktionen Abb(R,R) bilden einen reellen Vektorraum, den
Funktionenraum, wenn man Addition und Multiplikation mit Skalaren
auf den Werten der Funktionen definiert: (f + ¢)(a) = f(a) + g(«) und

(af)(B) = af(B).

Lemma 5.1.5 (Rechengesetze in Vektorrdumen) Sei V' ein K -Vektorraum.
Dann gelten fiir Elemente o, 8 € K,v,w,€ V und fiir die Elemente O ,1x €
K und Oy € V:

1. OKv = Ov = OéOV,
2. (—a)v = —(av) = a(—v),
3. av =0y = a=0g Vv=_0y.

Beweis. 1. Wir bezeichnen die Null in K und in V' mit demselben Symbol 0.
Aus 0v = (04 0)v = Ov + Ov erhalten wir durch Kiirzen 0 = Ov. Analog gilt
a0 = a0+ 0) = a0 + a0.

2. Wir weisen nach, da§ (—a)v das inverse Element bei der Addition zu
av ist. Es ist ndmlich av + (—a)v = (@ 4+ (—a))v = 0v = 0. Ebenso ist
av + a(—v) = a(v + (—v)) = a0 = 0.

3. Wenn a = 0 gilt, brauchen wir nichts zu zeigen. Wenn av = 0 und
a # 0 ist, dann gibt es ein Inverses a™!, und es ist v = v = (a ta)v =
a Y av) = a0 = 0, was zu zeigen war.

In jedem Vektorraum (# 0) wird es Teilmengen geben, die selbst wieder
einen Vektorraum bilden. Ein Beispiel dafiir kennen wir schon als Beispiel
5.1.2 5. Der dort definierte Vektorraum V ist Teilmenge von R*. Das fiihrt
uns zu dem Begriff des Untervektorraumes.

Definition 5.1.6 Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine nichtleere
Teilmenge U C V von V heifit Untervektorraum, wenn gelten

1. fiir alle u,v’ € U ist u +u' € U, d.h. U ist beziiglich der Addition von
V' abgeschlossen,

2. fiir alle v € U und alle « € K ist au € U, d.h. U ist unter der
Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen.

Man sieht leicht, daf} jeder Untervektorraum selbst wieder ein Vektorraum
wird, mit der Addition und der Multiplikation mit Skalaren wie in V' defi-
niert. Wir priifen das hier nicht nach, bemerken aber, dafl wir so eine Fiille
von Beispielen fiir Vektorrdume erhalten, ohne dafl wir alle Axiome fiir einen
Vektorraum in jedem Einzelfall nachrechnen miissen. Zur Definition von Un-
tervektorrdumen werden wir immer eine Teilmenge von Elementen mit einer
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gemeinsamen Eigenschaft bilden und untersuchen, ob diese Eigenschaft beim
Bilden von Summen und Produkten mit Skalaren erhalten bleibt. Beispiel
5.1.2 5. ist so gewonnen worden.

Beispiel 5.1.7 Sei I eine Menge. Dann ist
KW .= {(v;) € K'|fiir nur endlich viele i € T gilt v; # 0}

ein Untervektorraum von K!. Wenn man nimlich zwei Familien (v;) und
(w;) in KU hat, so gilt auch fiir die Summe (v;) + (w;) = (v; + w;), daB
nur endlich viele Terme v; + w; von Null verschieden sind. Ebenso sind auch
in der Familie a(v;) = (awv;) nur endlich viele Terme von Null verschieden.
Dieser Vektorraum ist natiirlich nur dann verschieden von K!, wenn I eine
unendliche Menge ist.

Ein weiteres Beispiel ist der Durchschnitt von mehreren Untervektorraum-
en.

Lemma 5.1.8 Seien U; mit i € I # () Untervektorriume des Vektorraumes
V. Dann ist auch (\;c; U; ein Untervektorraum von V.

Beweis. Seien u,u’ € (,c; U; und sei a € K. Dann gilt u,u’ € U; fiir alle
1 € I. Da die U; Untervektorrdume sind, gilt dann u + v/, au € U; fiir alle
i, also auch u + u',au € [;c; U;. Damit sind die Bedingungen a) und b)
fiir einen Untervektorraum erfiillt. Sicher ist auch [);.; U; nicht leer, weil der
Vektor 0 in allen Untervektorrdumen U; und damit im Durchschnitt enthalten

ist.

Um auch den trivialen Durchschnitt mit I = () zu erfassen, definieren wir
ﬂi =) (]z =V.

Lemma 5.1.9 Seien Uy,...,U, Untervektorriume des Vektorraumes V.
Dann ist auch

Urt...+Un=> U
=1

= {u € V| es gibt Vektoren u; € U; firi=1,...,n mit u =1y + ...+ up}
ein Untervektorraum von V.

Beweis. Seien u,u’ € > ; U; und sei @ € K. Dann gibt es Vektoren u;, u} €
U, (i=1,...,n)mitu=us+...+u, und v’ = uf+...u,. Fir u+v und au
erhélt man dann u4v' = (u; +u))+. ..+ (u, +ul) und au = auy +. . . au,.
Damit haben wir wegen v + «/,au € Y., U; die Bedingungen fiir einen
Untervektorraum erfiillt. SchlieBlich ist Y-, U; trivialerweise nicht leer, weil
0=0+4...+0e >, U gilt.
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Wenn man eine unendliche Familie von Vektoren (v;|i € I) mit einer
beliebigen Indexmenge I hat und nur endlich viele Vektoren v; von Null
verschieden sind, dann mochte man genau diese Vektoren addieren. Wir be-
merken zunéchst, dal man zu dieser endlichen Summe v;, + ...+ v;, wobei
die v;,, ..., v;, genau diejenigen Vektoren sind, die von Null verschieden sind,
auch noch beliebig endlich viele Exemplare des Nullvektors addieren kann, oh-
ne diese Summe zu dndern. Es ist aber recht unbequem, immer darauf hinwei-
sen zu miissen, dafl man nun genau oder mindestens iiber alle diejenigen Vek-
toren v; einer Familie (v;|i € I) summiert, die von Null verschieden sind. Man
schreibt daher ), _; v; fiir diese Summe der endlich vielen von Null verschie-
denen Vektoren. Es handelt sich also genau genommen nicht um eine unend-
liche Summe, sondern lediglich um die Summe von endlich vielen Vektoren.
Man kann zwei solche Summen addieren: ),y u; + > ;o vi = D e (ui +v;)
und mit einem Skalar multiplizieren: o), ; u; = Y, (ou;), da jeweils ins-
gesamt nur endlich viele Terme von Null verschieden sind. Diesen Begriff wol-
len wir jetzt zur Definition der unendlichen Summe von Untervektorrdumen
verwenden.

Definition 5.1.10 Sei I # @ eine Menge und (U;|¢ € I) eine unendliche
Familie von Untervektorrdumen des Vektorraumes V. Dann definieren wir

Z U, = {Z w;|Vi € Iu; € U;] und nur endliche viele u; # 0}.
iel iel
Man beweist wie zuvor

Lemma 5.1.11 Sei (Ui € I) eine Familie von Untervektorriumen des Vek-
torraumes V. Dann ist auch ), ; U; ein Untervektorraum von V.

Es handelt sich hier tatséchlich um eine echte unendliche Summe von Un-
tervektorrdumen, d.h. alle Untervektorrdume der Summe kénnen vom Null-
vektorraum verschieden sein. Es werden aber trotzdem nur endliche Summen
von Vektoren verwendet.

Man kann leicht wieder Rechenregeln fiir das Rechnen mit Untervek-
torriumen U; von V beweisen. Wir fithren hier nur einige relevante Regeln
ohne Beweis an:

Ui +Us =Us 4+ Uy,

(Uy 4+ Uz) +Us = Uy + (Uz + Us),

(Ul N UQ) + (Ul N Ug) cUin (Ug + U3),
U, + (Ug N U3) C (Ul + U2) N (Ul + U3),

0+U =1,
0NU =0,
V+U=V,
VNU=U,

wenn U; C Us gilt, dann ist
(U +Ux)NUs = Uy + (U N Us), (modulares Gesetz).
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Ubungen 5.1.12 1. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorriume
der angegebenen reellen Vektorrdume?
a) {(A, 2\, 3)\)|)€R}CR?

b) {(A, 2\, 3X\)|A€Q} CR3,

c) {(1+X, 1-X)|XeR}CR?

d) {(& n, C)eRE+n*+ =1} CR?,

e) {(§7 , C)ER?|2§+3UZC}KCR37

f) {(& n () eR}én=(} CR?,

g) {(=, y, z)[a®+3zy+y> =0} CR?,

h) {(z, y, 2)[z*—2zy+y*> =0} CR?

i) {(=, y, 2)]z%+32y+y? =0} C C3 (reeller oder komplexer Un-

tervektorraum).
2. Stellen Sie fest, ob die folgenden Summen definiert sind, und bestimmen
Sie ihre Werte, soweit moglich:
a) 2-(0, 1)+5-(1, 1)—4-(2, 1),
3
by2-11]+5-(1, 0, 1),
2
c) (1, 0, 1)+ (0, 1, 0, 1).
3. Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig sind (ja/nein).
a) Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt fiir alle v € V: Ov = 0.
b) Sei V ein Vektorraum iiber K und v ein Vektor aus V, der nicht der
Nullvektor ist. Dann folgt aus av = 0, dafl @ = 0 ist.
4. Sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K, und sei X eine Menge. Zeigen
Sie, daf die Menge aller Abbildungen Abb(X, V') von X nach V in Bezug
auf die Verkniipfungen

Abb(X,V) x Abb(X, V) — Abb(X, V), (f,g) — f+g
mit (f + g)(z) := f(z) + g(=) und
K x Abb(X,V) — Abb(X, V), (o, f) — of

mit (af)(z) = a(f(z)) ein Vektorraum ist. (Sie sollen also die Vektor-
raumaxiome detailliert iiberpriifen.)
5. Sei

G:={f:R—=R|VzeR[f(—z) = f(x)]}

der Raum der geraden Funktionen und
U:={f:R—=R|VzeR[f(-z) = —f(x)]}

der Raum der ungeraden Funktionen.

a) Zeigen Sie, da G und U Untervektorrdume des Vektorraumes
Abb(R,R) sind.

b) Zeigen Sie: Abb(R,R) =G+ U.
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6. Zeigen Sie: Ein Vektorraum kann nicht Vereinigung von zwei echten Un-
tervektorrdumen sein.

7. Zeigen Sie: Enthélt der Grundkorper unendlich viele Elemente, so kann
ein Vektorraum iiber diesem Koérper nicht Vereinigung von endlich vie-
len echten Untervektorrdumen sein. (Hinweis: Man schliefle durch Wi-
derspruch und verwende das Dirichletsche Schubfachprinzip: Ist V' doch
Vereinigung von endlichen vielen Untervektorrdaumen Uy, ..., U,, so kann
man n so klein wie moglich wéhlen. In dieser Situation gibt es u; € Uy
und us € Us, die jeweils in keinem anderen Untervektorraum liegen.
(Warum?) Fiir n + 1 verschiedene Zahlen Aq,...,A,11 € K betrachte
man die Vektoren uy + Ajug, ..., u1 + Any1uz.)

8. In 3.6.10 wurde die Menge der reellen Polynomfunktionen

P={f:R—R[3neNia,...,an € RVz € R[f(z) = ) _a;a']}
1=0

eingefiihrt. Zeigen Sie, dafl P ein reeller Vektorraum ist.

9. In 3.6.7 wurde gezeigt, dal die Menge Z/(2) ein Korper (mit zwei Ele-
menten) ist. Zeigen Sie:
a) Die Menge {0, a,b, ¢} mit der durch die Gruppentafel

beschriebenen abelschen Gruppenstruktur und einer geeeigneten Mul-
tiplikation mit Skalaren ist ein Vektorraum iiber dem Korper Z/(2).
b) Fiir jeden Z/(2)-Vektorraum V gilt Vv € Vv + v = 0].
c¢) Es gibt keine Z/(2)-Vektorraumstruktur auf der Menge {0, a, b, c},
deren Addition durch die Gruppentafel

beschrieben wird.
10. Sei V' ein R-Vektorraum. Zeigen Sie: Mit der durch

(v,w) + (z,9) = (v+z,w+y)
(a4 Bi) - (v,w) = (av — Bw, aw + Bv)

fiir v,w,z,y € V und «, 8 € R beschriebenen Addition und Multiplika-
tion mit Skalaren ist V' x V ein C-Vektorraum.
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11. Beweisen Sie das modulare Gesetz: Sind V ein K-Vektorraum und Uy,
Us, Us C V Untervektorrdume mit U; C Us, dann ist (Uy + Uz) N Uz =
Ui + (U2 N Us).

5.2 Linearkombinationen, Basen, Dimension

Nachdem wir bisher nur ganze Vektorrdume studiert haben, soll jetzt das
eigentliche Rechnen mit Vektoren betrachtet werden. Da wir in jedem Vek-
torraum Vektoren addieren kénnen, auch mehr als zwei Vektoren, und diese
Vektoren zudem mit Elementen aus dem Koérper multipliziert werden kénnen,
konnen wir allgemeinere Ausdriicke der folgenden Form bilden:

n
E QU = U1 + ...+ apU,.
i=1

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir solche Summen sogar fiir Familien
mit unendlich vielen Vektoren gebildet, sofern nur endlich viele der Vektoren
von Null verschieden sind. Das kann in einem Ausdruck der Form Eie 1 04
z.B. dadurch geschehen, dafl nur endlich viele Skalare a; von Null verschie-
den sind, oder auch dadurch, dal nur endlich viele Vektoren v; von Null ver-
schieden sind. Daher setzen wir allgemein, wenn wir eine Summe der Form
> icr @v; schreiben, immer stillschweigend voraus, dafl nur endlich viele der
Produkte a;v; # 0 sind.

Definition 5.2.1 Eine Summe Ziel a;v; mit v; € V und oy € K, wobei nur
endlich viele o;v; # 0 sind, wird Linearkombination der Vektoren v; mit den
Koeffizienten o; genannt. Fiir n = 1 definieren wir

1
E ;U ‘= QU
i=1

Fiir n = 0, also eine leere Summe (ohne Summanden), definieren wir

0
g U = g a;v; = 0.
i€ i=1

Definition 5.2.2 1. Seien V ein Vektorraum, X C V eine Teilmenge und
v € V ein Vektor. Wir sagen, dafl v von X linear abhdngig ist, wenn es
eine Darstellung v = } .y a,v gibt, oder genauer, wenn es Vektoren
v1,...,U, € X und Skalare ay,...,qa, € K so gibt, dafl v = Z?:l ;0;
gilt, d.h. dafl v eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, ist. Wir
lassen dabei auch die Moglichkeiten n =0 und n =1 zu.

2. Die Menge der von einer Teilmenge X C V linear abhéngigen Vektoren
heifit die von X erzeugte oder aufgespannte Menge (X). Ist X = (), so

gilt () = {0}.
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3. Eine Teilmenge X C V eines Vektorraumes V wird Erzeugendenmenge
genannt, wenn jeder Vektor v € V linear abhéngig von X ist, d.h. wenn
jeder Vektor aus V eine Linearkombination von Vektoren aus X ist. Mit
anderen Worten gilt V' = (X) genau dann, wenn X eine Erzeugenden-
menge von V ist.

4. Der Vektorraum V heiflt endlich erzeugt, wenn es eine endliche Erzeu-
gendenmenge fiir V' gibt.

5. Eine Teilmenge X C V eines Vektorraumes V heifit linear unabhdngig,
wenn keiner der Vektoren aus X von den {ibrigen Vektoren aus X linear
abhéngig ist. Gleichbedeutend damit ist die folgende Aussage: Sind o, €
K fiir alle v € X so gegeben, da8 ) _ a,v = 0 gilt, dann gilt a, =0
fiir alle v € X. Ist X nicht linear unabhéngig, so heifit X linear abhdngig.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dafl jede Teilmenge einer linear
unabhéngigen Menge wieder linear unabhéngig ist, und dafl jede Obermenge
einer Erzeugendenmenge wieder eine Erzeugendenmenge ist. Auflerdem ist
jede Obermenge einer linear abhéingigen Menge linear abhéngig.

Lemma 5.2.3 Sei X C V ecine Teilmenge des Vektorraumes V. Dann ist
die von X erzeugte Menge (X) ein Untervektorraum von V.

Beweis. Sicher ist 0 € (X) als Linearkombination ohne Summanden. Also ist
(X) # 0. Seien v; = > .y 0@ mit j = 1,2 zwei beliebige Elemente aus
(X). Sei weiter 8 € K. Dann sind

v+ vy = (Y aenx) + (Y amer) = Y (01 + aga)a

rzeX zeX zeX

und

Bor = B(Y anz) =) (Baw)z

rzeX rzeX

ebenfalls Elemente von (X). Also ist (X)) ein Untervektorraum.
Beispiele 5.2.4 1. Im Vektorraum R? gilt
(—7,6) = 3(1,2) — 5(2,0).

Also ist (—7,6) von der Menge {(1,2),(2,0)} linear abhéingig. Ebenso ist
(5,7) von der Menge {(1,0), (1,1), (0,1)} linear abhiingig. Es gilt ndmlich

(5,7) =2(1,0) + 3(1,1) +4(0, 1).

Eine unserer Aufgaben wird es sein, die Koeffizienten (hier 2, 3 und
4) zu finden, die in einer Linearkombination zur Darstellung von (5,7)
verwendet werden miissen. Sie werden im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt sein, d. h. wir werden verschiedene Wahlméglichkeiten haben.
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2. Im Vektorraum R3 gilt

Jedoch ist (1,0, 0) von der Menge {(1,2,3), (3,2,1)} nicht linear abhéngig.
Gébe es ndmlich a und (§ mit

(1,0,0) = a(1,2,3) + 53(3,2,1),

so wiaren o und 3 Losungen des linearen Gleichungssystems

la+38=1,
2a+ 206 =0,
3a+ 18 =0.

Dieses Gleichungssystem hat aber offenbar keine Losung. (Die letzten
beiden Gleichungen lassen sich nur durch o = 3 = 0 erfiillen. Damit
kann aber die erste Gleichung nicht erfiillt werden.)

3. Wir bezeichnen mit e; = (0,...,1,...,0) die Vektoren in K™ mit 1 an
der i-ten Stelle und 0 an allen anderen Stellen. Die Menge der Vektoren
{e;]i =1,2,...,n} ist eine Erzeugendenmenge fiir den Vektorraum K™,
denn es gilt fiir alle Vektoren

(51) v agn) = Zflel
i=1

Weiterhin bemerken wir, dal {e;} eine linear unabhingige Menge ist.
Nehmen wir ndmlich ein e; aus dieser Menge heraus, so kann man durch
Linearkombinationen der iibrigen e; nur solche Vektoren darstellen, die
an der i-ten Stelle eine 0 haben, insbesondere also nicht e;.

4. Sei I eine beliebige Menge. Wir definieren eine Abbildung 6§ : I x [

— {0,1} durch
S 1 firi=j,
2, J) "{0 fiir i # j.

Diese Abbildung heiit auch Kronecker' Funktion, Kronecker Delta oder
Kronecker Symbol. Man schreibt oft d;; := 6(4, j). Die Vektoren

e; := (0i]7 € I)

liegen in dem Vektorraum K| denn es ist nur eine Komponente von
Null verschieden. Die Menge der Vektoren {e;|i € I} ist eine Erzeugen-
denmenge fiir den Vektorraum K (), denn es gilt fiir alle Vektoren

(&) = _¢&ej,
Jjel

! Leopold Kronecker (1823-1891)
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da in (&) nur endlich viele Komponenten von Null verschieden sind.
Weiterhin bemerken wir, daf§ {e;|i € I} eine linear unabhéngige Menge
ist. Nehmen wir namlich ein e; aus dieser Menge heraus, so kann man
durch Linearkombinationen der iibrigen e; nur solche Vektoren darstel-
len, die an der i-ten Stelle eine 0 haben, insbesondere also nicht e¢;. Man
beachte, da die e; jedoch nicht den Vektorraum K! erzeugen, weil es
Vektoren (Familien) mit unendlich vielen von Null verschiedenen Koeffi-
zienten geben kann, jedoch jede (endliche!) Linearkombination ), ; ase;
nur endlich viele von Null verschiedene Koeffizienten haben kann. Die e;
liegen aber auch in K !) und sind offenbar sogar eine Erzeugendenmenge
fiir diesen Untervektorraum.

5. Seinun V := {(&1,€2,85,64)[61, 62, €3, 84 € R, &+ & + 3+ &4 = 0}. Dann
liegen die Vektoren (—1,1,0,0), (=1,0,1,0) und (—1,0,0,1) in V und
bilden eine Erzeugendenmenge fiir V. Weiter ist diese Menge auch linear
unabhingig. Den Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser zur Ubung.

Lemma 5.2.5 Die Menge B im Vektorraum V ist genau dann linear ab-
hingig, wenn (mindestens) ein Vektor w € B Linearkombination der ibrigen

Vektoren ist:
w = Z Q0.
vEB, vFWw

Wenn die letzte Bedingung erfillt ist, dann sind die von B und von B\ {w}
erzeugten Mengen gleich:

(B) = (B\ {w}).

Beweis. Die erste Behauptung ist genau die Definition der linearen Abh#n-
gigkeit. In der zweiten Behauptung ist die Inklusion (B \ {w}) C (B) trivia-
lerweise wahr. Sei also v = _p B,v und w = ZUEB’v#w a,v. Setzen wir w
in die erste Summe ein, so erhalten wir

U = Z (ﬁv + ﬁwav)va

vEB,vF£wW
also die geforderte Eigenschaft.

Wir beachten insbesondere, daf} eine Menge B linear abhéngig ist, wenn
sie den Nullvektor enthilt. Andererseits ist die leere Menge linear unabhéngig.
Sie ist im Nullvektorraum auch eine Erzeugendenmenge.

Definition 5.2.6 Sei V ein Vektorraum. Eine Menge B C V heift eine Basis
fiir V, wenn die Menge B linear unabhéngig und eine Erzeugendenmenge von
V ist.

Satz 5.2.7 Die Menge {e;|i € I} ist eine Basis fir den Vektorraum KU,
genannt die kanonische Basis. Insbesondere ist {e;|i € {1,...,n}} eine Basis
fir K™.
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Beweis. Die Aussage wurde schon im Beispiel 5.2.4 4. gezeigt.

Da der Begriff der Basis fiir die lineare Algebra und analytische Geometrie
von hochster Wichtigkeit ist, wollen wir weitere dazu dquivalente Eigenschaf-
ten studieren.

Satz 5.2.8 Sei V' ein Vektorraum und B C V eine Teilmenge. B ist genau
dann eine Basis von V, wenn es zu jedem Vektor w € V eindeutig durch w
bestimmte Koeffizienten o, € K mit v € B gibt, so daf§

w = E Q.

veEB

Beweis. Sei B eine Basis. Dann 148t sich jedes w € V als Linearkombination
der b € B darstellen, weil B eine Erzeugendenmenge bildet. Um die Ein-
deutigkeit der Darstellung im Satz, d.h. der Koeffizienten in der Darstellung,
zu zeigen, nehmen wir an w = ) . p v = > - p Byv. Wir erhalten durch
Umstellen der Gleichung

Z(av — By)v =0.

vEB
Da B eine linear unabhéngige Menge ist, folgt o, — 3, = 0 fiir alle v € B oder
o, = [y fiir alle v € B. Also ist die Darstellung von w als Linearkombination
der v € B eindeutig.

Sei umgekehrt jeder Vektor eindeutig als Linearkombination der v € B
darstellbar, so ist B eine Erzeugendenmenge. Weiter ist der Nullvektor 0
eindeutig darstellbar als 0 = ) 5 0v, d.h. fiir eine Linearkombination 0 =
> wep @t muB notwendig a, = 0 fiir alle v € B gelten. Damit ist B aber
linear unabhéngig und eine Erzeugendenmenge, also eine Basis.

Wir werden unten fiir beliebige Vektorraume V zeigen, daf sie immer eine
Basis besitzen. Dieser Beweis ist jedoch nicht konstruktiv, fithrt also nicht
zur Angabe einer konkreten Basis. Man hat jedoch hiufig das Problem, daf}
eine konkrete Basis zum Rechnen benétigt wird. Deshalb beweisen wir diesen
Satz gesondert in einem besonders einfachen Fall, in dem wir konstruktiv eine
Basis angeben konnen. Diese Basis wird nur endlich viele Elemente haben.
Im allgemeinen gibt es aber auch Vektorrdume, die lediglich eine unendliche
Basis besitzen, die man nicht konkret angeben kann.

Satz 5.2.9 Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basts.

Beweis. Sei {by,...,b,} eine endliche Erzeugendenmenge von V. Wenn die
Erzeugendenmenge linear unabhéngig ist, dann ist sie eine Basis. Ist sie je-
doch linear abhéngig, so kénnen wir nach Lemma 5.2.5 ein w aus dieser Menge
entfernen, so daf} die verbleibende Menge wieder eine Erzeugendenmenge ist.
Sie hat dann aber nur noch n — 1 Elemente. Nach endlich vielen Schritten
muf} dieser Prozefl abbrechen mit einer linear unabhéngigen Erzeugenden-
menge (bei geeigneter Numerierung) {b1,...,by}. Diese ist dann eine Basis
fur V.
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Wir haben in dem Beweis sogar mehr bewiesen, namlich die Aussage,
daf jede endliche Erzeugendenmenge eine Basis enthélt. Man kann nun mit
nichtkonstruktiven Mitteln der Mengenlehre einen wesentlich allgemeineren
Satz beweisen. Im Beweis wird das Zornsche Lemma (2.3.7) verwendet. Wir
zeigen zunichst

Satz 5.2.10 (Steinitzscher® Austauschsatz) Seien V ein Vektorraum, E C 'V
eine Erzeugendenmenge und X C V eine linear unabhdingige Menge. Dann
gibt es eine Teilmenge F C E mit FNX =, so daf§ X UF eine Basis von
V ist.

Beweis. Wir bilden die folgende Menge
Z:={DCE|DNX =0 und DU X linear unabhéingig}.

Diese Menge ist unter der Inklusion eine geordnete Menge. (Sie ist Teilmenge
der Potenzmenge von E.)

Wir zeigen, dafl jede total geordnete Teilmenge von Z eine obere Schranke
besitzt. Ist die total geordnete Teilmenge leer, so ist eine obere Schranke durch
) C E, also 0 € Z gegeben.

Sei ¥ C Z nicht leer und total geordnet. Wir bilden F’ := |J{D € Y}.
Offenbar gilt D C F’ fiir alle D € ).

Um zu zeigen, dafl F’ in Z liegt, weisen wir zunéichst F/ N X = () nach. Ist
z € F'NX, so ist z insbesondere in F”, also in einer der Teilmengen D, deren
Vereinigung F’ ist. Also gibt es ein D € Y mit x € D N X im Widerspruch
zuD e Z.

Weiter miissen wir zeigen, da$ F’ U X linear unabhiingig ist. Seien also
a, € K mit v € F' U X gegeben, so dal > _p/y v = 0 gilt. Wenn
iiberhaupt Koeffizienten «,, # 0 in dieser Darstellung auftreten, dann auch
solche mit v € F’, weil ja X allein linear unabhéingig ist. Andererseits sind
nur endlich viele a,, # 0 moglich. Jedes zugehorige v liegt schon in einem
D € ), es spielen also endlich viele solche D’s eine Rolle. Da die Teilmenge
Y C Z totalgeordnet war, gibt unter diesen endlich vielen D’s ein grofites
D', in dem dann alle in der Linearkombination verwendeten v’s mit von
Null verschiedenen Koeffizienten liegen. Da aber D’ U X linear unabhiingig
ist, miissen die Koeffizienten alle Null sein. Also ist F” U X wiederum linear
unabhiingig. Damit ist mit F” eine obere Schranke fiir ) gefunden.

Nach dem Zornschen Lemma 2 enthélt also Z ein maximales Element F'.
Nach Definition von Z gilt schon FNX = () und FUX linear unabhéngig. Wir
zeigen nun noch, dafl F'U X eine Basis bildet. Dazu bleibt nur zu zeigen, daf}
FUX eine Erzeugendenmenge ist. Zunéichst bemerken wir, dafl es geniigt, alle
Elemente aus E als Linearkombination von Elemente aus F'U X darzustellen.
Denn kann man jeden Vektor aus E als Linearkombination von Vektoren

2 Ernst Steinitz (1871-1928)
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aus F'U X erhalten, so kann man auch jeden anderen Vektor aus V als
Linearkombination von Vektoren aus F' U X erhalten. Ist nun u € E nicht
als Linearkombination von Vektoren aus F'U X darstellbar, dann hat jede
Linearkombination der Form a,u + ZUE rux @ = 0 notwendigerweise die
Koeffizienten o, = «, = 0, denn «, # 0 wiirde nach Division durch «,
eine Darstellung uv = — ZUEFUX ay ta,v ergeben, und die o, miissen auch
alle Null sein, weil F'U X linear unabhiingig ist. Also ist {u} U F U X linear
unabhingig. AuBerdem ist sicherlich ({u}UF)NX = () und damit ist {u}UF €
Z.Dau ¢ F und F maximal in Z ist, haben wir einen Widerspruch erhalten.
Somit kann jeder Vektor aus E als Linearkombination von Elementen aus
F U X geschrieben werden, F'U X ist also eine Basis von V. (Uft!)

Aus diesem miéchtigen Satz mit sehr abstraktem Beweis gehen nun un-
mittelbar eine Reihe von Folgerungen hervor.

Folgerung 5.2.11 1. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
2. In jeder Erzeugendenmenge eines Vektorraumes ist eine Basis enthalten.
3. Jede linear unabhdngige Menge lifst sich zu einer Basis ergdnzen.

Beweis. Alle drei Aussagen folgen unmittelbar, wenn wir feststellen, da8 je-
der Vektorraum eine Erzeugendenmenge und eine linear unabhéngige Men-
ge enthilt. Der gesamte Vektorraum ist aber eine Erzeugendenmenge und
die leere Menge ist eine linear unabhéngige Menge. Die leere Menge enthélt
nédmlich keinen Vektor, der als Linearkombination der ,iibrigen Vektoren*
darstellbar wére.

Folgerung 5.2.12 Die folgenden Aussagen fiir eine Teilmenge B eines Vek-
torraumes V' sind dquivalent:

1. B ist eine Basis von V.
2. B ist eine minimale Erzeugendenmenge.
3. B ist eine maximal linear unabhdngige Menge.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dafl keine echte Teilmenge F von B Er-
zeugendenmenge von V ist, denn ein Vektor b € B\ E 14t sich nicht als
Linearkombination von Elementen aus E darstellen, da B linear unabhéngig
ist. Weiter ist jede echte Obermenge X von B linear abhéngig, denn die
hinzukommenden Elemente sind Linearkombinationen von Elementen aus B.
Damit ist 1. = 2. und 1. = 3. gezeigt.

Wenn B eine minimale Erzeugendenmenge ist, so enthélt sie eine Basis
C. Diese ist auch Erzeugendenmenge, mufl also wegen der Minimalitdt mit
B iibereinstimmen. Damit gilt 2. = 1.

Wenn B eine maximal linear unabhingige Menge ist, dann 148t sie sich
zu einer Basis C ergédnzen. Da C auch linear unabhéngig ist, mufl B = C' und
damit 3. = 1. gelten.
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Wir beschéftigen uns jetzt mit dem Abzéhlen von Elementen in linear
unabhéngigen Mengen und Basen. Dazu wollen wir im Rest dieses Abschnitts
voraussetzen, dafl die betrachteten Vektorriume endlich erzeugt sind. Einige
der Aussagen wiirden auch aus dem Steinitzschen Austauschsatz folgen. Fiir
sie ist jedoch auch eine explizite Konstruktion von Interesse.

Lemma 5.2.13 Wenn der Vektorraum V won der Menge {by,...,b,} C

V erzeugt wird und die Menge {ci,...,cm} in V linear unabhingig ist,
dann gilt m < n. Weiterhin gibt es Vektoren by+1,...,b, aus der Men-
ge der b; (nach geeigneter Umnumerierung), so daff V wvon der Menge
{1, s Cmybma1, .-, bn} erzeugt wird.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch vollstdndige Induktion nach m. Fiir
m = 0 ist nichts zu zeigen. Gelte das Lemma fiir alle linear unabhéngigen

Mengen von m Vektoren. Sei die Menge {ci,...,¢m4+1} linear unabhingig.
Dann ist auch {c1, ..., ¢y} linear unabhéngig. Nach Induktionsannahme gibt
es Vektoren by, 11,...,bn, so daB V durch {c1,...,cm,bmt1,--.,bn} erzeugt

wird. Insbesondere gilt
Cm+1l = Q1€1 F « o . + O Cy + Qb 1bmg1 + -+ by

Wir zeigen m + 1 < n. Wenn das nicht der Fall ist, dann ist nach Induktions-
voraussetzung m = n, also treten in der Summe keine Summanden der Form
a;b; auf. Damit wiirde aber die Gleichung fiir ¢,,41 zeigen, dafl die Menge

{c1,...,Cm41} linear abhéingig ist. Das ist ein Widerspruch zur Vorausset-
zung. Fiigen wir jetzt den Vektor c¢,,41 zu der Liste hinzu, so erhalten wir
eine Erzeugendenmenge {c1,...,Cm+1, bmt1,---,bn}. Wegen obiger Darstel-

lung von ¢, 41 ist die Menge linear abhingig. Wir kénnen einen Vektor aus
der Liste fortlassen, ndmlich den ersten Vektor, der eine Linearkombination
der vorhergehenden Vektoren ist. Da nun {ci,...,¢py1} linear unabhiingig
ist, ist dieser Vektor aus den by,41,...,b, zu wihlen. Wir erhalten schlief3-
lich eine Erzeugendenmenge von n Vektoren, die die Vektoren ci,...,¢pni1
enthilt.

Man beachte, dafl das vorhergehende Lemma im Gegensatz zum Steinitz-
schen Austauschsatz konstruktiv ist. In der Tat kann man die Beweisschritte
als Algorithmus fiir die Berechnung einer Basis verwenden, wenn eine endliche
Erzeugendenmenge gegeben ist.

Folgerung 5.2.14 1. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann haben
je zwei Basen von V' gleich viele Elemente.
2. Wenn V eine Basis mit unendlich vielen Elementen besitzt, dann hat
auch jede andere Basis von V unendlich viele Elemente.

Beweis. Seien {by,...,by} und {¢;|i € I} zwei Basen des Vektorraumes V.
Die Indexmenge I darf hier zunéchst sogar unendlich sein. Dann ist jede
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endliche Teilmenge von {¢;} linear unabhéingig, besitzt also nach dem vor-
hergehenden Lemma hochstens n Elemente. Folglich ist auch {¢;|i € I} eine
endliche Menge mit héchstens n Elementen. Damit ist 2. bewiesen. Vertau-
schen wir jetzt die Rollen der b; und der ¢;, so mufl nochmals nach dem
vorstehenden Lemma die Menge der ¢; mindestens n Elemente besitzen. Da-
mit ist auch 1. bewiesen.

Wenn {b1,...,b,} eine Basis fiir den Vektorraum V' ist, so ist die Zahl n
nur durch den Vektorraum selbst bestimmt. V' kann zwar viele verschiedene
Basen haben, jedoch haben alle Basen dieselbe Anzahl von Elementen. Damit
ist m eine interessante Invariante fiir den Vektorraum V', die unabhéngig von
der gewihlten Basis ist. Das fiithrt uns zu der

Definition 5.2.15 Wenn der Vektorraum V eine endliche Basis besitzt, so
wird die Anzahl n der Vektoren der Basis Dimension genannt: dimV = n.
Sonst sagen wir, dafl die Dimension unendlich ist: dim V = oc.

Folgerung 5.2.16 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gelten:

1. je n+ 1 Vektoren sind linear abhdngig,
2. V kann nicht durch eine Menge von n — 1 Vektoren erzeugt werden.

Beweis folgt unmittelbar aus 5.2.13.

Folgerung 5.2.17 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gelten:

1. jede linear unabhdingige Menge von n Vektoren ist ein Basis,
2. jede Erzeugendenmenge fiir V von n Vektoren ist eine Basis.

Beweis. 1. Jede linear unabhingige Menge ldft sich zu einer Basis ver-
vollstdndigen, die jedoch nach 5.2.16 1. nicht mehr als n Elemente haben
kann. Also ist die gegebene Menge selbst schon eine Basis.

2. Jede Erzeugendenmenge fiir V' enthélt nach 5.2.16 2. eine Basis, die
jedoch nach nicht weniger als n Elemente haben kann. Also ist die gegebene
Menge selbst schon eine Basis.

Satz 5.2.18 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und U ein Untervek-
torraum von V. Dann ist U ein endlichdimensionaler Vektorraum, und es
gilt dimU < n. Ist dimU =dimV, so ist U =V.

Beweis. Eine Basis von U besteht aus héchstens n linear unabhéngigen Vek-
toren wegen 5.2.16 1. Besitzt U eine Basis aus n = dim V' Vektoren, so ist
diese nach 5.2.17 1. schon eine Basis von V, also erzeugt sie ganz V. Daher
folgt U = V.

Ubungen 5.2.19 1. Im Vektorraum R3 betrachten wir die Vektoren v =
(1,2,1) und w = (1,2, -1).
a) Zeigen Sie, dafl der Vektor (1,2,5) eine Linearkombination von v und
w ist.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

. Zeigen Sie, da die Polynomfunktionen 1,z,z2, z

5. Vektorraume

b) Zeigen Sie, dafl der Vektor (3,4,0) keine Linearkombination von v
und w ist.

a) Entscheiden Sie, ob die Vektoren (1,0,2), (2,1,4) und (1, —1,0) eine
Basis des R? bilden.

b) Entscheiden Sie, ob die Vektoren (1,0,2), (3,1,—1) und (-2, -1, 3)
eine Basis des R? bilden.

. Sei V=R*und U = {(2z,2,7y, 7z ) |z + 2y + 3z = 0} C R*. Bestimmen

Sie eine Basis von V, die eine Basis von U enthélt.
Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gibt es eine Teilmenge T' C
V, so daB fiir jedes v € T die Menge T \ {v} eine Basis von V ist.

. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. U; und Us; seien zwei Unter-

vektorrdume mit Uy N Uz = {0}. Zeigen Sie: dim V' > dim Uy + dim Us.

. Sei U ein Untervektorraum des endlichdimensionalen Vektorraums V mit

dimU = dim V. Zeigen Sie U = V.

. Uy und Us seien Untervektorraume von R3 mit dim U; = 1 und dim Us =

2. Zeigen Sie
Ui +U; =R < U NU, = {0}

3 in RR linear un-

abhéngig sind. (Hinweis: Betrachten Sie die Ableitungen von Linearkom-
binationen der Polynomfunktionen.)

. Bestimmen Sie eine linear unabhéngige Erzeugendenmenge fiir den Un-

tervektorraum (1,22 + 2z, 22 — 2z, 20 — 1) C RE,

Bestimmen Sie eine Basis fiir den Untervektorraum P; der Polynomfunk-

tionen vom Grad kleiner oder gleich 3 im Vektorraum aller Funktionen

von R nach R.

Sei K = F3 = Z/(3) der Kérper mit drei Elementen. Bestimmen Sie

eine Basis fiir den Untervektorraum aller Polynomfunktionen vom Grad

kleiner oder gleich 3 im K-Vektorraum FES aller Abbildungen von Fj

nach Fjs.

Wieviele Basen hat ein dreidimensionaler Z/(2)-Vektorraum?

Zeigen Sie, daB {sin(x),cos(x)} eine linear unabhingige Menge in R

bildet. (Verwenden Sie dazu Thre Schulkenntnisse iiber die Funktionen

sin(x) und cos(x).)

Sei U der Untervektorraum von R¥, der von sin(x) und cos(z) erzeugt

wird. Zeigen Sie, da8 fiir jeden Winkel ¢ gilt sin(¢+ ) € U und cos(p +

x) € U. Zeigen Sie auBerdem, daB {sin(p + ), cos(¢ + x)} eine Basis fiir

U bildet.

Zeigen Sie, daB} {sin(z), cos(z), tan(x)} eine linear unabhéngige Menge in

RE bildet.

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und U ein Untervektorraum

von V. vy,...,v, seien linear unabhingige Vektoren von V. Zeigen Sie

daf folgende Aussagen #dquivalent sind:

a) Erginzt man vy, ..., v, durch eine Basis von U, so ist die entstehende
Menge linear unabhéngig.
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b) Der Nullvektor ist der einzige Vektor, der gleichzeitig Linearkombi-
nation von vy, ..., v, ist und in U liegt.

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig sind (ja/nein).

a) Sei X eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren in einem Vek-
torraum. Dann ist auch jede Teilmenge von X linear unabhéngig.

b) Sei X ein Erzeugendensystem des Vektorraumes V. Dann ist auch
jede Teilmenge von X ein Erzeugendensystem von V.

¢) Jede Menge von Vektoren in einem Vektorraum l&8t sich zu einer
Basis ergénzen.

Wir betrachten die reellen Zahlen als Vektorraum {iber den rationalen
Zahlen (vgl. Beispiel 5.1.2 6.). Zeigen Sie:

a) die Vektoren 1, v/2 und /3 sind linear unabhingig (Hinweis: Bino-
mische Formel, Primfaktorzerlegung: Kann die Quadratwurzel einer
Primzahl rational sein? Man sollte u.a. zeigen, dafl /6 irrational ist.)

b) /7 ist keine Linearkombination von /3 und v/5.

Seien w1, ..., v, linear abhéingige Vektoren in dem Vektorraum V iiber
dem Korper K mit der Figenschaft, dal je n — 1 von diesen Vektoren
linear unabhéngig sind. Seien

v+ ...+ A, =0

und
wiv1 + .4 v, =0

zwei Linearkombinationen, bei denen jeweils nicht alle Koeffizienten Null
sind. Zeigen Sie, daf} es eine Zahl A € K mit der Eigenschaft

1j = A,

fir alle j = 1,...,n gibt.

5.3 Direkte Summen

In Abschnitt 1 haben wir schon Summen von Untervektorrdumen diskutiert.
Hier wollen wir einen besonders schénen Spezialfall davon betrachten.

Definition 5.3.1 Seien U; und Us; Untervektorraume des Vektorraumes V.
Wenn U;NU; = 0 und Uy + Uy = V gelten, dann heifit V eine direkte Summe
der beiden Untervektorrdume. Wir schreiben V = U; @ Usy. Weiter heiflen U;
und Us direkte Summanden von V. Uy heifit direktes Komplement zu Uy in

V.

Der folgende Satz verhilft uns zu einer Vielzahl von Beispielen. Er zeigt in

der Tat, dal jeder Untervektorraum als direkter Summand in einer direkten
Summe auftritt. Das ist eine ganz besondere Eigenschaft von Vektorrdumen,
die aus der Existenz einer Basis fiir jeden Vektorraum folgt.
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Satz 5.3.2 Sei U ein Untervektorraum des Vektorraumes V. Dann gibt es
ein direktes Komplement zu U.

Beweis. Sei {u;|i € I} eine Basis fiir U. Da diese Menge linear unabhéngig
ist, kann sie nach 5.2.11 3. zu einer Basis {u;|i € I}U{v;|j € J} fortgesetzt
werden. Sei U’ der von {v;|j € J} (als Basis) erzeugte Untervektorraum. Wir
zeigen, dal U’ ein direktes Komplement zu U ist. Sei v € V' gegeben. v hat
eine Basisdarstellung

v=Q_ )+ (Y Bjvy)-

i€l jeJ

Die beiden Klammerausdriicke liegen jedoch in U bzw. in U’. Damit ist V =
U+U'.Um UNU’' =0 zu zeigen, wihlen ein v € U N U’. Dann hat v zwei
Basisdarstellungen

v = (Z aiui) + O - O + (Zﬂjvj)’

i€l jeJ

weil v sowohl in U als auch in U’ liegt. Wir haben bei den Darstellungen
die Basen von U bzw. U’ verwendet und noch eine Linearkombination der
restlichen Basiselemente, die Null ergibt, hinzugefiigt. Wegen 5.2.8 stimmen
die Koeffizienten iiberein: o; = 0 fiir alle ¢ € I und §; = 0 fiir alle j € J.
Damit ist aber v = 0 und U N U’ = 0.

Es ist nicht nur die direkte Summe von zwei Untervektorrdumen inter-
essant, sondern auch die direkte Summe beliebig vieler Untervektorrdume.
Die Definition hierfiir ist komplizierter, als die Definition einer direkten Sum-
me von zwei Vektorrdumen. Deswegen haben wir den einfachen Fall zunéchst
gesondert betrachtet.

Definition 5.3.3 Sei (U;]i € I) eine Familie von Untervektorrdumen des
Vektorraumes V. Wenn
Sv-v

il
und
Viellu;n > Ui=0]
i€l i)
gelten, dann heiBt V' eine (innere) direkte Summe der Untervektorriume
U;. Wir schreiben V = @ie 1 Ui. Weiter heilen die Untervektorrdume Uj;

direkte Summanden von V. Wenn fiir die Indexmenge I = {1,...,n} gilt, so
schreiben wir auch V =U; & ... ® U,.

Weil der Begriff der direkten Summe beinahe genauso stark ist, wie der ei-
ner Basis, wollen wir eine Reihe von Eigenschaften finden, die dazu dquivalent
sind.



5.3 Direkte Summen 161

Satz 5.3.4 Sei (U;|i € I) eine Familie von Untervektorriumen des Vektor-
raumes V.V ist genau dann direkte Summe der U;, wenn sich jeder Vek-
tor v € V auf genau eine Weise als Summe einer Familie von Vektoren
(u; € Usli € I) schreiben laft: v =", u;.

Beweis. Sei V =@, ; U; und habe v € V' zwei Summendarstellungen

vzg uizg ul.

el i€l

el

Dann ist uj —uj = > icr ;Ui —wi = 0, also u; = o fiir alle j € 1. Sei
umgekehrt jeder Vektor v € V eindeutig als Summe darstellbar. Zunéchst ist
dann sicher jeder Vektor v € V' als Summe darstellbar, also gilt V' =} . _; U;.
Ist aber v € Ujﬂzieuﬂ U;,sogilt v =u;+0 = 0+Zie1’,i¢j u; fiir geeignete
Vektoren u;(= v) € U; und u; € U;. Wegen der Eindeutigkeit folgt daraus
uj =0=wv,alsogilt Uj N} ;c;,;.; Ui =0.

Folgerung 5.3.5 Sei B eine Basis fiir den Vektorraum V. Dann ist V eine
direkte Summe der eindimensionalen Untervektorriume (Kblb € B):

V:@Kb.

beB

Beweis folgt mit dem vorhergehenden Satz unmittelbar aus der Eigen-
schaft, daf§ jeder Vektor eine eindeutige Basisdarstellung hat.

Satz 5.3.6 Sei (U;|i = 1,...,n) eine Familie von Untervektorriumen des
endlichdimensionalen Vektorraumes V.V ist genau dann direkte Summe der
U, wenn Yo Uy =V und >, dimU; = dim V' gelten.

Beweis. Seien B; = {b;1,...,bi, } Basen fiir die Untervektorrdume U; (fiir
i =1,...,n). Dann gilt dimU; = k;. Sei B := (JI__; B;. Da V Summe der
U; ist und die U; von den Mengen B; erzeugt werden, ist B offenbar eine
Erzeugendenmenge fiir V.

,=="“: Sei V eine direkte Summe der U;. Dann ist die Vereinigung B :=
U_, B; eine disjunkte Vereinigung. Ist némlich i # j und b € B; N B; C
U;NnU; C Z?:Li;éj U;NU; =0, so ist b = 0, kann also kein Basiselement
sein.

Wir zeigen, dafl B eine Basis fiir V' ist. Wenn wir das gezeigt haben, ist
niimlich Y7 dimU; = Y7 k; = |B| = dim V. Sei 31, ST, augbir = 0,
dann ist wegen der eindeutigen Darstellbarkeit 5.3.4 lezl ;b = 0 fiir alle
i=1,...,n. Da B; Basis ist, folgt also «;; = 0 fiir alle ¢ und k. Damit ist B
linear unabhéngig und folglich eine Basis.

w4 Gelte nun Y. U; = V und Y1, dimU; = dimV. Da B eine
Erzeugendenmenge ist, gilt [B| > dimV =" | dimU; > |B|, also ist |B| =
dim V und B eine disjunkte Vereinigung der B;. Insbesondere ist B eine Basis
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von V nach 5.2.17 2. Sei nun w; = Y70, . u; € UyNY 0L, 5 Uy, so erhalten
wir als Basisdarstellung

k; n k;
u; = Z ajkbjr +0=0+ Z Zailbil~
k=1

i=1,i#j =1

Da B eine Basis ist und wir zwei Basisdarstellungen haben, verschwinden
alle Koeffizienten. Also ist u; = 0. Das gilt fiir alle j = 1,...,n. Daher ist
U;n Z?:l,#j U; = 0. Es gilt somit V =U; ©... D U,.

Folgerung 5.3.7 .Seien Ui, Uy Untervektorriume des endlichdimensionalen
Vektorraumes V. Aquivalent sind

1. V=U&Us,.
2. V=U+U; und dimV = dim U; 4+ dim Us.
8. 0=U;NUy und dimV = dim U; + dim Us.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafl aus 3. folgt V = U; 4+ Us. Basen B; von
Uy und By von Us; sind wegen 0 = U; N Uy sicher disjunkt. Es folgt sogar,
da B := BjUBs; linear unabhiingig ist. Wegen der Bedingung dimV =
dim U7 + dim U, ist B dann aber eine Basis und damit V = U; + Us.

Satz 5.3.8 (Dimensionssatz fiir Untervektorriume) Seien Uy und Us end-
lichdimensionale Untervektorrdume des Vektorraumes V. Dann gilt

dimU; +dim U, = d1m(U1 + Uz) + d1m(U1 N UQ)

Beweis. Sei C = {c1,...,ck} eine Basis von Uy N Us. Wir setzen C' zu
Basen von U; bzw. U; fort: By = {c1,...,¢k,ap41,-..,0;} und By =
{c1,..., ¢k, bky1,...,b;}. Wir zeigen, daB dann B := {c1,..., ¢k, apt1, .- -, G,
bk+1,- - -, b} eine Basis fiir Uy 4+ Uy ist. Zunéchst ist B eine Erzeugendenmen-

ge, denn alle Vektoren aus U; bzw. Us lassen sich als Linearkombinationen
darstellen, also auch alle Vektoren aus U; + Us. Auerdem ist B linear un-
abhingig, denn wenn Zle Vrlr + Y ouy asas + Y1, Biby = 0 ist, dann ist
V= Zle Yrlr + Y aq Qs@s = — Y 1_y Biby € Uy NUs, also sind alle oy = 0,
weil C' Basis von U; NUs ist. Ebenso sieht man, daf} alle 3; = 0. Dann ist aber
in der urspriinglichen Summe Zle Yr¢r = 0. Damit sind auch die v, = 0.
Das zeigt, dafl B eine Basis von U; 4 Uy ist. Jetzt gilt dim(Uy +Us) = k+ (i —
k)+(j—k) = dim(U; NUz) +dim Uy —dim(U; NU3) +dim Uy — dim(U; NU3).
Daraus folgt die behauptete Dimensionsformel.

Beispiele 5.3.9 1. Sei I eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Die
U; == {(e;) = Ke; sind Unterriume von KY). Da die Menge {e;} eine
Basis von K () bildet, sicht man sofort, daB gilt K1) = D,cr Ke.

2. Wir schlielen diesen Abschnitt mit dem uns schon bekannten Beispiel
5.1.2 5. des Vektorraumes
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U= {(£1,82:€3,84)161,62,83, 60 € R, &1 + &a + &3+ §4 = 0}

Er ist ein Untervektorraum des Vektorraumes

V= {(5175275?”§4)|€17£27£3a§4 € R}7

denn wenn zwei Vektoren (&1, &2,£&3,84), (N1,M2,M3,14) € U gegeben sind,
wenn also &1 +&+E€3+&4 = 0 und 71 +12+n3+n4 = 0 gelten und wenn o €
K gegeben ist, so gelten auch (& +n1)+ (&24+m2)+ (§3+m3)+(Ea+14) =0
und 0451 + a£2 + a£3 + a§4 = 0> d.h. (51752753354) + (77177)237737774) eU
und «@(&1,&2,83,&4) € U. U hat nach 5.2.4 5. eine Basis (—1,1,0,0),
(-1,0,1,0), (—=1,0,0,1), hat also die Dimension 3. Jeder Vektor v € U
148t sich eindeutig in der Form

v=01(—1,1,0,0) + az(—1,0,1,0) + as(—1,0,0,1)

darstellen, kann also allein durch die Angabe des Tripels (aq, a9, a3) ein-
deutig beschrieben werden. Bei festgehaltener Basis des Vektorraumes
U konnen damit dessen Elemente allein durch die Angabe ihrer Koef-
fiziententripel angegeben werden. Die Summe zweier Vektoren und das
Produkt mit einem Skalar ergibt fiir die Koeffiziententripel komponen-
tenweise Addition bzw. Multiplikation. So gilt z.B. fiir die Vektoren bzw.
deren Summe:

(—6,1,2,3) = 1(~1,1,0,0) + 2(—1,0,1,0) + 3(—1,0,0,1)
mit dem Koeffiziententripel (1,2, 3) und

(—4,2,0,2) = 2(—1,1,0,0) + 0(—1,0,1,0) + 2(—1,0,0, 1)
mit dem Koeffiziententripel (2,0, 2) ergibt

(—6,1,2,3) + (—4,2,0 ,):( 10,3,2,5) =
= 3(~1,1,0,0) +2(~1,0,1,0) + 5(~1,0,0,1)

mit (1,2,3) + (2,0,2) = (3,2,5).
Ein direktes Komplement zu U in R* kénnen wir finden, wenn wir die

Basis von U zu einer Basis von R* vervollstindigen. Das kann auf sehr
vielfdltige Weise geschehen. Insbesondere sind die Vektoren

(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1), e;

fir jede Wahl von i = 1,2,3,4 eine Basis von R*, also ist jeder der
Untervektorrdume Re; ein direktes Komplement von U. Wir empfehlen
dem Leser, noch weitere direkte Komplemente von U zu suchen.

Ubungen 5.3.10 1. Seien V und W zwei Vektorrdume iiber dem Kérper
K.
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a) Zeigen Sie, dafl das (kartesische) Produkt V' x W mit der Addition
(v,w) + (v, w') == (v 4+, w+w)
und der Multiplikation mit Skalaren
Av,w) = (A, Aw)

ein Vektorraum ist.
b) Zeigen Sie: Hat V eine Basis aus n Vektoren und W eine Basis aus
m Vektoren, so hat V x W eine Basis aus n +m Vektoren.
2. Zeigen Sie
a) Span(1+ 2,1 — ) + Span(z? — z, 2% — 1) = Span(1, x, z?).
b) Ist die Summe eine direkte Summe?
¢) Berechnen Sie die Dimension des Durchschnitts.

3. Sei P der Untervektorraum von R¥, der von den Funktionen {1, z, 2?2, ...}
aufgespannt wird. Wir nennen P den Raum der Polynomfunktionen. Zei-
gen Sie, daf P die direkte Summe der Riume P, := (1,22, 2%, 2°,...) und
P, := (x,23,2°,...) der Polynome mit geraden bzw. ungeraden Expo-
nenten ist.

4. Zeigen Sie, dal Rs = U ¢ V, wobei

12101
(23111)“3_0}

Vi={z e Rs|lx; =2t,20 = s+t,23 = 3s+t,24 = 5,25 = 2t,s,t € R}

5. Selen V= {(A, 2X\, 2u, p)|ApeRund W ={(A A, A A)]
A € R}. Bestimmen Sie Unterrsiume Uy, Uy, Us C R*, so daB U; @V = R*
firi=1,2,3gilt, Uy NUs =0und U NUs = W.

U:={zcR;

und

5.4 Lineare Abbildungen

Wie bei der Diskussion der algebraischen Grundstrukturen Halbgruppe, Mo-
noid und Gruppe wollen wir jetzt auch fiir Vektorrdume den Begriff eines
Homomorphismus einfiihren.

Wenn wir irgendwelche Punkte, Geraden oder beliebige Punktmengen in
einem Vektorraum haben, so wollen wir diese sinnvoll in dem vorgegebenen
Vektorraum bewegen kénnen oder sie sogar in einen anderen Vektorraum
yhiniiberbringen“ kénnen, z.B. durch eine Projektion oder durch eine Stre-
ckung. Der dafiir geeignete mathematische Begriff ist der des Homomorphis-
mus von Vektorrdumen oder der linearen Abbildung. Lineare Abbildungen
zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen kénnen in sehr einfacher Wei-
se mit Matrizen beschrieben werden. Wir werden diese Technik ausfiihrlich
in Abschnitt 5.5 darstellen.
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Definition 5.4.1 Sei K ein beliebiger Korper. Seien V und W zwei Vek-
torrdume iiber K. Sei schliellich f : V' — W eine Abbildung von V in W. f
heifit eine lineare Abbildung oder ein Homomorphismus, wenn die folgenden
Gesetze erfiillt sind:

f(v1 4+ wv2) = f(v1) + f(ve) fiir alle v1,v9 in V|

f(w) = Af(v) fir alle A € K und v € V.
Wie bei anderen algebraischen Strukturen (vgl. 3.2.4 und 3.2.5) sprechen wir
auch bei Homomorphismen von Vektorrdumen f : V. — W von einem Iso-
morphismus, wenn f bijektiv ist (und damit einen Umkehrhomomorphismus
besitzt). Zwei Vektorrdume heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
zwischen ihnen gibt.
FEin injektiver Homomorphismus von Vektorrdumen f : V. — W heifit Mo-
nomorphismus.
Ein surjektiver Homomorphismus von Vektorrdumen f : V' — W heifit Epi-
morphismus.
Ein Homomorphismus von Vektorrdumen f : V — V mit V = Qu(f) = Zi(f)
heiflt Endomorphismus.
Ein Isomorphismus von Vektorrdumen f : V' — V mit V = Qu(f) = Zi(f)
heifit Automorphismus.

Wegen der ersten Bedingung ist f auch ein Homomorphismus von abel-
schen Gruppen. Insbesondere erhilt man f(0) = 0. Offensichtlich 148t sich
diese Definition auch verwenden, um allgemein zu zeigen

FONiv) = Aif(v).
i=1 =1

Damit werden alle wesentlichen Operationen in einem Vektorraum von li-
nearen Abbildungen respektiert. Es gelten im iibrigen sinngemifl wieder die
Ausfiihrungen von Kapitel 3, insbesondere

Lemma 5.4.2 Seien f:V — W und g : W — Z zwei lineare Abbildun-
gen. Dann ist auch gf : V. — Z eine lineare Abbildung. Weiterhin ist die
identische Abbildung idy : V — V eine lineare Abbildung.

Beweis. Wir brauchen die beiden Bedingungen nur auszuschreiben:

gf(v1 +w2) = g(f(v1) + f(v2)) = gf(v1) + gf(v2)

und
gf(Ww) = g(Af(v)) = Agf(v).

Fiir die identische Abbildung ist die Aussage noch trivialer.

Lineare Abbildungen oder Homomorphismen haben oft eine weitreichende
geometrische Bedeutung, wie die folgenden Beispiele zeigen.
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Beispiele 5.4.3 1. Wir wollen ein erstes Beispiel fiir eine lineare Abbildung
angeben. Dazu verwenden wir die Vektorriume V = R3 und W = R2.
Die Abbildung f : V — W sei definiert durch

f(&m,¢) = (&0,

also die Projektion des dreidimensionalen Raumes auf die z-z-Ebene (ent-
lang der y-Achse). Wir rechnen schnell nach, daf

(&, C1) + (&2,m2, () = f(& 4 &2,m1 + 12, Gt + C2)
= (& + 82,0 +G) = (§1,0) + (&2, ¢)
= f(&1,m,C1) + f(&25m2,C2)

und auch
FAEm, Q) = FAE An, AQ) =
= (A6, AQ) = A& Q) = Af(&n, Q)
gelten. Damit ist f eine lineare Abbildung. Entsprechend kénnen wir die
Projektionen auf die z-y-Ebene bzw. auf die y-z-Ebene als lineare Ab-
bildungen auffassen. Ja sogar die Projektionen auf die einzelnen Achsen,

die z-Achse, die y-Achse und die z-Achse, sind lineare Abbildungen.
2. Die Abbildung

[oB? S (€n) > (GVEE+ 5VEn — VI V) € B

stellt die Drehung der reellen Ebene um den Nullpunkt und den Winkel
von 45° dar (im mathematischen Drehsinn — der technische Drehsinn
wird rechtsdrehend oder im Uhrzeigersinn gerechnet). Zur Abkiirzung
sel a := %\@ Dann gilt

F((E1m) + (§2,m2)) = f(& + &2,m + m2)
= (a(§1 + &2) +a(nm +n2), —a(é1 + &§2) + a(n +n2)
= (a&1 + an1, —a&y + any) + (a2 + anz, —a&s + ang)
= f(flﬂ?l) + f(€27772)7

FOMEM)) = F(AE An) = (aX§ + adn, —aX§ + adn) =
= Na& + an, —a& +an) = \f(§,n).

Damit ist f ein Homomorphismus von Vektorrdumen.

Man kann eine lineare Abbildung f : V' — W auf einen Untervektorraum
U C V einschriinken und erhélt so eine lineare Abbildung f|y : U — W, denn
die Vertriglichkeit mit der Addition von Vektoren und der Multiplikation mit
Skalaren bleibt natiirlich erhalten. Die Frage, ob auch eine Einschrinkung in
der Bildmenge W moglich ist, beantwortet das folgende Lemma.

Lemma 5.4.4 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und U C V ein
Untervektorraum. Dann ist das Bild f(U) C W von U ein Untervektorraum

von W. Den Vektorraum f(V) nennt man allgemein das Bild von f, oder
einfach Bi(f).
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Beweis. Seien f(u), f(v') € f(U) mit u,u’ € U gegeben, und sei A € K.
Dann gelten f(u) + f(u') = flu+u') € f(U) und Af(u) = f(Au) € f(U),
weil U ein Untervektorraum ist, also v + v’ € U und Au € U gelten. Damit
ist f(U) ein Untervektorraum.

Wir kénnen also auch den Zielvektorraum W einer linearen Abbildung
f V. — W einschrianken, jedoch nicht beliebig wie das beim Quellvek-
torraum V' der Fall war, sondern nur auf einen Untervektorraum, der den
Untervektorraum f(V') enthélt. Schrinken wir V' weiter ein, so ist auch eine
weitere Einschrinkung von W moéglich.

Andere wichtige Eigenschaften von Vektorrdumen werden bei linearen
Abbildungen nicht erhalten, wie etwa die Dimension oder die Eigenschaft
einer Menge von Vektoren, Basis zu sein. Hier gelten kompliziertere Zusam-
menhénge. Besonders die Basiseigenschaft spielt eine ausgezeichnete Rolle
fiir lineare Abbildungen. Sie hiingt ndmlich eng mit dem Begriff des freien
Vektorraumes zusammen, wie er in 3.3.1 fiir die algebraischen Strukturen
Halbgruppe, Monoid bzw. Gruppe schon definiert worden ist. Wir bemerken
zundchst, dafl 3.3.3 auch im Falle von Vektorrdumen gilt:

Satz 5.4.5 1. Ist V mit 1 : B — V ein freier Vektorraum tber der Menge
B, so ist v injektiv.

2. Sind V und V' mit 1: B—V und ' : B— V' freie Vektorriume, so
gibt genau einen Homomorphismus f:V — V' mit

V/
kommutativ (d.h. fo=1"), und f ist ein Isomorphismus.

Beweis. Der Beweis von 3.3.3 kann wortlich iibernommen werden, wenn man
die Gruppe {1, —1} durch den eindimensionalen Vektorraum K ersetzt.

Der Zusammenhang des Begriffes der Basis und eines freien Vektorraumes
wird durch den folgenden Satz hergestellt.

Satz 5.4.6 1. Seien V ein Vektorraum und B eine Basis von V. Dann ist
V' zusammen mit der Inklusionsabbildung ¢ : B — V ein (duflerer) freier
Vektorraum iber der Menge B (im Sinne von 3.3.1).

2. Seien B eine Menge, V ein Vektorraum und v : B — V eine Abbildung,
so daf (V,1) ein freier Vektorraum iber B ist. Dann ist das Bild «(B) C
V' eine Basis von V.

3. Sei B eine Menge. Dann gibt es einen freien Vektorraum (Vi) iber B.
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Beweis. 1. Gegeben seien ein Vektorraum W und eine Abbildung « : B
— W. Zu zeigen ist, daf} es genau einen Homomorphismus f : V' — W gibt
mit fv = a:

B - |4

w.

Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit, weil dann schon ersichtlich wird, wie
die Existenz zu zeigen ist. Seien f und ¢ lineare Abbildungen von V nach W
mit a(b;) = f(b;) = g(b;) fiir alle 7. Sei v € V beliebig gewéhlt. Dann 148t
sich v darstellen als v = >"" | A\;b;. Da f und g linear sind, gilt

o) = FOC0 Aibi) = >0 Xif (b)
=2 Xig(bi) = g(Ooiy Aibi) = g(v).

Also gilt f =g.
Ist nur a gegeben und v = Y 1, \;b; € V, so konstruieren wir eine lineare
Abbildung f durch

fv) = Z)\ia(bi).

Da die Basisdarstellung von v eindeutig ist, d.h. die Koeffizienten \; durch v
eindeutig bestimmt sind, ist mit dieser Definition eine Abbildung f: V — W
gegeben. Durch eine leichte Rechnung zeigt man jetzt f(v+v') = f(v)+ f(v')
und f(Av) = Af(v). Damit ist f eine lineare Abbildung und erfiillt offenbar
a(b;) = f(b;) = fu(b;) fiir alle 4, also a = fu.

2. Wir bezeichnen die Elemente von B mit b; € B, i € I und die
Bildelemente mit o, = «(b;) € «(B) = B’. Die Menge B’ ist linear un-
abhéngig. Sei némlich ), A;b; = 0. Wir definieren fiir ¢ € I eine Abbil-
dung a; : B — K mit «;(b;) := d;;, das Kronecker Symbol. Der indu-
zierte Homomorphismus f; : V. — K, der existiert, weil (V,¢) frei ist,
hat also die Eigenschaft f;(b;) = fit(b;) = ai(bj) = 0;;. Damit folgt
0 = f;(0) = fz(Z; AjU5) = 325 A fi(b;) = A;, alle Koeffizienten sind also
Null, die Menge B’ ist linear unabhiingig. Wir ergéinzen nun B’ durch eine
Menge C C V' zu einer Basis von V. Sei U der von C erzeugte Untervektor-
raum. Wir definieren einen Homomorphismus p : V' — U durch p(d}) := 0
und p(c) = ¢ fiir alle ¢ € C. Der Homomorphismus p ist nach Teil 1. wohlde-
finiert und eindeutig bestimmt. Er macht das Diagramm

B——V
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mit a(b;) = 0 fiir alle ¢ € I kommutativ. Dann muf} aber p die Nullabbildung
sein (wiederum nach Teil 1.), und es gilt p(c) = 0 fiir alle ¢ € C. Da C Teil
einer Basis ist, kann das fiir keinen Vektor aus C gelten. Also ist C' = () und
damit B’ eine Basis von V.

3. Wir definieren V := K®) und ¢ : B — V durch «(b) := e} (vgl. 5.2.4
4.). Sei W ein Vektorraum und « : B — W eine Abbildung. Dann definieren
wir f:V — W durch f(&) := > ,c g &pa(b). Man rechnet sofort nach, daf
f ein Homomorphismus ist. Weiter gilt fi(b) = f(ep) = >, dppra(b') = a(b),
also fiv = a. Gilt auch gt = « fiir einen Homomorphismus g : V- — W, so
ist 9(&) = 9(Xpen Svev) = Dpep Sog(er) = 3 opep §69(b) = D pep Soa(b) =
f(&), also ist f = g.

Die in 1. bewiesene Eigenschaft einer Basis in bezug auf lineare Abbil-
dungen ist duflerst wichtig. Sie besagt zunéchst, daf eine lineare Abbildung
nur auf einer Basis vorgeschrieben werden mufl. Darauf kann sie zudem noch
beliebig gewéhlt werden. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Fort-
setzung.

Andrerseits bedeutet der Satz aber auch, dafl zwei lineare Abbildungen
schon gleich sind, wenn sie nur auf einer Basis iibereinstimmen. Wir haben
damit eine leichte Methode, um fiir beliebige lineare Abbildungen feststellen
zu konnen, ob sie gleich sind.

Teil 1. dieses Satzes zusammen mit der Tatsache, dafl jeder Vektorraum
eine Basis besitzt (5.2.11 1.), sind der eigentliche Grund dafiir, dafi die Theo-
rie der Vektorrdume einfacher ist als andere algebraische Theorien. Damit ist
jeder Vektorraum frei. Im allgemeinen ist es aber nicht wahr, dal jedes Mo-
dell fir eine algebraische Struktur (also jede Gruppe, jede Halbgruppe oder
jedes Monoid) frei ist.

Im Zusammenhang mit einer linearen Abbildung kommt einem bestimm-
ten Untervektorraum eine besondere Bedeutung zu. Er wird im folgenden
Lemma eingefiihrt.

Lemma 5.4.7 Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann ist die Menge
Ke(f) :={v e V[f(v) =0}
ein Untervektorraum von V, der sogenannte Kern von f.

Beweis. Da offensichtlich 0 € Ke(f) wegen f(0) = 0, geniigt es zu zeigen,
dal mit v,v" € Ke(f) und A € K auch v + v', Av € Ke(f) gilt. Aus f(v) =
f(@") =0 folgt aber f(v+v') =0und f(Av) = Af(v) =0.

Lemma 5.4.8 Sei f : V — W eine lineare Abbildung. f ist genau dann
injektiv, wenn Ke(f) =0 gilt.
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Beweis. Ist f injektiv, so ist 0 € V offenbar der einzige Vektor, der auf
0 € W abgebildet wird, also ist Ke(f) = 0. Ist umgekehrt Ke(f) = 0 und

f(v) = f(v'), so folgt 0 = f(v) — f(v') = f(v—17'), also v — v € Ke(f) = 0.
Damit ist aber v = v’ und f injektiv.

Der Kern der linearen Abbildung f : V' — W ist ein Spezialfall des schon
bekannten Begriffes des Urbilds eines Vektors w € W oder sogar des Urbilds
einer Menge M C W von Vektoren.

fHw) == {v e VIf(v) = w},
fHM) = {v e V|f(v) e M}.

Lemma 5.4.9 Ist f:V — W eine lineare Abbildung und ist v € f~(w),
insbesondere also f~1(w) nicht leer, so gilt

F7Hw) = v+ Ke(f) = {v+v']v € Ke(f)}.

Beweis. Sei v' € Ke(f). Dann gilt f(v+ ') = f(v) + f(V') = w4+ 0 = w,
also ist v + v’ € f~(w). Ist nun umgekehrt v" € f~1(w), so gilt f(v" —v) =
F@") = f(v) =w—w =0, also ist v := v"” — v € Ke(f). Damit erhilt man
aber v/ =v 4 (v —v) =v+v" € v+ Ke(f). Das war zu zeigen.

Wir haben also insbesondere gesehen, dafl Ke(f) = f~1(0) gilt. Weiterhin
sieht man, daf8 der Vektor 0 nur in f~!(0) liegt und in keiner der anderen
Mengen f~!(w), mit w # 0, denn es gilt immer f(0) = 0.

Uber die Berechnung des Kerns einer linearen Abbildung werden wir in
Kapitel 6 mehr erfahren. Hier kénnen wir jedoch schon eine fundierte Aussage
iiber die GroBe des Kerns oder genauer iiber seine Dimension machen. Es gilt
nédmlich

Satz 5.4.10 (Dimensionssatz fiir Homomorphismen) Seien V' ein n-dimen-
sionaler Vektorraum und f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

dim(Ke(f)) + dim(Bi(f)) = dim(V).

Beweis. Wir wihlen fiir Ke(f) zunichst eine Basis by, ..., bx. Diese ist ei-
ne linear unabhéngige Menge in V' und kann daher zu einer Basis by, ..., b,
bi+1,...,b, fortgesetzt werden. Wir behaupten nun, dal die Vektoren
f(bg+1), .-, f(by) alle paarweise verschieden sind und eine Basis von Bi(f)
bilden. Ist némlich f(b;) = f(b;) mit k < 4,4, so ist f(b; — b;) = 0, also
b; — b; € Ke(f). Damit gibt es eine Linearkombination b; — b; = Zle oy
Wegen der linearen Unabhéngigkeit der bq,...,b, sind damit die o, = 0,
und es gilt b; = b;. Ist weiter 37", | B, f(br) = 0, also f(3r_, .1 Brbr) =0,
so gilt S, ) Beby € Ke(f) und S0, Boby = SF_ ayb,. Wegen der
linearen Unabhéngigkeit der by,...,b, ergibt sich wieder 8, = 0, also sind
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die f(bgt1),---,f(bn) linear unabhingig. Um zu zeigen, dafl sie eine Basis
fiir Bi(f) bilden, sei f(v) mit v = Y"_, 8,b, ein beliebiger Vektor in Bi(f).
Dann gilt

F0) = O b =3 Bt b) = S Bef(b),
r=1 r=1

r=k+1

weil die Vektoren f(b1) = ... = f(br) = 0 sind. Damit ist gezeigt, daf die
Vektoren f(bg+1),-.., f(bs) eine Basis des Bildes Bi(f) ist. Die Dimension
des Bildes ist also dim(Bi(f)) = n—k = dim(V) —dim(Ke(f)), wie die Formel
im Satz behauptet.

Definition 5.4.11 Die Dimension dim(Bi(f)) einer linearen Abbildung f
heifit auch Rang der linearen Abbildung und wird mit rg(f) bezeichnet.

Folgerung 5.4.12 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und seien V,W
endlichdimensional. f ist genau dann bijektiv oder ein Isomorphismus, wenn
Ke(f) =0 und dim(V') = dim(W) gelten. In diesem Falle stimmen der Rang
von f und die Dimension von V dberein.

Beweis. Sei zun#chst f bijektiv. Dann ist nach Lemma 5.4.8 Ke(f) = 0.
Wegen 5.4.10 gilt dann dim(V') = dim(Bi(f)). Da f surjektiv ist, ist Bi(f) =
W, also gilt auch dim(V') = dim(W).

Um die Umkehrung zu zeigen, beachten wir zunéchst, dal nach 5.4.8 f
schon injektiv ist. Dann folgt aber dim(Bi(f) = dim(V) = dim(W). Es gibt
also in Bi(f) eine Basis von n = dim(W') Vektoren. Nach 5.4.10 ist diese auch
eine Basis fiir W, also Bi(f) = W. Damit ist f auch surjektiv, also bijektiv.

Die Aussage iiber den Rang folgt unmittelbar aus der Gleichung dim(V') =
dim(W).

Folgerung 5.4.13 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und sei V end-
lichdimensional. Dann gilt

dim Ke(f) 4+ rg(f) = dim V.
Beweis. folgt unmittelbar aus dem Dimensionssatz 5.4.10.

Folgerung 5.4.14 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und sei dimV =
dim W endlich. Dann sind dquivalent
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1. f ist ein Isomorphismus.
2. f ist ein Epimorphismus.
3. f ist ein Monomorphismus.

Beweis. Die Aquivalenz von 1. und 3. folgt unmittelbar aus 5.4.12. AuBer-
dem folgt 2. aus 1. Ist 2. gegeben, so folgt nach dem Dimensionssatz, dafl
dimKe(f) = 0, also auch Ke(f) = 0, gilt und daher mit 5.4.8 die Behaup-
tung 3.

Wir betrachten jetzt noch den Zusammenhang zwischen Homomorphis-
men und direkten Summen.

Satz 5.4.15 1. Sei V =@, ; U; eine (innere) direkte Summe von Unter-
vektorrdumen. Seien W ein Vektorraum und (f; : U; — Wi € I) eine
Familie von Homomorphismen. Dann gibt es genau einen Homomorphis-
mus f:V — W, so daf die Diagramme

U ——V

w

fiir alle i € I kommutieren.

2. Seien U;, © € I, Vektorraume. Dann gibt es einen Vektorraum V und
eine Familie von Homomorphismen (j; : Uy — V), so daf fir jeden
Vektorraum W und jede Familie von Homomorphismen (f; : Uy — W)
genau ein Homomorphismus f : V — W existiert, so daf$ die Diagramme

U —L v

w

fiir alle i € I kommutieren.

In diesem Falle sind die Homomorphismen j; : U; — V injektiv. Weiter
ist V' (innere) direkte Summe der Bilder j;(U;). V zusammen mit der
Familie (j; : Uy — V|i € I) heifit auch (dufere) direkte Summe der
Vektorraume U;.

Beweis. 1. Wie schon bei fritheren Beweisen zeigen wir zunéchst die Eindeu-
tigkeit und dann die Existenz des Homomorphismus f. Seien f und g mit
fji = gji = fi (fiir alle i) gegeben. Fiir einen Vektor v = 37, u; € V =
@ie] U; ist dann f(v) = f(zz ui) = Zz f(ul) = Zl fJZ(Ul) = Zl fz(ul) =
> 9di(wi) = 3, 9(w) = g3, ui) = g(v). Also gilt f = g. Die Rechnung
ist mit unserer Definition der Summe (vgl. Bemerkung vor 5.1.10) > . u;
durchfiithrbar, weil nur endlich viele Terme von Null verschieden sind.
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Um jetzt die Existenz von f zu zeigen, definieren wir f(v) := >, fi(us).
Damit ist eine wohldefinierte Abbildung f : V' — W gegeben, weil die Dar-
stellung v = ), u; nach 5.3.4 eindeutig ist. Man rechnet sofort nach, daf$ f
ein Homomorphismus ist und die Bedingung fj; = f; fiir alle i € I erfiillt.

2. Die Konstruktion von V ist analog zur Konstruktion des n-fachen Pro-
dukts eines Vektorraumes V' mit sich selbst (5.1.3 und 5.1.7). Wir definieren

V= {(w|i € I)|Vi € Iu; € U;],u; # 0 fiir nur endlich viele i € I}.

Man rechnet sofort nach, dafl V' mit komponentenweiser Addition und Mul-
tiplikation mit Skalaren ein Vektorraum ist. Fir ¢ € I seien j; : U; — V
definiert durch j;(u;) := (u}|j € I) mit v = u; und uj = 0 fiir j # i, also
die Familie, die an der i-ten Stelle den Eintrag u; hat und an allen anderen
Stellen Null ist. Es ist auch unmittelbar klar, da§ die j; Homomorphismen
sind.

Sei nun ein Vektorraum W und eine Familie von Homomorphismen
(fi : Uy — W) gegeben. Wir miissen die Existenz und Eindeutigkeit ei-
nes Homomorphismus f : V. — W mit fj; = f; fir alle ¢ € I zeigen.
Wieder zeigen wir zunéchst die Eindeutigkeit. Seien f und ¢ Homomorphis-
men von V in W mit fj; = f; = gjs. Dann ist g((w;)) = g3, Ji(us)) =
Yier 97i(wi) = 3 filwi) = Yoier [hi(wi) = f(Xier Ji(wi) = f((us)), also
J = g. Um die Existenz zu zeigen, definieren wir f((u;)) := >, fi(u;). Man
rechnet sofort nach, dal f : V — W ein Homomorphismus ist. Weiter ist
fii(ui) = f((u}) = 32;¢; fi(u)) = fi(u;), weil alle anderen Terme Null sind,
also ist fj; = f;.

Wir zeigen nun die beiden letzten Aussagen von 2. Erfiille V und (j; : U;
— V) die Bedingungen von Teil 2. des Satzes. (Sie miissen nicht genauso
konstruiert sein, wie wir das oben angegeben haben.) Sei i € I fest gewéhlt.
Wihle Homomorphismen f; : U; — U; fiir alle 7 € I mit f; = idy, und
f; = 0 fiir alle j # i. Dann kénnen wir nach 2. den Homomorphismus f : V
— U, bestimmen und erhalten fj; = idy,. Daher ist j; injektiv.

Wir zeigen jetzt V = @, 7:(Us). Sei W := >, ; ji(U;) und seien (f; : Us
— W) = (j; : Uy — W) fiir alle ¢ € I. Dann gibt es genau einen Homomor-
phismus f: V — W mit fj; = j;. Sei v : W — V die Einbettungsabbildung.
Dann ist ¢j; = j; und ¢fj; = j;. Wegen der Eindeutigkeit folgt ¢f = idy.
Damit ist ¢ surjektiv (und nach Konstruktion injektiv), also ist W = V.

Sei z € U; mit ji(z) = 2’ € ji(Us) N 3 er 275 (Uj). Wir definieren wie
oben W := U; und f; := idy, fiir j = 7 und f; = 0 sonst. Wieder erhalten
wir einen eindeutig bestimmten Homomorphismus f : V — U; mit fj; = f;.
Wegen o' = 37, 7;(u;) ist @ = fji(x) = f(z') = >, fij(u;) = 0, also
2’ =0 und damit j;(U;) N Y2 scr 235 (Uj) = 0.

Beispiel 5.4.16 Der Begriff des Homomorphismus (von Vektorrdumen)
fithrt uns zu einem neuen Vektorraum. Wenn V und W Vektorrdume sind,
so sei

Hompg (V,W) := {f : V — W|f Homomorphismus}
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die Menge aller Homomorphismen von V nach W. Dann ist Homg (V, W) ein
Untervektorraum von Abb(V,W). Es ist ndmlich 0 € Homg (V, W). Wenn
f,9 € Homg (V, W), dann gelten (f+g)(v+v") = f(v+v)+g(v+v") = f(v)+
) +9(0)+9(t") = F(0)+g(0)+ (1)) +9(") = (f+9)(0) +(f +)(v) und
(f +9) (W) = f(Av) +9(dv) = Af(v) +Ag(v) = A(f(v) +9(v)) = A(f +9)(v),
also ist f + g wieder ein Homomorphismus. In gleicher Weise zeigt man, daf}
mit f auch pf wieder ein Homomorphismus ist.

Der Vektorraum V* := Hompg (V, K) heifit dualer Vektorraum. Die Ele-
mente von V* heiflen lineare Funktionale.

Wenn V' ein endlichdimensionaler Vektorraum ist, dann haben V und
V* dieselbe Dimension und sind daher isomorph zueinander. Wenn némlich
b1,...,by eine Basis von V ist, dann ist fi,..., f, mit f;(b;) := d;; eine Basis
von V*, wie man leicht nachrechnet.

Ist V ein Vektorraum mit einer Basis B, so ist die Abbildung

hB:Vav:Zozbe(ab\beB) e KB
beB

ein bijektiver Homomorphismus, also ein Isomorphismus, wegen der eindeu-
tigen Basisdarstellung jedes Vektors v € V.

Definition 5.4.17 Sei B eine Basis des Vektorraumes V. Der Isomorphis-
mus hp : V — KB heiBt Koordinatensystem fiir V zur Basis B.

Folgerung 5.4.18 Fir jeden Vektorraum V gibt es einen Isomorphismus
V = KU fir eine geeignet gewihlte Menge I. Ist V endlichdimensional, so
ist V=2 K", wobein =dimV.

Beweis. Man rechnet sofort nach, dafl hg ein Homomorphismus ist. Es ist
auch klar, dafl hp bijektiv ist. Ist B = {b1,...,b,} eine endliche Menge, so
schreiben wir Ag auch in der Form

hp:Vov=> aib— (ali=1,...,n) € K,.
i=1

Definition 5.4.19 Eine lineare Abbildung p: V — V mit p? = p wird eine
Projektion oder idempotent genannt.

Satz 5.4.20 Sei p:V — V eine Projektion. Dann gilt
V' = Ke(p) @ Bi(p).

Beweis. Ke(p) und Bi(p) sind Untervektorrdume von V. Fiir v € V gilt v =
(v=p(v))+p(v) und es ist p(v—p(v)) = p(v) —p*(v) = 0, also v—p(v) € Ke(p),
und p(v) € Bi(p). Damit ist V' = Ke(p) + Bi(p). Wenn v € Ke(p) N Bi(p),
dann ist v = p(w) = p?(w) = p(v) = 0, also ist Ke(p) N Bi(p) = 0.
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Satz 5.4.21 Sei V = V' @ V". Dann gibt es genau eine Projektion p : V
— V mit V' = Ke(p) und V" = Bi(p).

Beweis. Sei v € V mit der eindeutigen Darstellung v = v’ +v" gegeben. Wir
definieren p(v) := v”. Man sieht leicht, daf p eine lineare Abbildung und eine
Projektion ist und dal V' = Ke(p) und V" = Bi(p) gilt. Wenn p' : V. — V
eine Projektion mit V' = Ke(p’) und V" = Bi(p’) ist, dann ist p’(v") = 0 fiir
alle v’ € V'. Fiir v € V" gilt v" = p(w") = p*(w") = p(v") fiir ein w” €V,
also ist p(v' +v") = 0" = p(v' +0").

Ubungen 5.4.22 1. Sei K ein Kérper. Definieren Sie
fiK?— K2, (2,y) — (az + by, cx + dy)

fiir a,b,c,d € K.
a) Zeigen Sie, daf f eine lineare Abbildung ist.
b) Definieren Sie

g: K2 - K2a (l’,y) = (dZE - bya —CcT +ay)
Zeigen Sie:

(f o g)(x,y) = (ad = be)(z,y) = (g0 f)(2,y)

c¢) SchlieBen Sie: f ist genau dann bijektiv, wenn ad — bc # 0 ist.
2. Definieren Sie fiir ¢ € R:

f:R? = R? (2,) — (zcosp — ysin g, zsin g + ycos @)

Zeichnen Sie die Bilder der kanonischen Basisvektoren in ein Koordina-
tensystem ein. Erkldren Sie anhand dieses Bildes, dafi die Abbildung f
eine Drehung beschreibt. Bestimmen Sie den Drehsinn und den Drehwin-
kel. Bestimmen Sie mit Hilfe der vorhergehenden Aufgabe die Umkehrab-
bildung und erldutern Sie, dafl auch die Umkehrabbildung eine Drehung
ist. Bestimmen Sie Drehsinn und Drehwinkel der Umkehrabbildung.

3. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen.
Zeigen Sie: Ist U C W ein Untervektorraum von W, so ist f~1(U) ein
Untervektorraum von V.

4. Sei f : V. — W eine bijektive lineare Abbildung. Zeigen Sie, dal auch
die Umkehrabbildung linear ist.

5. Seien V und W zwei Vektorrdume und wvq,...,v, Vektoren aus V,

wy, ..., w, Vektoren aus W.

a) Zeigen Sie: Sind vy, ..., v, linear unabhingig, so gibt es mindestens
eine lineare Abbildung f : V. — W mit f(v;) = w; fiir alle j =
1,...,n.

b) Zeigen Sie: Erzeugen vy, ..., v, den Vektorraum V', so gibt es héch-

stens eine lineare Abbildung f : V. — W mit f(v;) = w, fiir alle
7=1,...,n.
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6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen. Sei
v1,...,V, eine Basis von V.
a) Zeigen Sie, dafl f genau dann injektiv ist, wenn f(v1),..., f(v,) li-
near unabhéngig sind.
b) Zeigen Sie, dal f genau dann surjektiv ist, wenn f(v1),..., f(v,) ein
Erzeugendensystem von W ist.
7. Seien V und W Vektorrdume und f : V — W ein Homomorphismus.
Zeigen Sie:
a) Aquivalent sind:
i. f ist injektiv.
ii. Fiir jeden Vektorraum U und alle Homomorphismen s,t : U —
V mit fs= ft gilt s =1t.
iii. Es gibt einen Homomorphismus g : W — V mit gf = idy .
b) Aquivalent sind:
i. f ist surjektiv.
ii. Fiir jeden Vektorraum X und alle Homomorphismen s,t : W
— X mit sf =t¢f gilt s =t.
iii. Es gibt einen Homomorphismus g : W — V mit fg = idw.
8. Sei V ein Vektorraum iiber K. U; und Us seien Untervektorrdume von
V mit V = Uy & U,. Zeigen Sie, daf die Abbildung

f UL x Uy — V, (u1,u2) — u1 + ug

ein Isomorphismus ist, wobei U; x Us die in der Aufgabe 1 erkliarte Vek-
torraumstruktur tragt.
9. Definieren Sie

fiR* = R? (z,y) — (/34 2y/3,2/3 4 2y/3)

a) Zeigen Sie, dal fo f = f ist.
b) Bestimmen Sie Kern und Bild von f. Zeigen Sie:

R? = Ke(f) @ Bi(f)

¢) Zeichnen Sie Ke(f) und Bi(f) in ein Koordinatenkreuz ein. Beschrei-
ben Sie anhand dieses Bildes die Abbildung f.
d) Entscheiden Sie, ob f bijektiv ist.
10. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : V' — V eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie:
a) Es gelten
0 C Ke(f) C Ke(f?) c Ke(f?) C ...
V D Bi(f) D Bi(f?) D Bi(f3) o ...

b) Wenn Ke(f") = Ke(f"+!) gilt, dann gilt auch Ke(f") = Ke(f"+)
und Bi(f") = Bi(f"*?) fiir alle i > 0.
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c) (Fitting-Lemma:)® Es gibt ein n > 0, so dal V = Ke(f") @ Bi(f").
(Hinweis: Man zeige, daf} es ein n = r wie in Teil b) gibt. Dann kann
man Ke(f™) NBi(f™) = 0 beweisen und mit Dimensionsargumenten
die Aussage zeigen.)

d) (Fitting-Zerlegung:)f ist direkte Summe eines Automorphismus
flBi(gny = Bi(f™) — Bi(f™) und eines nilpotenten Endomorphismus
(eines Endomorphismus g mit g" = 0) flke(sn) : Ke(f™) — Ke(f™).

Sei f: R* — R? die (eindeutig bestimmte) R-lineare Abbildung mit

f(ov ]-7 27 3) = (37 57 2)
f(1, 2, 3,0)=(0, 3, 3)
f(2, 3,0, 1)=(1, 1, 0)
£(3,0,1,2) = (2, 3, 1).

Bestimmen Sie eine Basis von Ke(f).
Sei V' ein Vektorraum und p : V' — V eine Projektion. Zeigen Sie, dafl
es genau eine Projektion ¢ : V' — V gibt, so daf} gilt:
pg=qp=0 p+g=idy

Driicken Sie Kern und Bild von ¢ durch Kern und Bild von p aus.
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Es gibt genau dann einen
Homomorphismus f : V — V mit Ke(f) = Bi(f), wenn die Dimension
von V gerade ist.
Sei V' ein Vektorraum und vq,...,v, eine Basis von V. Fiiri =1,...,n
sei f; : V — K diejenige lineare Abbildung, die auf der gegebenen Basis
durch

fi(vj) = 6i;
bestimmt ist (vgl. Beispiel 5.4.16). Zeigen Sie:
a) Fiir allev € V gilt: v =>"" | fi(v)v;
b) Fiir alle f € V* := Hom(V, K) gilt: f=>"", f(vi)fi
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Zeigen Sie, dafl V* ebenfalls
endlichdimensional ist und dieselbe Dimension wie V hat.

Sei K ein Korper und V = KM, Zeigen Sie, daB es Untervektorraume
Ui, Us CVgibt mit V=2U;Z2Usund V =U; @ Us.

5.5 Die darstellende Matrix

Besonders einfach lassen sich Homomorphismen f : V' — W darstellen, wenn
die Vektorrdume V und W in der Form K,, gegeben sind. Dazu definieren
wir zunéchst eine Multiplikation von Matrizen (zur Definition vgl. Abschnitt

1).

8 Hans Fitting (1906-1938)
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Definition 5.5.1 Seien M eine m x n-Matrix und N eine n x r-Matrix. Wir
definieren das Produkt der beiden Matrizen M und N, genannt Matrizen-
produkt, als eine m x r-Matrix durch

M-N = (E?Zlaij~ﬁjk|i:1,...,m;k:1,...,r>
Ym0 By i on By

n n
D1 Cmg B o Dy Qmy Byr

Man kann also zwei Matrizen genau dann miteinander multiplizieren, wenn
die Anzahl der Spalten der ersten Matrix mit der Anzahl der Zeilen der
zweiten Matrix iibereinstimmt.

Die Kronecker Funktion (vgl. 5.2.4 4.) gibt Anlafl zur Definition der Fin-
heitsmatriz E, = (§;;]i,7 € {1,...,n}) € K. Es ist also

100 ...0
010 ...0
E,=|0 0 1 ... 0
000 ...1

Einige Rechenregeln lassen sich leicht nachrechnen und werden hier nur
angegeben. Bei Matrizenprodukten nehmen wir immer an, daf sich die Ma-
trizen nach der vorherigen Bemerkung miteinander multiplizieren lassen. Es
gelten im einzelnen:

M-(N-P)=(M-N)-P, (M1)
M- (N+P)=M-N+M-P, (M2)
(M+N)-P=M-P+N-P, (M3)
M-AWN)=(A-M)-N=X-(M-N), (M4)
E, M=M=M-E,fir M e K, (Mb)
Beispiel 5.5.2 Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir jetzt das bekannte Bei-
£
spiel der linearen Abbildung f:V — Wmit f | n | := <€) auch anders
c ¢
3
beschreiben. Fiir | n | € R3 gilt namlich
¢
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Wegen der oben angegebenen Rechenregeln (M3) und (M4) folgt direkt, dafl
3

die Multiplikation der Spaltenvektoren | n | von links mit der angegebenen

¢

Matrix eine lineare Abbildung ist. Allgemein halten wir den folgenden Satz
fest.

Satz 5.5.3 Sei M eine mxn-Matriz. Die Multiplikation auf Spaltenvektoren
aus K, wvon links mit M ist eine lineare Abbildung f : K, — K,, mit
&1 & m
fl: =M - = - |, wobei
gn fn Nm

mi= () ai&)) (D1)
j=1

gilt. Wir bezeichnen diese lineare Abbildung f auch mit M: K, — K,,. Zu
Jeder linearen Abbildung f : K, — K, gibt es genau eine Matriz M mit
f =M, genannt darstellende Matrix.

Beweis. Die erste Aussage ist wie schon gesagt eine Folge der Rechenregeln
(M3) und (M4). Ist umgekehrt f : K,, — K,, eine lineare Abbildung, so er-
halten wir n Vektoren f(e;),j =1,...,nin K,,, die eine eindeutig bestimmte
Basisdarstellung

fles) = auj-e (D2)
=1

haben. Wir erhalten also eine Matrix M = (a;;) und behaupten f = M. Da

sowohl f als auch M lineare Abbildungen sind, geniigt es nach 5.4.6, ihre
Operation auf den Basisvektoren zu vergleichen. Es ist

m alj
fle)) = ajjei=| [ =M-ej,
=1

amj

also ist f = M. Insbesondere ergibt Z/W\(ej) = M - e; die j-te Spalte der
Matrix M. Deshalb ist M durch M = f eindeutig bestimmt. Aulerdem wird
das Bild von f von den Vektoren f(e;), also von den Spaltenvektoren von M
aufgespannt.

Folgerung 5.5.4 Sei f : K,, — K, eine lineare Abbildung. Dann ist der i-
te Spaltenvektor der darstellenden Matriz M mit M = f gegeben durch f(e;).
Weiter ist das Bild von M der von den Spaltenvektoren von M aufgespannte
Untervektorraum von K,,.
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Dieses Ergebnis werden wir spéater viel verwenden. Man beachte jedoch,
daf das Ergebnis nur fiir Vektorrdume der Form K, gilt, nicht aber fiir andere
Vektorrdume, z.B. Untervektorrdume von K,,. Aus der Folgerung ergibt sich
weiter, dafl der Rang von M mit der Dimension des von den Spaltenvekto-
ren von M aufgespannten Untervektorraumes iibereinstimmt. Wir definieren
daher

Definition 5.5.5 Der Spaltenrang rg(M) einer Matrix M ist die Dimension
des von den Spaltenvektoren von M aufgespannten Untervektorraumes.

Der Zeilenrang einer Matrix M ist die Dimension des von den Zeilenvek-
toren von M aufgespannten Untervektorraumes.

In Lemma 5.4.2 haben wir gezeigt, dafl die Verkniipfung zweier linea-
rer Abbildungen wieder eine lineare Abbildung ergibt. Fiir Vektorrdume der
Form K, erhalten wir den folgenden Zusammenhang.

Folgerung 5.5.6 Seien f : K, — K,, und g : K,, — K, zwei lineare
Abbildungen mit den darstellenden Matrizen M bzw. N. Dann ist N - M die
darstellende Matriz der linearen Abbildung gf : K, — K,, d.h. es gilt

NM =N - M.

Weiterhin hat die identische Abbildungid : K,, — K, die darstellende Matriz
E,.

&1
Beweis. Wenn f = M und g= N gelten, so gilt fiir jeden Vektor €
&m
& & &
K,, die Gleichung gf | : | =N-(M-| : |)=(N-M)-| : | wegen

(M1). Das ist die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt durch (M5).

Definition 5.5.7 Wir nennen eine Matrix M invertierbar oder reguldr,
wenn es Matrizen N und N’ gibt mit M-N = E,, und N'-M = E,,. N (bzw.
N’) heifit dann auch inverse Matrix zu M. Ist eine Matrix nicht regulér, so
heifit sie auch singuldr.

Es ist leicht zu sehen, dafl die inverse Matrix zu M eindeutig bestimmt
ist, denn gilt N'-M = E, und M - N = E,,, so folgt N' = N' - E,, =
N'-M-N = E,-N = N. Wir werden daher diese eindeutig bestimmte inverse
Matrix zu M auch mit M ! bezeichnen. Auf Methoden der Berechnung von
inversen Matrizen werden wir im néchsten Kapitel eingehen. Wegen der oben
dargestellten Zusammenhénge zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
folgt nun unmittelbar

Folgerung 5.5.8 Fiir eine invertierbare Matrix M gilt M1 = (M\)*l.
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Beispiele 5.5.9 1. Die neu eingefiihrten Begriffe sollen nun an einigen Bei-
spielen erldutert werden. Zunéchst betrachten wir die lineare Abbildung

f=M:Ry - Rymit M =0 1 .Danngiltf({): &
0 0 2 0

Diese lineare Abbildung ist injektiv, aber nicht surjektiv. Sie bettet die
(&1,&2)-Ebene in den Ry ein.

1
2. Die lineare Abbildung f = M mit M = [ 1 | bildet die reelle Gerade
1
R auf die Raumdiagonale des Rg ab. Sie ist ebenfalls injektiv und nicht
surjektiv.
3. Die lineare Abbildung f = M mit M = (é (1) 8) projiziert den Rj

auf die (£, &2)-Ebene (,die wir uns wohl in den Rj3 eingebettet vorstellen
koénnen, die aber genau genommen der Ry ist). Sie ist surjektiv, aber
nicht injektiv.

4. Verwenden wir M = (1/3,1/3,1/3), so erhalten wir eine Projektion des
R3 auf die Gerade R. Sie ist surjektiv, aber nicht injektiv. Diese lineare
Abbildung ergibt eine Projektion auf die Raumdiagonale, wenn wir noch

1
die oben besprochene Abbildung mit N = [ 1 | nachschalten. Die kom-
1

ponierte lineare Abbildung N - M 158t die Elemente der Raumdiagonalen
fest. Die darstellende Matrix ist

1/3 1/3 1/3
N-M=|1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

Damit haben wir eine lineare Abbildung, die weder injektiv noch surjektiv
ist.

5. Ein Beispiel fiir eine bijektive lineare Abbildung ist die Drehung der
Ebene Ry um 30° mit der Matrix

u= (V" )

Durch sie wird der Basisvektor ((1)) in der zi-Richtung auf den Vek-

tor (1/2"A3> abgebildet, d.h. wm 30° nach links gedreht, und der

1/2
Basisvektor <O> in der xo-Richtung auf den Vektor ( ~1/2 ) Die
1 1/2-v3 )
Drehung ist also eine Linksdrehung. Im mathematischen Sinn wird eine
Drehung immer nach links gerechnet, wiahrend im technischen Sinn eine

Drehung immer nach rechts gerechnet wird.
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Wir hatten oben schon bemerkt, dafl lineare Abbildungen sich nur dann
durch Multiplikation mit Matrizen darstellen lassen, wenn der Vektorraum
von der Form K, ist. Fiir Vektorrdume von anderer Form, z.B. Untervek-
torrdume von K,,, Vektorrdume der Form Hom(V,W) oder K haben wir
jedoch in Satz 5.4.6 ein gutes Hilfsmittel zur Beschreibung von linearen Abbil-
dungen, das sogar auch zu einer Beschreibung mit Hilfe von Matrizen fiihrt.
Wir werden in den folgenden Betrachtungen Basen immer mit Indexmen-
gen der Form {1,...,n} indizieren, damit eine gewisse Reihenfolge bei den
Basisvektoren, den Matrixeintrigen und der Summation festgelegt ist. Wir
nennen eine Familie (b;|¢ = 1,...,n) von Vektoren in einem Vektorraum V'
eine Basisfamilie, wenn die Menge {b;|¢ = 1,...,n} eine Basis von V ist und
die Vektoren mit verschiedenen Indizes paarweise verschieden sind.

Definition und Lemma 5.5.10 Seien V und W zwei Vektorrdume mit den
Basisfamilien (by,...,by) von V und (c1,...,¢,) von W. Seig:V — W
eine lineare Abbildung. Dann ist g durch die Vorgabe der Werte g(b;) € W,i =
1,...,m schon eindeutig bestimmt. Die Bildvektoren haben eine eindeutige
Basisdarstellung

g(bj) = Zaij " Cie (D2)

Also ist durch g eine n x m-Matriz M = («j) bestimmt. Die Matriz M heifit
darstellende Matrix der linearen Abbildung g beziiglich der Basisfamilien
(b1,...,bm) von V und (c1,...,cn) von W. Die Kenntnis von M allein (und
die Kenntnis der Basisfamilien von V- und W) bestimmt nach Satz 5.4.6 den
Homomorphismus g schon vollstindig.

Ist eine beliebige m x n-Matrix M gegeben, so wird durch die oben ange-
gebene Formel genau eine lineare Abbildung g bestimmt, da die Bildvektoren
der Basisvektoren b; beliebig gewdhlt werden dirfen.

IstV =Ky, W=Ky, f: V— W ene lineare Abbildung, so stimmt die
darstellende Matrix M von f = M mit der soeben definierten Matriz tibe-
rein, wenn wir als Basisfamilien in den beiden Vektorrdumen die kanonischen
Basisfamilien (e;) verwenden. Der Leser kann das leicht nachrechnen.

Lemma 5.5.11 Seien drei Vektorrdume U, V und W gegeben zusammen
mit Basisfamilien (b;), (¢;) beziehungsweise (d;), seien weiter lineare Abbil-
dungen f:U — V und g:V — W mit darstellenden Matrizen M bzw. N
gegeben, so ist N - M die darstellende Matrix von gf : U — W.

Beweis. Seien f(by) = >_; aji - ¢j und g(¢;) = >, Bij - d;. Dann ist

m

gf(br) = Q(Z Qi ¢j) = Zajk -g(cj)

3

= Zajk : Zﬁij od; = Z Zﬂijag‘k - d;.
j=1 i=1

i=1 \j=1
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Wir betrachten einen Spezialfall des vorhergehenden Lemmas. Sei f : U
— V eine bijektive lineare Abbildung. Sei U = W. Wir wéhlen dieselben
Basisfamilien (b;) und (d;). Sei g = f~!. Dann ergibt die Zusammensetzung
gf der beiden Abbildungen die identische Abbildung id: U — U. Fiir diese
gilt aber id(b;) = > d;; - b; mit dem Kronecker Symbol (d;;). Die darstellende
Matrix ist also die Einheitsmatrix E,,. Wir erhalten daher fiir das Matrizen-
produkt (a;) - (Bjx) = E, und symmetrisch (8;) - (o) = Ej. Die Matrix
(cv;) ist damit invertierbar. Offenbar lassen sich diese Schliisse auch umkeh-
ren. Wir haben gezeigt

Folgerung 5.5.12 Wird die lineare Abbildung f : V — W durch die Matrix
(euij) (beziiglich zweier beliebiger Basisfamilien von V beziehungsweise W)
dargestellt, so ist f genau dann bijektiv, wenn die Matriz (cv;) invertierbar
15t.

Folgerung 5.5.13 Eine regulire Matrix M € K] ist quadratisch, d.h. es
gilt m = n.

Beweis. Nach 5.4.12 ist M eine lineare Abbildung zwischen den Réumen K,
und K, gleicher Dimension, also m = n.

Folgerung 5.5.14 Fine Matriz ist genau dann reguldr oder invertierbar,
wenn sie quadratisch ist und ihr Rang mit ihrer Zeilenzahl tibereinstimmt.

Beweis. Ist eine Matrix M regulér, so folgt die Behauptung nach 5.4.12.
Ist die Matrix M quadratisch und stimmen Rang und Zeilenzahl iiberein,
so verschwindet der Kern der linearen Abbildung M nach 5.4.13. Weiter
stimmen die Dimensionen von Quelle und Ziel der Abbildung M {iberein.
Nach 5.4.12 ist dann M invertierbar, also auch M.

Ist eine lineare Abbildung f : K,, — K, durch Multiplikation mit einer
Matrix M gegeben, also f = M, so kann man den Rang von f leicht aus der
Matrix berechnen. Es ist ndmlich die Menge der Spaltenvektoren von M eine
Erzeugendenmenge des Bildes von f, da f(e;) = M -e; der i-te Spaltenvektor
der Matrix M ist, und das Bild der Basisfamilie (ey,...,e,,) unter f eine
Erzeugendenmenge von f(K,,) ist. Um also den Rang von f zu berechnen,
geniigt es, die maximale Anzahl, genannt (Spalten-) Rang der Matriz M,
von linear unabhéngigen Spaltenvektoren von M zu bestimmen. Diese bilden
gerade eine Basisfamilie von f(X;,). Die Dimension des Kernes dieser linearen
Abbildung ergibt sich dann aus dem Satz 5.4.13.

Lemma 5.5.15 Der Rang der linearen Abbildung M ist die mazimale An-
zahl der linear unabhingigen Spaltenvektoren von M.

Wir werden spéter zeigen, dafl die maximale Anzahl von linear unabhéingi-
gen Spaltenvektoren mit der maximalen Anzahl von linear unabhéngigen Zei-
lenvektoren von M {iibereinstimmt, so dafl man gelegentlich eine vereinfachte
Berechnung des Ranges von M durchfiihren kann.
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Wir betrachten jetzt einen Vektorraum V mit zwei Basisfamilien
(b1,...,by) und (c1,...,c,). Da sich jeder Vektor eindeutig als Linearkombi-
nation der Basiselemente schreiben 148t, gibt es eindeutig bestimmte Koeffi-
zienten a;; mit b; = Z;—;l Q;jc;.

Definition 5.5.16 Fiir den Vektorraum V seien zwei Basisfamilien
(b1,...,by) und (c1,...,c,) gegeben mit

bj = Zaijci (D3)
i=1

Die Matrix T' = (a;;) heifit Transformationsmatriz fir die Basistransforma-
tion von (b;) nach (¢;).

Seiid(b;) = b; = >, ;- ¢;. Dabei seien die Koeffizienten dieselben wie
oben bestimmt. Nach Folgerung 5.5.12 ist diese Matrix invertierbar, da die
identische Abbildung invertierbar ist. Daraus folgt

Lemma 5.5.17 Jede Transformationsmatriz fiir eine Basistransformation
ist invertierbar.

Offenbar ist auch jede Familie (b;|j = 1,...,n) von Vektoren mit b; =
", @ij - ¢; eine Basis, wenn die Matrix («;;) invertierbar ist.

Wir leiten jetzt noch die Transformationsformel fiir die Transformation
der Koeffizienten eines Vektors bei einer Basistransformation her. Seien wie
oben V ein Vektorraum mit zwei Basisfamilien (by,...,b,) und (cy,...,cy).
Sei (av;) die Transformationsmatrix. Sei schlieBlich v = 37| B - b; =
>oi17%i - ¢ ein beliebiger Vektor in V. Dann gilt v = 377, 8; - b; =

S By iy e = 3 (Z?:l a;j ~,6’j) - ¢;. Wegen der Eindeutig-
keit der Basisdarstellung erhalten wir also

vi= Y ai- B (D4)
j=1

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen den darstellenden Matrizen
von Homomorphismen und Koordinatensystemen.

Satz 5.5.18 Seien V und W Vektorrdume mit den Basisfamilien B =
(bjlg =1,...,m) bzw. C = (¢|t = 1,...,n). Sei f:V — W eine linea-
re Abbildung. Die Matrix M = (auj) ist genau dann darstellende Matriz von
f beziiglich der Basisfamilien B und C, wenn das Diagramm

v f

w

hp hc
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kommutiert.

Beweis. Sei N = (8;;) die darstellende Matrix von f. Es ist heof = Mhp
genau dann, wenn fiir jeden Basisvektor b; gilt

(Bijli =1,...,n) = ha(Y_ Bijei) = ha f (b))

=1

= Mhp(b) =Y airdi; = (i =1,...,n),
k=1

genau dann, wenn M = N.

Satz 5.5.19 Seien B = (b;) und C = (¢;) Basisfamilien des Vektorraumes
V. Die Matriz T ist genau dann die Transformationsmatriz fir die Basi-
stransformation von (b;) nach (¢;), wenn das Diagramm der Koordinaten-

systeme
Vv
N\
K, —X—+K,
kommutiert.

Beweis. Ist T die Transformationsmatrix, so gilt b; = id(b;) = > | ajc;.

Damit kommutiert das Diagramm

174 id

|4
hB hC’

Ky

Ky

und damit auch das Diagramm im Satz. Es ist klar, dafl auch die Umkehrung
gilt.

Hieraus ergibt sich nun die wichtige Formel iiber die Anderung der dar-
stellenden Matrix bei Koordinatentransformationen.

Satz 5.5.20 Seien V ein Vektorraum mit den Basisfamilien B = (bj|j =
L...,m) und B" = (bi|j = 1,...,m) und W ein Vektorraum mit den Ba-
sisfamilien C = (¢;li = 1,...,n) und C' = (ciJi = 1,...,n). Seien S die
Transformationsmatriz fiir die Basistransformation von B nach B’ und T
die Transformationsmatriz fiir die Basistransformation von C nach C'. Sei
f:V — W eine lineare Abbildung mit der darstellenden Matriz M beziiglich
der Basisfamilien B und C. Dann ist TM S~ die darstellende Matriz von
f beziiglich der Basisfamilien B’ und C’.
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Beweis. Das Diagramm

id

|4

-W
hB/l JhB hcl lhc/
~ —~ ~

'Kn

K, =2 —+K, —M+K, —TL

kommutiert. Die untere Gesamtabbildung ist dabei (T]\ﬁ*l). Nach 5.5.18
ist dann TMS~! die darstellende Matrix fiir f.

Eine weitere Operation, die auf Matrizen ausgeiibt werden kann, ist die
Transposition. Ist M = («;;) eine m x n-Matrix, so ist M* := (By) mit By =
apmit k=1,...,nund [ = 1,...,m eine n x m-Matrix, die Transponierte
oder transponierte Matrix von M genannt wird.

Man stelle sich diese Operation so vor, dafl das Koeffizientenschema an
der Diagonalen a1, ..., q;;, ... gespiegelt wird, d.h. dafl die Terme links un-
terhalb dieser Diagonalen rechts oberhalb der Diagonalen zu stehen kommen
und umgekehrt, insbesondere, dafl die Diagonale fest bleibt. Die Transponier-
te zur Matrix

1
M=13
5

1 3 5
t _
M= (2 4 6> ’
Diese Operation kann daher auch auf nichtquadratische Matrizen angewendet
werden. Damit werden aus Zeilenvektoren Spaltenvektoren und umgekehrt.

S =N

wird also

Man sieht nun leicht ein, dafl die Transposition ein Homomorphismus
zwischen Vektorrdumen von Matrizen ist, allgemeiner dafl

(aM + BN)' = aM*' + BN,
(M")! = M,
(M- N)t =Nt M

gelten.

Ubungen 5.5.21 1. Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln fiir die Matri-
zenmultiplikation:
a) Fir M € KI', N € K} und P € K¥ gilt: (M -N)-P=DM-(N - P)
b) Fiir M € K, N € K" und P € KF gilt: (M + N)-P = (M - P) +
(N - P)
c) Fir M € K, N € Kf und P € KF gilt: M- (N +P)=(M-N)+
(M- P)
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d) Fir M € K", N € K* und X € K gilt: (AM) - N = M - (AN) =
A(M - N)

e) Fir M e K} gilt: E,,, M =M-E,=M

. Sei V der von den Funktionen sin(x) und cos(x) erzeugte Untervektor-

raum des Vektorraumes R® = Abb(R, R). Bestimmen Sie eine darstellen-

de Matrix der linearen Abbildung

d

I V-V

. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : V — V eine lineare
Abbildung mit f o f =idy. Im Grundkorper K sei 1 + 1 # 0.

a) SeiVy :={veV|flw)=vlundV_ :={v eV | f(v) =—v}. Zeigen
Sie: V =V, & V_. (Hinweis: Erkldren Sie, wo die Voraussetzung iiber
den Grundkorper eingeht.)

b) Zeigen Sie, dafl es eine Basis von V gibt, fiir die die darstellende
Matrix von f auf der Diagonalen nur die Eintrige 1 und —1 und
auerhalb der Diagonalen nur den Eintrag 0 hat.

. Sei
0 2 -1
M=]11-10
-10 1

Berechnen Sie mit Hilfe g\er Transformationsformel aus Satz 5.5.20 die
darstellende Matrix von M beziiglich der Basis

1 0 1
v = -1 Vg = 1 Vg = 1
0 -1 1

von Q3.

. Betrachten Sie die Basis (1,—1,0),(1,0,—1),(1,1,1) des Vektorraumes
Q3. Bestimmen Sie die Transformationsmatrix des Basiswechsels von die-
ser Basis auf die kanonische Basis und die Transformationsmatrix des
Basiswechsels von der kanonischen Basis auf diese Basis. Zeigen Sie, daf}
beide Transformationsmatrizen zueinander invers sind.

. Seien v1,...,v, und wy,...,w, Basen des Vektorraumes V. T sei die
Transformationsmatrix des Basiswechsels von (v;) nach (w;). Zeigen Sie,
da8 T~ die Transformationsmatrix des Basiswechsels von (w;) nach (v;)
ist.

. Seien b1 = (0, 1, 1), b2 = (1, 0, 1), bg = (1, 1, 0)7 c1 = (2, 1, 1), Coy — (1, 2, 1)
und ¢z = (1,1,2). Bestimmen Sie die Transformationsmatrix S von der
Basis (b;) auf die Basis (c;) von R? und die Transformationsmatrix von
der Basis (¢;) auf die Basis (b;).

. Sei vy,...,v, eine Basis des Vektorraumes V. Sei T' = (a;;) € K} eine
invertierbare Matrix. Fiir j = 1,... n setze
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n
wj = E Qi 5U;
i=1

Zeigen Sie, dafl wq,...,w, ebenfalls eine Basis von V ist.
9. Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage richtig ist (ja/nein).
Sei A e K' und B € K. Es gelte AB = E,,,. Dann gilt auch BA = E,,.
10. Sei

V= ceRyjlw+z+y+2=0

e 8 8

und sei f: V — V der durch

w -1 1 1 0 w
z| |1 -1 1 0 T
f y | 1 1 -1 0 Y
z 0 0 0 1 z

definierte Homomorphismus. Bestimmen Sie die darstellende Matrix von
f beziiglich der Basis von V

1 0 0
-1 1 0
o J’|-1)°| 1
0 0 -1

5.6 Restklassenrdume, affine Raume

Da die Vektorraumstruktur eine algebraische Grundstruktur ist, kann man
wie in Kapitel 3 Abschnitt 4 Kongruenzrelationen und Restklassen studieren.
Wie in 3.4 nennen wir eine Aquivalenzrelation R C V x V eine Kongruenz-
relation fiir den Vektorraum V', wenn R ein Untervektorraum von V x V
ist. Wenn R eine Kongruenzrelation fiir V' ist, dann gilt wieder die Aussage
von 3.4.5, da8 V/R genau eine Struktur eines Vektorraumes tréigt, so daf die
Restklassenabbildung v : V' — V/R eine lineare Abbildung ist.

Satz 5.6.1 Die Zuordnung, die jedem Untervektorraum U C V die Kongru-
enzrelation Ry C V x V' mit

Ry :={(v,w) e VxV|jp—weU}

zuordnet, ist bijektiv. Die Umkehrabbildung ordnet jeder Kongruenzrelation
R CV xV den Untervektorraum

Ugr = {v—w|(v,w) € R}

zZU.
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Beweis. Da jeder Vektorraum auch eine (abelsche) Gruppe ist, ist Ry C
V xV Untergruppe. Fiir A € K und (v,w) € Ry ist A(v,w) = (Av, \w) € Ry,
denn Av—Aw = A(v—w) € U. Damit ist Ry tatsichlich eine Kongruenzrelati-
on. Ist R gegeben, so ist wiederum U wie in 3.5.3 eine Untergruppe. Fiir A € K
und v—w € Ug mit (v, w) € R gilt A(v,w) € R, also A(v—w) = Av—Aw € Ug.
Damit ist Ugr ein Untervektorraum.

Wir schreiben V/U := V/Ry. Nach 3.5.4 ist v+ U = {v+uju € U} dann
das allgemeine Element des Restklassenraumes V/U.

Definition 5.6.2 Eine Teilmenge v + U in einem Vektorraum V beziiglich
eines Untervektorraumes U heifit auch affiner Unterraum von V. mit Trans-
lationsraum U.

Satz 5.6.3 (Faktorisierungssatz fir Vektorriume) Sei f : V. — W eine
lineare Abbildung und U C V' ein Untervektorraum. Wenn f(U) = 0, dann
gibt es genau eine lineare Abbildung f :V/U — W, so daf§

V—Y VU
N T
w

kommutiert.

Beweis. verlduft analog zum Beweis von 3.5.5. Einzig neu ist die Behauptung,
daB8 f auch mit der Multiplikation mit Skalaren vertréglich ist: f(\v) =
fw) = fr(hw) = f(dw) = Af(v) = Af (V).

Satz 5.6.4 Sei U C V ein Untervektorraum und U’ ein direktes Komple-
ment zu U. Dann ist f: U -V -5 V/U ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist V. = U @ U’. Wir definieren die Umkehrabbildung g : V/U
— U’ zu f durch die Teilabbildungen auf den direkten Summanden (g1 : U
— U’')=0und (g2 : U — U’) = idy-. Nach 5.4.15 ist die lineare Abbildung
g : V. — U’ dadurch eindeutig bestimmt. Da g(U) = ¢1(U) = 0, folgt
nach 5.6.3, dafl g durch eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung g : V/U
— U’ faktorisiert werden kann, dafl also insbesondere grv = g gilt. Dann ist
13(0) = fo(v) = F(g1(u) + 9aw)) = o) = (') = v(uf) = w(v) = ¥ =
id(7), wenn v € V die Zerlegung v = u+u’ beziiglich V = U & U’ hat. Weiter
ist gf(v') = gr(v') = g(v') = v’ =id(v'). Also gelten fg=id und gf = id.

Die im vorhergehenden Satz gezeigte Eigenschaft, dafl der Restklassen-
raum V/U auch zu einem Untervektorraum U’ von V isomorph ist, ist eine
sehr seltene Eigenschaft von algebraischen Strukturen. Der Untervektorraum
U’ ist ja auch durch V/U oder durch U keineswegs eindeutig bestimmt, wie
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wir schon bei der Diskussion von direkten Komplementen gesehen haben. Bei
Ringen ist diese Aussage z.B. falsch. Keiner der Ringe Z/nZ mit n > 1 ist
zu einem Unterring von 7Z isomorph, weil in Z kein Element der additiven
Ordnung n existiert, d.h. es gibt kein Element x € Z,  # 0, mit nz = 0,
was aber in Z/nZ z.B. fur die Eins gilt. Man sollte daher vermeiden, V/U
mit irgendeinem Untervektorraum von V' zu identifizieren oder sich auch nur
eine solche Identifizierung vorzustellen.

Mit den Elementen von V/U kann man jedoch in sehr natiirlicher Weise
eine andere Vorstellung verbinden. Ein solches Element, ein affiner Raum,
hat die Form & = v+ U = {v + u|u € U}. Er entsteht also durch , Verschie-
bung“ des Untervektorraumes U um den Vektor v € V. Da die Elemente
von V/U eine Partition bilden, werden sich zwei solche affinen Unterrdume
mit demselben U nicht schneiden (es sei denn, sie stimmen iiberein). Man
betrachtet sie dann auch als parallele affine Unterrdume. Weiter iiberdecken
sie den gesamten Vektorraum V', wegen V = | J{v+Ulv € V'}. Damit ist V/U
ein interessantes weiteres Beispiel fiir einen Vektorraum, ndmlich die Menge
der zu U in V parallelen affinen Unterrdume mit Translationsraum U. Das
ist daher auch ein Grund fiir die folgende Definition.

Definition 5.6.5 Sei A = v + U ein affiner Unterraum von V mit dem
Translationsraum U. Dann ist die Dimension dim(A) von A definiert als die
Dimension von U.

Eigentlich miiffite man hier zunéchst zeigen, dal U durch A eindeutig
bestimmt ist. Man sieht aber leicht U = {v — wjv,w € A}.

Wenn man einen Vektor in einem affinen Unterraum v’ € v+ U =: A hat,
so kann man zu diesem Vektor beliebige Vektoren u € U addieren, ohne den
gegebenen affinen Unterraum A zu verlassen, denn zu v’ existiert ein ' € U
mit v = v+ . Fir u € U gilt dann v' +u =v+ (v +u) e v+ U = A.
Damit hat eine Operation, die Translationsoperation

AxU>@W,u)—v +ueA.
Die Vektoren aus U verschieben also A ,,in sich“.

Satz 5.6.6 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und sei U := Ke(f).
Wenn f=1(w) # 0, dann ist A := f~1(w) ein affiner Unterraum von V mit
Translationsraum U .

Beweis. folgt unmittelbar aus 5.4.9.
Ubungen 5.6.7 1. Sei V =R* und
U={(1 1 0 0),(1 -1 1 1)).

a) Bestimmen Sie eine Basis fiir V/U.
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b) Bestimmen Sie ein direktes Komplement U’ zu U.
¢) Bestimmen Sie eine darstellende Matrix fiir den Isomorphismus U’

—V —=V/U.
Sei U := Span((1,1,0,0), (0,0,1,1)) C Q*. Bestimmen Sie eine Basis von
Q*/U.

Sei V' ein Vektorraum. U; und Us seien zweil Untervektorraume von V.
Zeigen Sie, dafl die Abbildung

Ul/(UlﬂUg) — (U1+U2)/U2,17'—>’l7

ein Isomorphismus ist. (1. Isomorphiesatz)
Seien x,y, z € R® linear unabhingig. Zeigen Sie, dafl

A= {ax + By +yzla+ f+y=1}

ein affiner Unterraum von R® ist und bestimmen Sie den Translations-
raum U zu A. Welche Dimension hat A?






6. Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Eine der schonsten Anwendungen der Theorie der linearen Abbildungen ist
die Theorie der linearen Gleichungssysteme. Ist eine m x n-Matrix M und
ein Vektor b € K,, gegeben, so mochte man gern alle Vektoren x € K,
bestimmen, die die Gleichung

M-z=1b
oder in Komponentenschreibweise die linearen Gleichungen

an &+ o€y = B
z z z (6.1)
Ofml'gl +...+ Oémn'gnzﬂm

erfiilllen. Wir werden sehen, daf} ein enger Zusammenhang mit der Matrizen-
rechnung besteht. Aulerdem liefert uns die bisher entwickelte Theorie schone
Methoden zum Auffinden der Losungen linearer Gleichungssysteme.

6.1 Lineare Gleichungssysteme

Wir befassen uns in diesem ersten Abschnitt mit den theoretischen Grundla-
gen der linearen Gleichungssysteme. Insbesondere machen wir weitreichende
abstrakte Aussagen iiber mogliche Losungen. Erst im néchsten Abschnitt ge-
ben wir Methoden zur Berechnung von Losungen an. Wir wissen dann schon,
was wir an Losungen zu erwarten haben und welche Eigenschaften sie haben
werden.

Definition 6.1.1 Eine Gleichung (6.1) mit bekannten Gréflen a;; und Gy
und Unbekannten &; nennt man ein lineares Gleichungssystem fiir die &;. Die
Menge

{r € K,|M -z =b}

heifit Lisungsmenge des linearen Gleichungssystems.

Wir wissen, dafl die Multiplikation von links mit einer Matrix M eine li-
neare Abbildung von K, nach K,, ist. Daher kénnen wir alle im vorhergehen-
den Kapitel erworbenen Kenntnisse auf lineare Gleichungssysteme anwenden.
Bezeichnen wir wie im vorhergehenden Kapitel f = M, so ist
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ffo)={zx €c K™|M -z =0b}
die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems.

Definition 6.1.2 Das lineare Gleichungssystem M - x = b heifit homogen,
wenn b = 0 gilt, sonst heifit es inhomogen.

Ein erster wichtiger Satz iiber Losungen von linearen Gleichungssystemen
ergibt sich unmittelbar aus einigen schon bewiesenen Behauptungen.

Satz 6.1.3 Die Liosungsmenge L eines linearen Gleichungssystems M-x = b
ist ein affiner Unterraum von K,. Ist b = 0, so ist die Losungsmenge U
des homogenen Gleichungssystems ein Untervektorraum von K. Ist xq eine
Losung des inhomogenen Gleichungssystems M - x = b und U der Lisungs-
raum des homogenen Gleichungssystems M -x = 0, so gilt fir die Lisungs-
menge des inhomogenen Gleichungssystems L = xq+ U.

Beweis. Nach Satz 5.6.6 ist L = f~1(b) = zo + Ke(f) ein affiner Unterraum
von K, denn U = {z € K,,|M -z = 0} = Ke(f).

Es gilt auch die Umkehrung des vorstehenden Satzes. Man kann sogar
allgemein affine Unterrdume mit Hilfe von linearen Gleichungssystemen be-
schreiben.

Satz 6.1.4 Sei B =xg+ U ein affiner Unterraum des K,,. Dann gibt es ein
lineares Gleichungssystem, dessen Ldésungsmenge B ist.

Beweis. Man wiihle eine lineare Abbildung f : K,, — K,, mit Ke(f) = U
und f = M. Das ist immer moglich, wenn m + dim(U) > n ist. Denn dann
kann man eine Basis von U zu einer Basis von K, verldngern, die dim(U)
Basisvektoren von U auf Null in K, abbilden und die restlichen n — dim(U)
Basisvektoren auf eine entsprechende Anzahl verschiedener Basisvektoren von
K, abbilden. Damit wird nach 5.4.6 1. eine lineare Abbildung f : K,, — K,
mit Ke(f) D U und einem (n — dim(U))-dimensionalen Bildraum definiert.
Wegen des Dimensionssatzes 5.4.10 mufl dann sogar Ke(f) = U gelten. Weiter
setze man b := f(xg). Dann ist B die Losungsmenge von M -z = b.

Die Einsicht, nach der ein lineares Gleichungssystem als lineare Abbil-
dung aufgefaflit werden kann, 148t auch Aussagen iiber die Dimension des
Losungsraumes zu.

Satz 6.1.5 Sei M eine m x n-Matrix und M - x = b ein lineares Glei-
chungssystem, das mindestens eine Losung besitzt. Dann ist die Dimension
des Lésungsraumes n — rg(M).

o~

Beweis. folgt aus dem Dimensionssatz 5.4.10: Ke(M) +rg(M) = n.
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Mit Hilfe des Ranges von Matrizen kénnen wir nun genau angeben, unter
welchen Bedingungen ein lineares Gleichungssystem Losungen besitzt und
wann Losungen eindeutig bestimmt sind.

Satz 6.1.6 Sei M -z = b ein lineares Gleichungssystem mit einer m X n-
Matriz. Dann gelten:

1. Das Gleichungssystem ist genau dann ldsbar, wenn gilt rg(M,b) =

rg(M).
2. Das Gleichungssystem ist genau dann fir alle b € K,,, ldsbar, wenn gilt
rg(M) =m.

3. Ist das Gleichungssystem losbar, so ist die Losung genau dann eindeutig,
wenn gilt rg(M) = n.

Beweis. 1. Die Matrix (M,b) entsteht aus der Matrix M dadurch, daff der
Vektor b als Spaltenvektor zur Matrix M rechts hinzugefiigt wird. Der Rang
von (M,b) ist die Dimension des durch b und alle Spaltenvektoren von M
aufgespannten Untervektorraumes von K,,. Dieser Untervektorraum enthélt
den lediglich von den Spaltenvektoren von M aufgespannten Untervektor-
raum. Diese beiden Untervektorrdume haben gleiche Dimension genau dann,
wenn b linear abhéngig von den Spaltenvektoren von M ist. Genau dann ist
aber das Gleichungssystem losbar, denn die gesuchten Werte fiir &1,...,&,
sind die Koeflizienten der erforderlichen Linearkombination der Zeilenvekto-
ren von M zur Darstellung von b, also 27;1 &;a; = b mit Spaltenvektoren a;
von M, was nur eine andere Schreibweise des linearen Gleichungssystems ist.

2. Das_Gleichungssystem ist genau dann fiir alle b 16sbar, wenn die Ab-
bildung M surjektiv ist, genau dann, wenn die Spaltenvektoren von M den
ganzen Raum K, aufspannen, genau dann, wenn rg(M) = m gilt.

3. Es ist wegen 5.4.10 rg(M) = n genau dann, wenn der Kern von M
Null ist. Das bedeutet aber die Eindeutigkeit der Losungen aller 16sbaren
Gleichungen M - x = b.

Folgerung 6.1.7 Sei M eine quadratische (n x n)-Matriz. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. M ist requldr oder invertierbar.
2. Fiir alle b € K,,, ist M - x = b losbar.
3. Das lineare Gleichungssystem M - x = 0 hat nur die triviale Lisung.

Beweis. Wir betrachten die durch M dargestellte lineare Abbildung M : K,
— K,,. Sie ist nach 5.4.14 genau dann bijektiv, wenn sie injektiv ist und
dieses genau dann, wenn sie surjektiv ist. Die Bedingung 2. ist dquivalent zur
Surjektivitéit der linearen Abbildung M, die Bedingung 3. zur Injektivitét.

Bemerkung 6.1.8 Wenn die Matrix M regulér ist, dann erhélt man durch
2o := M~!.b die (eindeutig bestimmte) Losung des linearen Gleichungssys-
tems M -z =b. Es ist namlich M -zo =M - M1 -b=FE, -b=b.
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Ubungen 6.1.9 1. Entscheiden Sie, ob das lineare Gleichungssystem

1 1 0 T 1
1 01 y] =10
0 1 1 z 0

l6sbar ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls die Losungen.
2. Entscheiden Sie, ob das lineare Gleichungssystem

1 -1 0 T 1
1 0 1 y|] =10
1 1 z 0

losbar ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls die Losungen.
3. Entscheiden Sie, ob das lineare Gleichungssystem

1 -1 0\ [z 1
1 0 1|{y]=1o0o0
0 1 1/ \= —1

l6sbar ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls die Losungen.
4. Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen fiir {1, as, 81, S}
an, so daf} gilt

{(z1,22)[a171 + agwy = 0} N {(z1, 22)[B121 + fox2 = 0}

={(0,0)}.

5. Zeigen Sie: Das lineare Gleichungssystem M -x = b ist genau dann lésbar,
wenn der Vektor b eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist.

6. Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage richtig ist (ja/nein).
Betrachten Sie ein inhomogenes lineares Gleichungssystem M -z = b,
das genauso viele Gleichungen wie Unbestimmte umfafit. Wenn das Glei-
chungssystem eine eindeutige Losung besitzt, so ist es auch fiir jede an-
dere rechte Seite b’ 15sbar.

7. Bestimmen Sie ein a € R, so daf} gilt

1 2 1 16
5|21 +4- 3| —a-|1]|=]25
3 1 1 19

8. Finden Sie a und [ mit
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6.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren

Die bisher gefundenen Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme sind vor-
wiegend theoretischer Art. Wir wenden uns jetzt praktischen Loésungswegen
zu. Eines der bekanntesten und wirkungsvollsten Verfahren ist das Gauf3sche
Eliminationsverfahren. Dazu wandelt man die erweiterte Koeffizientenmatrix
(M, b) nach einem genau vorgeschriebenen Algorithmus in eine Matrix be-
sonders einfacher Gestalt, in eine sogenannte Stufenmatrix, um. Aus dieser
148t sich die Losungsmenge einfach ablesen. Gleichzeitig 148t sich auch der
Rang des Gleichungssystems direkt ablesen und die Tatsache, ob das Glei-
chungssystem {iberhaupt Losungen besitzt.

Es gibt zwei im wesentlichen dquivalente Wege, die einzelnen Schritte des
Gauflschen Eliminationsverfahrens durchzufiihren, die Multiplikation der er-
weiterten Koeffizientenmatrix mit geeigneten Elementarmatrizen von links
oder die Durchfithrung elementarer Zeilenumformungen der erweiterten Ko-
effizientenmatrix. Beide Verfahren sind leicht als Algorithmen auf dem Com-
puter zu implementieren. Wir beschreiben hier (zunéchst) das Verfahren mit
Hilfe der elementaren Zeilenumformungen.

Bemerkung 6.2.1 Sei ein lineares Gleichungssystem M -z = b gegeben.
Offenbar dndern wir an der Losungsmenge nichts, wenn wir eine der Glei-
chungen mit einem Skalarfaktor A # 0 multiplizieren. Das lduft auf die Mul-
tiplikation der entsprechenden Zeile von (M,b) mit A # 0 hinaus. Insbeson-
dere kénnen wir einen solchen Prozef riickgéngig machen, indem wir dieselbe
Gleichung mit dem inversen Faktor A~! multiplizieren. Ebenso &ndern wir
an der Losungsmenge nichts, wenn wir ein Vielfaches einer Gleichung zu ei-
ner anderen Gleichung addieren. Auch diesen Proze koénnen wir ndmlich
riickgéngig machen, indem wir das gleiche Vielfache abziehen. Er 1duft auf
die Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile der erweiter-
ten Matrix (M,b) hinaus. SchlieBlich kénnen wir in demselben Sinne auch
zwei Gleichungen bzw. zwei Zeilen miteinander vertauschen. Das fiithrt uns
zu der folgenden Definition.

Definition 6.2.2 Sei N eine Matrix. Eine elementare Zeilenumformung ers-
ter Art Zy ist die Multiplikation einer Zeile von N mit einem Faktor A # 0.
Eine elementare Zeilenumformung zweiter Art Z, ist die Addition eines Viel-
fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile. Eine elementare Zeilenumformung
dritter Art Zs ist die Vertauschung zweier Zeilen.

Ist N die erweiterte Matrix eines linearen Gleichungssystems, so &ndern
elementare Zeilenumformungen die Losungsmenge des linearen Gleichungs-
systems nicht, d.h. die Gleichungssysteme M -z = b und M’ - = b’ haben
dieselben Losungsmengen, wenn (M’ b) aus (M,b) durch Anwendung von
endlich vielen elementaren Zeilenumformungen hervorgeht.
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Elementare Zeilenumformungen an der Matrix M und an der Matrix
(M,0) bewirken eingeschriankt auf M sicherlich dasselbe, weil sie auf der
Nullspalte gar keine Anderung hervorrufen. Der (Spalten-)Rang der Matrix
M ist aber nach 6.1.5 gleich der Zeilenzahl von M minus Dimension des
Losungsraumes. Da der Lésungsraum von M - x = 0 sich bei elementaren
Zeilenumformungen von (M, 0) nicht &dndert und die Zeilenzahl von (M, 0)
ebenfalls konstant bleibt, d&ndert sich insbesondere auch der Rang der Matrix
M nicht. Wir haben also erhalten:

Folgerung 6.2.3 Elementare Zeilenumformungen einer Matriz lassen deren
(Spalten-)Rang invariant.

Durch Anwendung geeigneter elementarer Zeilenumformungen 148t sich
nun eine Matrix wesentlich vereinfachen, ndmlich auf die Form einer Stufen-
matrix.

Definition 6.2.4 Fine Matrix S ist eine Stufenmatriz, wenn fiir je zwei
aufeinanderfolgende Zeilen a; und a;41 von S folgendes gilt: wenn die linken
k Koeflizienten von a; Null sind, so sind die linken & + 1 Koeffizienten von
a;+1 Null (oder a;11 ist der Nullvektor):

Yi=1,....m, k=1,...,n
(Vj=1,...,klag; =0]) = (Vj =1,...,k+ L[y, = 0])].

Damit hat eine Stufenmatrix die folgende Form

0,...,0,0[1j1 oo O
a4, oo O

Qjy, coo Qkp (6.2)

0
Ein lineares Gleichungssystem M-z = b hat genau dann eine Stufenmatrix
als erweiterte Koeffizientenmatrix, wenn es die folgende Form hat:

a1j1'€j1+-" ...—|—Ozln'§n: ﬂl
0[2j2'§j2+... ...+Oégn'§n: ﬂg
gy it Q& = B 6.3
0= Bos (6.3)
0= 0
0= 0

mit j1 < jo<...<jpg <n.
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Satz 6.2.5 Jede Matriz M 1Gfst sich durch Anwendung geeigneter elementa-
rer Zeilenumformungen in eine Stufenmatriz S umformen.

Beweis. Wir wollen den Beweis durch vollstédndige Induktion nach der Anzahl
der Spalten von M durchfiihren. Dazu beschreiben wir einen Algorithmus £
bestehend aus mehreren elementaren Zeilenumformungen. Dieser wird auf
eine Matrix angewendet und ergibt eine Matrix mit kleinerer Spaltenzahl,
wodurch eine rekursive Anwendung méglich wird.

Algorithmus 6.2.6 (Algorithmus £ der Umformungen von M, Eli-
minationsalgorithmus)

&1: Wenn die erste Spalte von M nur mit Nullen besetzt ist, so fithren wir
gar keine Umformungen durch und gehen unmittelbar zu Schritt &5 weiter.

&>: Wenn der Koeffizient in der ersten Zeile und der ersten Spalte von
Null verschieden ist, so gehen wir unmittelbar zu Schritt £4 weiter.

E3: Wenn der Koeffizient in der ersten Zeile und der ersten Spalte Null
ist und ein von Null verschiedener Koeffizient in der ersten Spalte und der
i-ten Zeile von M steht, so vertauschen wir die i-te Zeile mit der ersten Zeile,
fithren also eine elementare Zeilenumformung dritter Art durch.

Wir bemerken an dieser Stelle, dafl hier offenbar mehrere Wahlmoglich-
keiten bestehen. Wir werden darauf zuriickkommen, wenn wir spiter das
Pivot-(Drehpunkt-) Verfahren besprechen.

Wir koénnen also nach dieser Umformung davon ausgehen, dafl in der
ersten Zeile und ersten Spalte ein von Null verschiedener Koeffizient a;q
steht. Seien jetzt die Koeffizienten der ersten Spalte

a11

Q21
(0411,(1217 e ,aml)t -

Am1

&4 In der so erhaltenen Matrix addieren wir das (—a;!) - aq-fache der
ersten Zeile zur i-ten Zeile fiir alle ¢ = 2,...,n. Das sind elementare Zeile-
numformungen zweiter Art. Dadurch erreichen wir, dafl in der ersten Spalte
der Vektor (11,0, ...,0)" mit oy # 0 steht.

Damit ist ein Schritt des Algorithmus &£ vollsténdig beschrieben. Am
Schluf haben wir durch Anwendung von £ auf M eine Matrix

Qi1 512 s 51n
0 B ... Bon
N = ) . .

erhalten, deren erste Spalte entweder der Nullvektor oder der Vektor
(0111, 0, ey O)t 7é 0 ist.
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Es: Ist der erste Spaltenvektor von N der Nullvektor, so betrachten wir

jetzt eine Teilmatrix der Matrix N = (8;;]i =1,...,m,j =1,...,n), ndmlich
die Matrix
Bz Pz ... Pin
N P2z P2z ... Don

Brs Bz - Bom

Im anderen Fall mit (a11,0,...,0)" # 0 als erster Spalte betrachten wir
Boz Baz ... [on
N P32 Psz ... Psn

Brs Bz - Bom

Wenn wir eine elementare Zeilenumformung an der Matrix N’ vorneh-
men, so konnen wir dieselbe elementare Zeilenumformung auch an der gréfle-
ren Matrix N vornehmen, ohne in N die erste Spalte (0,0,...,0)" bzw.
(11,0, ...,0)! zu verindern. Das sieht man sofort fiir jede einzelne der mogli-
chen elementaren Zeilenumformungen, weil durch sie in der ersten Spalte nur
die Nullen betroffen sind. In Falle des ersten Spaltenvektors (11,0, ...,0)!
wird auch die erste Zeile der Matrix IV nicht gedndert, weil fiir diese Zeile
keine Umformungen von N’ induziert werden.

Da die Matrix N’ kleiner als die Matrix M ist (gemessen an der An-
zahl der Spalten), kann man sie per Induktionsannahme durch endlich viele
elementare Zeilenumformungen in eine Stufenmatrix umformen. Dieselben
Umformungen machen dann aber auch die Matrizen M bzw. N zu Stufen-
matrizen. Der Prozef3 bricht natiirlich ab, wenn die Matrix N’ null Spalten
oder null Zeilen hat.

Insgesamt haben wir damit einen Algorithmus £ beschrieben, der mit
Hilfe von elementaren Zeilenumformungen aus einer beliebigen Matrix M
eine Stufenmatrix S macht.

Mit den angegebenen Umformungsverfahren kann man jetzt lineare Glei-
chungssysteme auf eine wesentlich einfachere Form bringen, ndmlich die Form
(6.3). Das fiihrt zu dem folgenden

Satz 6.2.7 (Das Gaufische Eliminationsverfahren) Sei M -x = a ein li-
neares Gleichungssystem. Man lost dieses Gleichungssystem, indem man
(M,a) zundchst mit elementaren Zeilenumformungen auf Stufenform (S,b)
bringt. Ist in der Darstellung (6.3) des Gleichungssystems in Stufenform dann
Br+1 = 0 (oder keine k + 1-te Gleichung vorhanden), so ist das Gleichungs-
system ldsbar, sonst nicht. Man erhdlt alle Liosungen, indem man fir alle
J & {i1,..., g} beliebige Werte fir die &; wahlt und dann mit Hilfe von (6.3)
die restlichen Werte der &;,, ..., &, mit Hilfe der Formeln
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i = (B — D anséy)

Jj=ir+1

i 6.4
&i, = gy (B2 — Z az;&;5) 64

J=ia+1
n

G =ot(Bi— D ;&)

J=i1+1
(Riickwdirtssubstitution) ausrechnet.

Beweis. Die Losungsmengen der linearen Gleichungssysteme M -z = a und
S-x = bstimmen tiberein, wenn die Matrix (.5, b) aus der Matrix (M, a) durch
elementare Zeilenumformungen hervorgeht, da sich nach der Bemerkung 6.2.1
die Losungsmengen eines linearen Gleichungssystems bei elementaren Zeile-
numformungen der erweiterten Gleichungsmatrix nicht dndern. Das im Satz
behauptete Verhalten der Losungen ist dann aber direkt aus der Form (6.3)
durch Auflésung nach den verbleibenden &; abzulesen.

Mit diesem Satz kénnen wir sowohl eine partikulédre Losung eines linea-
ren inhomogenen Gleichungssystems bestimmen als auch den Lésungsraum
eines linearen homogenen Gleichungssystems. Damit kann man dann nach
Satz 6.1.2 die gesamte Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems
bilden.

Da sich der (Spalten-)Rang einer Matrix bei Anwendung des Gaufischen
Eliminationsverfahrens nicht éindern, konnen wir ihn an der zugehérigen Stu-
fenmatrix ablesen. Der Rang einer Stufenmatrix ist aber offenbar die Anzahl
der Stufen.Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Spalte zu den
anderen Spalten konnen wir in den anderen Spalten an erster Stelle Nul-
len erhalten. Ebenso erhalten wir durch Addition geeigneter Vielfacher der
Spalte der zweiten Stufe auch an der zweiten Stellen lauten Nullen. So wird
jede Spalte entweder der Nullvektor oder ein Einheitsvektor. Durch Umkeh-
ren dieses Verfahrens sieht man, daf} alle Spalten Linearkombinationen der
Stufen sind, die selbst linear unabhéngig sind. Wir erhalten also

Satz 6.2.8 Der (Spalten-)Rang einer Matriz M ist die Anzahl der Stufen
einer aus M durch das Gauflsche Eliminationsverfahren erhaltenen Stufen-
matrix.

Folgerung 6.2.9 Fine quadratische (n x n)-Matriz ist genau dann inver-
tierbar, wenn ein zugehorige Stufenmatrixz n Stufen hat.

Beweis. Dann hat ndmlich die Stufenmatrix den Rang n.
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Satz 6.2.10 Jede elementare Zeilenumformung (und damit jede Folge von
elementaren Zeilenumformungen) an einer Matriz M ist Ergebnis einer Mul-
tiplikation von links mit einer requldren Matrix U, genannt Umformungsma-
triz.

Beweis. Jede elementare Zeilenumformung an einer Matrix M kann beschrie-
ben werden durch Multiplikation mit einer Matrix U; auf M von links. Das
geht aus den folgenden Matrizenprodukten hervor.

1 ... 0 ... 0 a1 ... Qip
0 i 0 1) Nar o
a1 A1n
= /\0111 )\O-din
am1 oo Omnp

Die zur Multiplikation von links verwendete Matrix U; hat Einsen in der
Diagonalen bis auf den Koeffizienten 3;; = A, ist also von der Form E,, + (A —
1)E;;, wobei allgemein E,, die Einheitsmatrix und F;; eine mit Nullen und
einem Koeffizienten 1 an der Stelle (¢, j) besetzte Matrix bezeichnen. Die zur
Multiplikation verwendete Matrix hat E, + (A~ — 1) Ej; als inverse Matrix.
Sie ist daher invertierbar und heifit Elementarmatrixz erster Art.

Weiter ist

1 ... ... 0 a1 ... Qin
1 A Q51 ijn
: =Uy- M
1 Q1 Qjn
0 1 Am1  --- Omn
a1 . A1n
a1+ )\Oéjl R /\ajn
a1 Qjn

(677751 PN Amn
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Die zur Multiplikation von links verwendete Matrix Us hat Einsen in der
Diagonalen und einen Koeffizienten 3;; = A mit ¢ # j. Alle anderen Koefli-
zienten sind Null. Diese Matrix, die man als E,, + AE;; schreiben kann, hat
als Inverse E,, — AE;; und ist damit invertierbar. Sie heiflt Elementarmatriz
zweiter Art.

Schlieilich ist

1 ... ... 0 1 S
0 1 Q51 (779
: =Us- M
1 0 Q51 Qjn
1
0 Am1  --- Qmn
11 ce A1n
Q1 cee Qjn
(6751 ‘e (0 77%
Am1 ... Omp

Die zur Multiplikation von links verwendete Matrix Us hat Einsen in der
Diagonalen und Nullen an allen anderen Stellen mit Ausnahme von §;; =
Bj; =0 und fB;; = Bj; = 1 fiir ein Paar ¢ # j. Diese Matrix ist zu sich selbst
invers und heifit Elementarmatriz dritter Art.

Wir haben also gesehen, dafl man elementare Zeilenumformungen durch
Multiplikation von links mit gewissen (invertierbaren) Elementarmatrizen
erzeugen kann. Damit kann auch jede Folge von elementaren Zeilenumfor-
mungen durch Multiplikation mit einer regulédren Matrix, dem Produkt der
Elementarmatrizen, beschrieben werden.

Bemerkung 6.2.11 Wenn wir das Gleichungssystem M -z = b auf die
oben beschriebene Weise gelost haben und anschlieflend ein Gleichungssys-
tem M -z = c 16sen miissen, so miissen wir das gesamte Eliminationsverfahren
neu durchrechnen. Es lohnt sich in diesen Féllen von vornherein eine etwas
umfangreichere Umformung vorzunehmen. Wir ersetzen bei der Umformung
in Stufenform die Matrix (M,b) durch die Matrix (M, E,,), wobei E,, die
Einheitsmatrix ist. Dann formen wir diese Matrix auf Stufenform nach dem
bekannten Verfahren und erhalten eine Matrix der Form (S, A). Insbesondere
hat die Matrix S Stufenform. Dabei steuert der Ubergang von M auf S die
Wahl der elementaren Zeilenumformungen, und diese wiederum schaffen eine
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entsprechende Umformung von F,, auf A. Da A aus E,, durch elementare
Spaltenumformungen hervorgeht und E,, reguliir ist (also vom Rang m), ist
auch A regulér.

Die so gewonnene Matrix A ist die im vorhergehenden Satz beschriebene
Umformungsmatrix. Die elementaren Zeilenumformungen von (M, E,,) las-
sen sich ndmlich wie folgt beschreiben:

U(MaEm):(UM>UEm):(S’A)a

woraus U = A folgt. Insbesondere ist S = A - M.

Fiir ein beliebiges lineares Gleichungssystem der Form M -z = b erhilt
man dann die Zeilenstufenform als S-2 = (A- M) -z = A-b. Wenn man also
jetzt die Matrizen S und A berechnet hat, geniigt es, fiir jede Wahl von b nur
A - b zu berechnen und S - & = A - b durch Riickwértssubstitution zu losen.

Ubungen 6.2.12 1. Seien M € K7, N € K™ Matrizen mit der Eigen-
schaft M - N = E,,. Zeigen Sie, das M Spaltenrang m und N Zeilenrang
m hat.
2. Verwenden Sie dafl GauBsche Eliminationsverfahren, um die folgenden
Gleichungssysteme zu lésen:
a)
dr + 4y + 4z = 24
2r — y+ z=-9
rT—2y+3z= 1

b)
2z + 2y = -2
Y+ z=
T +z= 1
¢)
T+ 2y - w= 3
2z + 4z + 2w = —6
T4+ 2y — =z = 6
20 — y+ z4+ w=-3
d)
r4+3y—2z— w= 9
2z + 4y + 2w = 10
-3z —-bdy+2z— w=-15
r— y—3z+2w= 6

6.3 Inverse Matrizen, die LU-Zerlegung und die
Pivot-Methode

In diesem Abschnitt sind wir an quadratischen (n x n)-Matrizen M und den
durch sie beschriebenen Gleichungssystemen M -z = a interessiert. Nach 6.2.9
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ist die Matrix M genau dann regulér oder invertierbar, wenn die Stufenmatrix
zu M genau n Stufen hat, d.h. wenn sie den Rang n hat.

Wir wollen zunfichst einen Algorithmus zur Berechnung der Inversen einer
Matrix herleiten. Dazu verédndern wir den in 6.2.6 eingefiihrten Algorithmus
€ zu einem Algorithmus 7, und zwar fiigen wir vor dem Schritt £, einen
weiteren Schritt ein und ergénzen den Schritt &, so dafl unsere neuer Algo-
rithmus J aus sechs Schritten besteht:

Algorithmus 6.3.1 (J zum Gauf3-Jordan-Verfahren)

=&, Jo=6&, JT3=2~&;,

Ja: Der Koeffizient a1 in der ersten Zeile und ersten Spalte ist von Null
verschieden. Wir multiplizieren die erste Zeile der Matrix mit a;;", so daB
nunmehr an der linken oberen Ecke der Matrix eine Eins steht.

Js: In der so erhaltenen Matrix addieren wir das (—a;1)-fache der ersten
Zeile zur i-ten Zeile fiir alle ¢ = 2,...,n. Das sind elementare Zeilenumfor-
mungen zweiter Art. Dadurch erreichen wir, dafl in der ersten Spalte der
Vektor (1,0, ...,0)! steht.

Js: Nach rekursiver Durchfiihrung der Schritte Ji,...,J 5 erhalten wir
eine Stufenmatrix mit &k := rg(M) Stufen, die auf den Stufen die Koeffizienten
a;;, = 1 haben. Nunmehr addieren wir fir alle ¢ = k,...,1 (also riickwiérts)
das (—aj)-fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile fir alle j = 1,...,5; — 1
und erreichen dadurch, daf§ auch tiber den mit 1 besetzten Stufen jeweils
Koeffizienten 0 stehen. Die Matrix hat also die Form

0...10[1(j1+1)...0 ...0...Oéln
10[2(j2+1) ...0...042n

1~-~05kn

0
Der hierfiir notwendige zusétzliche Rechenaufwand ist dabei geringfiigig,

insbesondere, da bei der Bestimmung der Losung eines linearen Gleichungs-
systems die Riickwartssubstitution vereinfacht wird zu einer einfachen Sub-

stitution
§in =P — > o1&
J>51.3 {510k}
fjg = [ — Z azjé“j

3>52,3{d1, 0k}

& =Pk — > ;&

I>5k,0€{d15 50k}
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Nach Ubergang zur Stufenform mit dem Algorithmus J beginnen die
Stufen jeweils mit 1. Weiter sind die Spaltenvektoren an den Stufen jeweils
kanonische Einheitsvektoren.

Wenn wir den Algorithmus J nun auf eine Matrix (M, E,,) anwenden
und M dabei regulér ist, dann erhalten wir (E,, A), wobei die Stufenform
S von M in besonders einfacher Form als Einheitsmatrix auftreten muf}, da
M den Rang n hat, also alle kanonischen Einheitsvektoren in der Stufenform
auftreten. Weiter wissen wir aus 6.2.11, dafl F,, = A - M gilt, so daf§ A die
inverse Matrix zu M ist.

Algorithmus 6.3.2 (Algorithmus zur Bestimmung der Inversen ei-
ner Matrix) Wenn M eine regulidre Matrix ist und der Algorithmus J auf
(M, E,,) angewendet wird, so erhiilt man als Ergebnis (E,, M~1).

Wir haben sogar allgemeiner den folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.3.3 Sei M eine (quadratische) nxn-Matriz. Die Matriz M ist genau
dann invertierbar, wenn sie durch elementare Zeilenumformungen in eine
Einheitsmatriz dbergefiihrt werden kann. Ist das der Fall, so erhdlt man die
inverse Matrixz zu M, indem man dieselben Zeilenumformungen, mit denen
man M in die Finheitsmatrixz tiberfihrt, auf die Einheitsmatriz in derselben
Reihenfolge anwendet.

Beweis. Die Umformung mit elementaren Zeilenumformungen geschieht nach
6.2.10 und 6.2.11 immer durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen U
von links. Es gilt also U - (M, Ey,) = (U - M,U - E,) = (Ey, A) genau dann,
wenn U-M =FE,, U-E, = Aist, also wenn A =U = M~ ist.

Wir haben gesehen, dafi man elementare Zeilenumformungen durch Mul-
tiplikation von links mit gewissen (invertierbaren) Elementarmatrizen erzeu-
gen kann. Da sich fiir jede invertierbare Matrix M die Einheitsmatrix FE,,
durch geeignete elementare Zeilenumformungen in die inverse Matrix M ~!
iiberfithren 148t, erhalten wir mit den entsprechenden Elementarmatrizen
Fy,...,F, die Gleichung Fy - ... - F.-E, = M ' oder Fy -...-F, = M~'.
Da M die inverse Matrix von M ! ist, koénnen wir auch M in dieser Weise
schreiben und haben gezeigt:

Folgerung 6.3.4 Jede invertierbare Matrixz lifit sich als Produkt von FEle-
mentarmatrizen darstellen.

In 6.2.3 haben wir schon gesehen, daf3 sich der Spaltenrang einer Matrix
bei elementaren Zeilenumformungen nicht dndert. Er &ndert sich daher auch
nicht bei Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix A von links. Da die
linearen Abbildungen M MA=MA: K,, — K, und M : K,, — K, dasselbe
Bild haben, dndert sich der Spaltenrang von M auch nicht bei Multiplikation
mit einer invertierbaren Matrix A von rechts bzw. bei elementaren Spalte-
numformungen.
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Folgerung 6.3.5 Elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen einer Ma-
triz lassen deren (Spalten-)Rang invariant. Insbesondere ist rg(AMB) =
rg(M) fiir invertierbare Matrizen A, B.

Man ist oft daran interessiert, eine Matrix in eine besonders einfache
Form umzuwandeln. Dabei muf3 natiirlich die Methode fiir die Umformung
festgelegt werden. Ein solche besonders einfache Form nennt man héufig auch
Normalform der Matrix.

Satz 6.3.6 (Normalformensatz)
1. Zu jeder Matriz M gibt es invertierbare Matrizen A und B mit

E; 0
wea(® )

Dabei ist E; die Finheitsmatriz mit i Zeilen und Spalten und i =
Rang(M).
2. Jede Matriz M 1Gfst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-

0 0 bringen.

mungen auf die Form (
Beweis. 1. Wir fassen M als darstellende Matrix einer linearen Abbildung
f 'V — W beziiglich fester Basen von V bzw. W auf. Wenn wir eine neue
Basisfamilie fiir V wéhlen, indem wir eine Basisfamilie durch ein Komplement
U von Ke(f) legen und mit einer Basisfamilie von Ke(f) zu einer Basisfamilie
von V vervollsténdigen, dann ist das Bild der Basisfamilie von U unter f
aus Dimensionsgriinden eine Basisfamilie von Bi(f). Wenn wir diese zu einer
Basisfamilie von W vervollstéindigen, dann hat die darstellende Matrix von f

beziiglich dieser neuen Basisfamilien die Form % 8) mit ¢ = Rang(M).
Die Basistransformationen bewirken Multiplikation von links bzw. rechts mit
invertierbaren Matrizen: M = A EOZ 8 B.

2. Wegen Folgerung 6.3.4 lassen sich die invertierbaren Matrizen A und B
bzw. ihre Inversen als Produkte von Elementarmatrizen schreiben, die dann
entsprechende Zeilen- und Spaltenumformungen bewirken.

Man kann die Aussage aus Teil 1. des Satzes auch so ausdriicken: zu jeder
Matrix M gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl ¢ und invertierbare Matrizen

A’ und B’, so daB gilt
i [ Ei 0
A'MB —(0 0)'

Insbesondere ist die Zahl i = rg(M) durch den Spaltenrang von M festgelegt.
Da die Aussage weder von Zeilen noch von Spalten abhéingig ist, erhalten wir

Folgerung 6.3.7 Der Zeilenrang wund der Spaltenrang einer Matriz M
stimmen tiberein.
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Schon in der Bemerkung 6.2.11 haben wir die Bedeutung und mogliche
Anwendungen der Umformungsmatrix erkannt. Insbesondere haben wir ge-
sehen, dafl Umformungsmatrizen immer regulér und damit quadratisch sind.
Wir wollen sie etwas systematischer einsetzen. Dazu definieren wir

Definition 6.3.8 Eine quadratische Matrix P heifit Permutationsmatriz,
wenn sie sich als ein Produkt von Elementarmatrizen des Typs Us schrei-
ben 148t. Eine quadratische Matrix L (lower) heifit untere Dreiecksmatriz,
wenn alle Koeffizienten a;; mit ¢ < j oberhalb der Hauptdiagonalen der
Matrix Null sind. Eine Matrix U (upper) heiflt obere Dreiecksmatriz, wenn
alle Koeffizienten a;; mit ¢ > j unterhalb der Hauptdiagonalen Null sind.
Eine Matrix D heifit Diagonalmatriz, wenn sie sowohl eine obere als auch
eine untere Dreiecksmatrix ist, d.h. wenn die einzig von Null verschiedenen
Koeflizienten auf der Hauptdiagonalen liegen.

Wir beachten, daf fiir eine reguléire obere Dreiecksmatrix alle Koeffizien-
ten auf der Hauptdiagonalen von Null verschieden sein miissen, sonst kénnte
man sie auf Stufenform bringen, bei der mindestens eine Stufe mehr als einen
Schritt ,,einriickt*, was fiir eine regulire Matrix nicht moglich ist, denn dann
wiirde die letzte Zeile der Nullvektor. Damit ist eine regulére obere Dreiecks-
matrix auch schon in Stufenform gegeben.

Lemma 6.3.9 Das Produkt von zwei unteren Dreiecksmatrizen ist eine un-
tere Dreiecksmatriz.

Beweis. Wir betrachten einen Koeffizienten des Produkts a := Z?:1 0Bk
fir ¢ < k. Da ay; :_0 fiir 7 < j gilt, ist a = 23:1 a;; 8k Da B, = 0 fir
7 < kgilt, ist a = Z;:k o Bk Wegen j < k sind also keine Summanden zu
addieren, und es folgt a = 0.

Fiir A € K bezeichne U;; () die Umformungsmatrix, die die Addition des
A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile induziert. Nach den Uberlegungen im
Beweis von 6.2.10 ist U;;(\) dann eine Einheitsmatrix mit einem zusétzlichen
Eintrag A in der i-Zeile und j-ten Spalte. Weiter bezeichnen wir mit Py
die Umformungsmatrix, die die Vertauschung der k-ten und der I-ten Zeilen
induziert.

Lemma 6.3.10 Seien i < k <. Dann gelten

PklUij()\) = U”()\)Pkl fUT’] ¢ {i, k,l}7
PyUik(X) = Uit (X) P,
PrUi(X) = Ui (X) Pr.

Beweis. Die letzte Gleichung folgt aus der vorletzten Gleichung, weil die
Vertauschung der k-ten mit der [-ten Zeile zu sich selbst invers ist, also
Py Py = E, gilt. Die erste Gleichung gilt, weil die Addition des A-fachen der
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j-ten Zeile zur i-ten Zeile nicht beeinflufit wird durch die vorherige oder an-
schlielende Vertauschung zweier anderer Zeilen. Da die Umformungsmatrizen
durch die Zeilenoperationen eindeutig bestimmt sind - sie sind ja das Ergeb-
nis der entsprechenden Umformungen der Einheitsmatrix -, gilt die Aussage
auch fiir die entsprechenden Umformungsmatrizen. Wenn man jedoch die I-te
Zeile mit der k-ten Zeile vertauscht und dann die jetzt k-te Zeile mit A multi-
pliziert und zur i-ten Zeile addiert, dann ist das dasselbe, wie die Addition des
A-fachen der [-ten Zeile zur i-ten Zeile und die anschliefende Vertauschung
der [-ten Zeile mit der k-ten Zeile. Damit folgt auch die zweite Gleichung.

Wir werden den Algorithmus £ zum Ubergang zur Stufenmatrix nochmals
genauer studieren. Zu Beginn jedes Reduktionsschrittes fiihren wir mit &3 je-
weils eine Vertauschung von Zeilen oder eine Multiplikation mit einer Matrix
Py, k < I durch. Dann erfolgen mehrere Multiplikationen mit Matrizen der
Form Uy;(\) mit jeweils verschiedenen Faktoren A. Beim néchsten Redukti-
onsschritt wird der Zeilenzéhler £ um 1 erhoht. Die Folge der Umformungen
geschrieben mit den Umformungsmatrizen (und jeweils passenden Faktoren
A) kann dann so geschrieben werden

Ukk+1()\) . Uk7,L(A)PklUk_1,k(>\) R Pk—l,l’ ..M =S8.

Da die Matrix Py; an den Matrizen U;;(A) mit ¢ < k gem#f Lemma 6.3.10
vorbeigezogen werden kann, ohne die Indizes ¢ zu &ndern, kann man dieselben
Umformungen auch in der Form

Uik 1(A) - .. U\ Piy ... PiyM = S

geschrieben werden. Das Produkt der Umformungsmatrizen U;(\) ergibt eine
untere Dreiecksmatrix L, das Produkt der Matrizen P; eine Permutations-
matrix P. Also erhélt man LPM = S. Durch Multiplikation von links mit
L1 ergibt sich die Gleichung PM = L~!S. Da auch die Inversen von Um-
formungsmatrizen wieder Umformungsmatrizen desselben Typs sind, erhélt
man

Satz 6.3.11 Zu jeder Matriz M gibt eine Stufenmatriz S, eine untere re-
guldre Dreiecksmatriz L und eine Permutationsmatriz P, so dafS gilt

PM = LS.

Satz 6.3.12 (iber die LU-Zerlegung von requliren Matrizen) Ist M eine
requldre Matriz, so gibt es eine regulire obere Dreiecksmatrix U, eine requldre
untere Dreiecksmatriz L und eine Permutationsmatriz P, so dafs

PM = LU.

Beweis. Fiir eine regulére Matrix ergibt sich die Stufenform als regulére obere
Dreiecksmatrix. Daher ergibt sich die Folgerung aus dem Satz.
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Algorithmus 6.3.13 (Algorithmus zur LU-Zerlegung) Wir wollen ei-
nen Algorithmus zur LU-Zerlegung angeben. Dazu betrachten wir die Matrix
(M, E,, E,, E,), auf die wir aus dem Gauflschen Algorithmus gewonnene ele-
mentare Zeilenoperationen und zusétzliche Matrizenmultiplikationen anwen-
den. Bei der Durchfiihrung dieses Algorithmus parallel zum Gauflalgorithmus
sei in einem Zwischenschritt daraus die Matrix (7, L, P, E,,) entstanden mit
den zusétzlichen Eigenschaften LPM = T, L eine untere Dreiecksmatrix und
P eine Permutationsmatrix.

- Wenn der Gauflsche Algorithmus nun eine Addition eines Vielfachen ei-
ner Zeile zu einer anderen Zeile erfordert, so ist dies durch eine Umformungs-
matrix U gegeben. Diese wenden wir lediglich auf die Teilmatrix (T, L) an und
erhalten (UT,UL, P, E,,) mit ULPM = UT und UL untere Dreiecksmatrix,
d.h. wir wenden die elementare Zeilenumformung nur auf (7, L) an.

- Wenn der Gaufische Algorithmus eine Vertauschung von zwei Zeilen er-
fordert, so ist dies durch eine weitere Umformungsmatrix U gegeben. Die
elementare Zeilenumformung wenden wir auf die ganze Matrix (T, L, P, E,,)
an und erhalten(UT,UL,UP,U). Anschliefend multiplizieren wir UL von
rechts mit U, da beide Matrizen explizit zur Verfiigung stehen, und ersetzen
U wieder durch die Einheitsmatrix, haben danach also (UT,ULU,UP, E,,)
mit ULUUPM = ULPM = UT, wegen UU = FE,. Da wie in den oben
durchgefiithrten Uberlegungen ULU nur fiir untere Dreiecksmatrizen durch-
gefithrt wird, deren Eintrédge auflerhalb der Diagonalen durch die Vertau-
schung zwar umgestellt werden, aber nicht aus dem unteren Dreieck heraus
getauscht werden (6.3.10), bleibt ULU eine regulére untere Dreiecksmatrix.

Das Verfahren bricht ab, sobald wir eine Stufenmatrix S anstelle von T'
erhalten haben, also (S, L, P, E,,) mit LPM = S, wobei L eine regulire untere
Dreiecksmatrix, P eine Permutationsmatrix und S eine Stufenmatrix sind.
Da auch L~! eine regulire untere Dreiecksmatrix ist, ist mit PM = L™18
das Ziel erreicht.

Wir wollen die Anwendung der LU-Zerlegung diskutieren. Wenn das li-
neare Gleichungssystem M -z = b zu losen ist und PM = LS gilt, so folgt
LSz = PMx = Pb. Das Gleichungssystem kann gelost werden, indem man
¢ := Pb berechnet, das Gleichungssystem Ly = ¢ durch Vorwirtssubstitution
wie in 6.2.7 mit

m=7,
N2 =2 — A21h

n—1
M = Tn — Z)\njnj
=1

wobei L = ()\;;), und schlielich die Lésung y in das Gleichungssystem Sz =y
einsetzt und dieses durch Riickwértssubstitution 16st.
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Beispiel 6.3.14 Wir schliefen diesen Abschnitt mit einem Beispiel fiir das
angegebene Verfahren. Wir wollen das lineare Gleichungssystem

2y + 32 =2
2u+ x +3z=1
Ju+3x+ y+6z=4

mit Hilfe des LU-Verfahrens losen. Dazu betrachten wir die folgenden Matri-
zen und Matrixumformungen:

0023 10010O0T1O00O0
21 0301001O0O010O0
3316 001001001

wird durch Vertauschen der ersten und zweiten Zeile umgewandelt in

0
2
1

w o N
w o =
S W W
o = O
OO =
_= o O
O = O
OO =
_ O O
o = O
S O =
= O O

Wir multiplizieren die Teilmatrix UL mit U von rechts und ersetzen U durch
E,:

2103100010 1O00O0
0 023010100UO0T10O0
33316 001001001

Die néchste Umformung erfolgt durch Addition des (—2)-fachen der ersten
Zeile zur dritten Zeile in der Teilmatrix (T, L):

2 1 0 3 1 00010100
0 0 2 3 0 101 0 0010
0 15 1 15 -15 0 1 0 0 1 0 0 1

Schlieflich erfolgt ein Vertauschen der zweiten mit der dritten Zeile

2 1 0 3 0001 01O00O0
0 15 1 15 -15 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 2 3 0 101 00010

und eine Multiplikation der Teilmatrix UL mit U von rechts (und Ersetzen
von U durch E,):

2 1 0 3 1 00010100
0 15 1 15 -15 1 0 0 0 1 0 1 O
0 0 2 3 0 01100001

Wir invertieren nun die untere Dreiecksmatrix und erhalten in der obigen
Notation
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2 1 0 3 1 00 0 10
S=10 15 1 15|; L=|15 1 0]; P=(0 0 1
0o 0 2 3 0 01 1 00

Wir berechnen ¢ = Pb als

1 01 0\ /2
4]l=10 0 1 1],
2 10 0/ \4

16sen das Gleichungssystem Ly = ¢ und erhalten
1
y=125],
2

schliefllich hat das Gleichungssystem Sz = y die partikulére Losung

o =

O = = O

und eine Basis des Losungsraumes des homogenen Gleichungssystems ist

1.5
0
1.5
-1

ayp =

Damit ist auch die komplette Losung des urspriinglichen Gleichungssystems
gefunden.

Bisher hatten wir bei allen Algorithmen in der Wahl der Zeile, die durch
Vertauschen an die oberste Stelle kommen soll, keine Festlegung getroffen.
Da der Computer beim Rechnen mit Gleitkommazahlen jedoch ungenaue
Resultate erzielt, hat sich die folgende Festlegung der zu wihlenden Zeile als

besonders giinstig erwiesen. In jedem Schritt £3, den man im Gauf3- oder
Gauf-Jordan-Verfahren durchfiihrt:

&4 vertausche man die erste Zeile mit einer Zeile, die in der ersten Spalte
einen dem Betrag nach moglichst grofien Koeflizienten hat, also mit der i-ten
Zeile, wenn |oy1| > |ayj1| fiir alle j # 4. Einen solchen Koeffizienten ;1 nennt
man ein Pivot- oder Drehpunktelement.

Ubungen 6.3.15 1. Sei f: R? — R? die Abbildung

()= (70)
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Die Matrix der partiellen Ableitungen ist

(Y
Df = <2x Zy) ’

Entscheiden Sie, wann D f invertierbar ist.
2. Entscheiden Sie, wann

—x 1 0
1 —x 1
0 1 —=x

invertierbar ist.
3. Finden Sie Inverse fiir die folgenden Matrizen

2 4 6 2 2 -4
-1 -4 -3 .2 6 o],
0 1 -1 -3 -3 5
1 -2 3 0 1 1 0 2
0 1 -1 1 2 -1 1 -1
2 2 -2 4|3 3 2 -2
0 2 -3 1 1 2 1 0

4. Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme unter Verwendung der inver-
sen Koeffizientenmatrizen

a)

T — 2y + 3z = 4
y— z+ w=-8

—2x + 2y — 2z + 4w = 12
20— 324+ w=-4

T+ y +2w =3
20 — y+ 22— w=3
3r+3y+2z—-2w=>5
r+2y+ 2 =3

5. Ein Bankkunde méchte Geld in festverzinslichen Papieren der Kategorien
AAA, A und B anlegen. Die Papiere der Kategorie AAA erbringen 6%
Zinsen, die der Kategorie A 7% Zinsen und die der Kategorie B 10%
Zinsen. Der Kunde mochte doppelt soviel Geld in der Kategorie AAA
anlegen, als in der Kategorie B. Wieviel Geld mufl der Kunde in den
einzelnen Kategorien anlegen, wenn

a)
b)

seine Gesamtanlage DM 50000.- betrigt und die jéhrliche Zinsein-
nahme DM 3620.- betragen soll,
seine Gesamtanlage DM 60000.- betrdgt und die jéhrliche Zinsein-
nahme DM 4300.- betragen soll,
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¢) seine Gesamtanlage DM 80000.- betrigt und die jidhrliche Zinsein-
nahme DM 5800.- betragen soll?
6. Finden Sie LU-Zerlegungen von den Matrizen

2 6 2
Mi=|-3 -8 0
4 9 2
6 -2 0
My={(9 -1 1
3 7 5
7. Losen Sie mittels des Verfahrens der LU-Zerlegung die linearen Glei-
chungssysteme
0 1 0 2
-2 -1 -1 4 | b
2 3 1 0 o
2 2 2 -1
fiir
2 1 0
3 0 0
b1 = 1 ,bg = D) und b3 = 1
0 2 2

6.4 Ein Kapitel Codierungstheorie

Wir wollen die Erkenntnisse iiber lineare Abbildungen und Matrizen verwen-
den, um Probleme der linearen Codierung zu formulieren und zu 16sen. Dazu
legen wir uns ein Wérterbuch an, das die Bedeutung gewisser Objekte aus
der linearen Algebra in Ausdriicke der Codierungstheorie iibersetzt.

Wir werden in diesem Abschnitt als Grundkérper durchgehend den end-
lichen Kérper K := GF(q) mit ¢ Elementen verwenden. GF' ist dabei eine
Abkiirzung fiir das Wort Galois-Feld. Man kann zeigen, dafl es genau dann
einen Korper mit ¢ Elementen gibt, wenn ¢ ein Primzahlpotenz ist, d.h. wenn
es eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl n mit ¢ = p™ gibt. Dieser Korper
ist zudem durch die Angabe von ¢ bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Wir kennen bisher lediglich die endlichen Kérper GF (p) = Z/pZ fiir Prim-
zahlen p. Da die meisten Anwendungen jedoch nur den Korper Z/27 mit zwei
Elementen (binéires System der Computer!) benutzen, wollen wir die Kon-
struktion der iibrigen Kérper GF(q) hier nicht durchfithren und verweisen
den interessierten Leser auf Lehrbiicher der Algebra.
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Definition 6.4.1 (Worterbuch der Codierung) Ein Code ist eine Men-
ge C (von Zeichen, die geeignet sind, Informationen zu speichern und zu
iibermitteln). Eine Chiffre oder eine Verschliisselung (Codierung oder Chif-
frierung) ist eine Abbildung f : C7 — C5 eines Codes in einen anderen. Eine
Dechiffrierung einer Chiffre f : C7; — C5 ist eine Abbildung g : Cy — C7 mit
gf = id. Die Quelle einer Chiffre f : C7 — C5 heifit Klartext, ein Element
des Klartextes heiit Nachrichtenwort. Ein Element des Bildes einer Chiffre
heifit Codewort. Eine Codierung heifit lineare Codierung, wenn C; und Cy
Vektorrdume sind und f : C; — Cs eine lineare Abbildung ist. Sinnvoll sind
nur Codierungen f, die injektiv sind.

Beispiele 6.4.2 1. Sprachen im Sinne von 3.1.6, d.h. beliebige Mengen von
»strings® oder Wortern iiber einem beliebigen Alphabet A.

2. Das Zahlensystem, d.h. die mit den Ziffern 0,...,9 und den Zeichen .
und — dargestellten Zahlen.

3. Das Morsealphabet, das mit den Zeichen . (dit) und — (dah) aufgebaut
wird.

4. Die ¢- und die z-Gruppen in der Morsesprache, das sind Gruppen von
drei Buchstaben des (Buchstaben-)Alphabets, die mit ¢ bzw. z beginnen,
z.B. qth = Standort.

5. Die Barcodes zur Bezeichnung von Waren im Supermarkt.

6. Der ISBN-Code (International Standard Book Number), wie z.B. 3-
519-02211-7, wobei die einzelnen Gruppen folgendes bedeuten:

3 = Erscheinungsland

519 = Verlag

02211 = fortlaufende Buchnummer

7 = Pritfnummer.
Die Priifung auf eine korrekte Ubertragung (Fehlererkennung) geschieht im
Beispiel durch Uberpriifung von 10-34+9-5+8 -1 +7-94+6-0+5-2+4-
243-1+2-1+41-7=0(mod 11). Die Restklassenberechnung modulo 11
kann wie in Beispiel 3.6.4 5. durch Bildung der alternierenden Quersumme
vorgenommen werden.

7. Beliebiger Text der Umgangssprache kann in einen linearen Code K™
fir K = GF(q) iibersetzt werden, indem man zunéchst den Text jeweils in
Gruppen von ! Buchstaben und Abstéinde (und evtl. sonstige Zeichen) zu-
sammenfait. Bei der Verwendung von a,...,z, A, ..., Z, Zwischenraum sind
also 53! verschiedene solche Textgruppen moglich. Diesen weist man in einer

beliebig festzulegenden Weise ebenso viele verschiedene Elemente in K™ zu.

In(q)
In(53)

Damit bestimmt sich [ aus 53! < ¢ alsl <n -

Wir werden im folgenden nur lineare Codes der Form C' = K" mit
K = GF(q) verwenden mit der linearen Chiffrierung f : K* — K™. Wegen
der notwendigen Dechiffrierung wird f immer als Monomorphismus voraus-
gesetzt.
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Definition 6.4.3 Sei K™ ein linearer Code. Die Hamming'-Metrik auf K™
ist die Abbildung d : K" x K™ — N mit d(x,y) := Anzahlderi € {1,...,n}
mit & # n;. Die Auffassung ist hierbei, daf d(z,y) die Anzahl der Koeffizien-
ten von x angibt, die in y anders (falsch) angegeben werden. Der Wert d(z, y)
heifit Hamming-Abstand von x und y. Die Hamming-Gewichtsfunktion ist die
Abbildung ||.|] : K™ — Ng mit ||z|| := d(z,0). Das ist die Anzahl der von
Null verschiedenen Komponenten von .

Definition 6.4.4 Ein Paar (M, d) heifit metrischer Raum mit der Metrik d,
wenn M eine Menge und d : M X M — R eine Abbildung sind mit

1. Vo,y € Md(z,y) =0 <=z =y,
2. Va,y € Mld(z,y) = d(y, z)],
3. Vz,y,z € M[d(z, 2) < d(z,y) + d(y, )] (Dreiecksungleichung).

Lemma 6.4.5 Die Hamming-Metrik ist eine Metrik auf K™.
Beweis. folgt unmittelbar aus der Definition.

Wir vermerken noch eine leicht einzusehende zusétzliche Translationsin-
varianz d(x,y) = d(z+z,y+ z), die zeigt, da} d durch das Hamming-Gewicht
II]| schon vollstdndig bestimmt ist, denn d(z,y) = ||z — y||.

Ein weiteres bekanntes Beispiel fiir eine Metrik ist der reelle Vektorraum
R™ mit der sogenannten Euklidischen Metrik (vgl. Kapitel 8)

d(z,y) =

Lemma 6.4.6 Fir das Hamming-Gewicht |.|| : K™ — Ng gelten

1. ||z|| =0 <=z =0,
2. VA # 0[[[Az|| = [|l[l],
3 o +yll < lzfl + [yl

Beweis. leicht nachzurechnen, da ||x|| die Anzahl der von Null verschiedenen
Komponenten von =z ist.

Definition 6.4.7 Ein Monomorphismus f : K¥ — K" wird eine (k,n) -
lineare Codierung genannt. Die darstellende Matrix von f heifit erzeugende
Matriz. Eine lineare Abbildung h : K™ — K" % heifit Kontrollabbildung,
wenn Ke(h) = Bi(f). Die darstellende Matrix von h heifit Kontrollmatriz. Die
Hamming-Norm oder der Hamming-Abstand einer (k,n)-linearen Codierung
f ist definiert als

11l == Min {|| f(z)|| | € K*, 2 # 0} .
! Richard W. Hamming (1915-1998)
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Wir bemerken, dal « € Bi(f) genau dann, wenn h(x) = 0. Ein solche
Kontrollabbildung existiert immer, wie wir z.B. in 6.1.4 gesehen haben. Wei-
ter ist [|f| = Min{d(f(x), f(y))|lz,y € K"« # y}, weil d(f(), f(y)) =
d(f(z) = f(y),0) = d(f(x = y),0) = [lf(z — )|

Im folgenden Satz gehen wir von der allgemeinen Vorstellung aus:

Codi Ubertragung /Stérun
Klartext| Codienine gung/Storung
Decodi
Empfinger COOTICTURE MKlartext

Es wird also ein Klartext codiert, iiber eine Informationsleitung zum Em-
pfianger iibermittelt, (wobei der Text aufgrund der Codierung eventuell auch
abhorsicher ist,) wird auf der Ubertragungsstrecke mit Storungen verschiede-
ner Art verdndert und beim Empfinger wieder decodiert. Wir wollen Metho-
den finden, die Fehler bei der Ubertragung zu erkennen und mdéglichst auch
zu korrigieren. Wenn also z ein codiertes ausgesandtes Wort ist und y das
empfangene Wort ist, dann soll festgestellt werden, ob es tatséchlich durch
die Codierung entstanden ist oder verdndert wurde und ob man daraus das
Wort z rekonstruieren kann. Wenn bei einer Codierung f : K¥ — K™ Feh-
ler an hochstens r Stellen des iibertragenen Wortes immer erkannt werden
konnen, so sagen wir, dafl die Codierung r-fehlerentdeckend ist. Wenn Fehler
an hochstens s Stellen durch die restliche Information im iibertragenen Wort
korrigiert werden kénnen, so heifit die Codierung s-fehlerkorrigierend.

Satz 6.4.8 Sei f: K¥ — K" eine (k,n)-lineare Codierung, sei C := Bi(f)
und sei y € K™.

1. (Fehlererkennung:) Wenn es ein x € C mit x £y gibt, so daff d(z,y) <
IfIl, dann ist y ¢ C, d.h. das Wort y ist kein Codewort, also falsch.

2. (Fehlerkorrektur:) Wenn es ein x € C gibt mit d(z,y) < 3||f|l, dann gilt
fir alle z € C,z # zld(x,y) < d(z,y)], d.h. x ist das einzige Element
von C mit dem gegebenen Abstand d(z,y) und somit eindeutig durch y
bestimmt.

Beweis. 1. Wenn y € C wire, so wire d(x,y) > || f|| oder = y nach Defini-
tion von || f]|.

2. Fir z € C und z # x gilt 2d(z,y) < ||f]] < d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),
also d(z,y) < d(z,y).

Wenn bei der Ubertragung von f(a) weniger als 1| f|| Fehler aufgetreten
sind und y € K" empfangen wurde, dann ist also x € C mit d(z,y) <
1[|f|l das iibertragene Element f(a). Somit ist eine lineare Codierung immer
|| Il — 1-fehlererkennend und [§(||f|| — 1)]-fehlerkorrigierend. Es kommt also
jetzt darauf an, Codierungen f mit mdoglichst grofer Norm || f|| zu finden.
Wir betrachten einige
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Beispiele 6.4.9 1. Paritéts-Priifungs-Codes (Parity-Check-Codes): Sei n >
2und K = n—1 und f : K¥ — K" gegeben durch f(aq,...,c,_1)
(a1, .oy ) mit oo, = —(1+. ..+ @,—1). Offenbar ist f ein Monomorphismus.
Weiter ist a € Bi(f) genau dann, wenn » . o; = 0. Wenn ¢ = 2 ist, dann
wird jede ungerade Anzahl von Fehlern dadurch erkannt, daB Y. o; = 1
gilt. Ein gerade Anzahl von Fehlern wird nicht erkannt. Fiir € Bi(f) und
x # 0 miissen mindestens zwei Koeffizienten von Null verschieden sein, also
ist ||f|l = 2. Damit kann zwar ein Fehler (und sogar eine ungerade Anzahl
von Fehlern) erkannt werden, jedoch ergibt sich keine Méglichkeit zur Kor-
rektur von Fehlern. Diese Codierungen werden z.B. in PCs verwendet, wenn
8-Bit Worte in 9-Bit Speichern gespeichert werden und das 9. Bit durch die
Abbildung f bestimmt wird.

2. Wiederholungscode: Eine einfache Moglichkeit einer sichereren Uber-
tragung auf einer gestérten Ubertragungsstrecke ist die dreifache Ubertra-
gung jedes einzelnen Wortes. Dabei ist n = 3k und f : K¥ — K" durch
f(z) = (z,z,x) gegeben. Das ist wieder eine lineare Codierung. Man sieht
sofort, dafl || f|| = 3 ist, also ist nach 6.4.8 diese Codierung 2-fehlerentdeckend
und 1-fehlerkorrigierend.

Wenn die beiden Vektorriume K* und K™ dieselbe Dimension haben,
dann muf die Codierung f ein Isomorphismus sein. Dann ist ||f| = 1 und
eine Fehlerentdeckung oder -Korrektur offenbar nicht méglich. || f|| hdangt also
offenbar auch von den gegebenen Dimensionen ab.

Satz 6.4.10 Sei f : K¥ — K™ eine (k,n)-lineare Codierung und h : K"
— K™% eine Kontrollabbildung. Sei B die zugehirige Kontrollmatriz. Dann
sind je ||f|| — 1 Spaltenvektoren von B linear unabhdingig, und es gibt || f||
linear abhdingige Spaltenvektoren, d.h. |f|| ist die Minimalzahl von linear
abhdngigen Spaltenvektoren von B.

Beweis. Sei x =Y \je; € Bi(f) ein von Null verschiedener Vektor mit ||z| =
|| /|l minimal. Dann sind genau || f|| Faktoren A; von Null verschieden. Wegen
0= h(z) = B-x =Y \;b; sind die || f|| Spaltenvektoren b; linear abhiingig. Sei
eine Teilmenge I C {1,...,n} mit |[I| = || f||—1 gegeben und sei ) J;; Aib; = 0
mit \; # 0 fiir alle ¢ € I. Dann ist h(}_,.; Aie;) = > ;o Aibi = 0, also
ist . = ) ,.; Aie; € Bi(f). Dann sind mindestens || f|| verschiedene Skalare
A; # 0, was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist, oder es ist x = 0, und
damit sind alle A\; = 0. Die Menge der {b;|i € I'} ist also linear unabhiingig.

Folgerung 6.4.11 Fiir jede (k,n)-lineare Codierung f : K* — K™ gilt
[fl <n—k+1.

Beweis. Der Rang jeder Kontrollmatrix zu f ist n—k. Damit sind je n—k+1
Vektoren der Kontrollmatrix linear abhéingig. Nach dem vorhergehenden Satz
ist also ||f|| <n—k+1.
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Die Kontrollmatrix kann herangezogen werden, um Fehler in der Uber-
tragung zu erkennen und evtl. zu korrigieren. Insbesondere kann mit ihr die
Anzahl der Fehler abgeschétzt werden. Wir bezeichnen die Spaltenvektoren
von B mit b; € K™% also B = (by,...,by,).

Folgerung 6.4.12 1. Sei = € Bi(f), und seien bei der Ubertragung genau
t Fehler aufgetreten. Wenn y € K™ der empfangene Wert ist, dann ist die
minimale Anzahl der Koeffizienten \; mit By = > \;b; hochstens t.

2. Sei x € Bi(f), seien bei der Ubertragung genau t Fehler aufgetreten,
und sei t < || f||. Wenn y € K™ der empfangene Wert ist, dann gibt es t ein-
deutig bestimmte Koeffizienten \; mit By = > \;b;. Der Ubertragungsfehler
ist dann Y A\je;, und es gilt x =y — Y \e;.

Beweis. Mit 1. kann die Anzahl der aufgetretenen Fehler nach unten ab-
geschiitzt werden. Sei Y p;e; der Ubertragungsfehler, d.h. y = = + > e
Dann ist By = Bz + Y piBe; = > u;b;. Seien genau t Fehler aufgetre-
ten, so ist die Anzahl der Summanden ¢. Wenn in 2. weniger als || f|| Feh-
ler aufgetreten sind, dann ist die Anzahl der Summanden in der Darstel-
lung By = Y p;b; Kleiner als || f[|, also sind die verwendeten b; linear un-
abhéngig. Wenn By = )" \;b; eine weitere Darstellung ist und die Anzahl
der Summanden minimal, insbesondere also kleiner als || f[], ist, dann ist
> pibi — > A;b; = 0 mit weniger als || f|| Summanden. Nach 6.4.10 sind die
verwendeten b; linear unabhéngig, also stimmen die A\; mit den p; iiberein,
d.h. die Darstellung By = > p;b; mit weniger als 1| f|| Summanden ist ein-
deutig, und der Fehler ist y — x = > \;e;. Man beachte hier jedoch, dafi der
Fehler nur unter der Annahme ¢ < £|| f|| korrigiert werden konnte.

Man kann die Minimalzahl von linear abhéngigen Vektoren in B und
damit die Hamming-Norm von f bestimmen, daher ist es sinnvoll eine be-
liebige Kontrollmatrix B’ zu konstruieren und dann aus ihr die Codierung
f+ K" — K™ abzuleiten. Man kann dann B unmittelbar mit einem méglichst
grofien Minimum an linear abhéingigen Vektoren konstruieren. Dazu brauchen
wir lediglich einen Monomorphismus f : K" — K™ mit Bi(f) = Ke(B : K™
— K™ ") zu konstruieren, was wegen r = dim Ke(ﬁ) immer mdoglich ist.

Beispiele 6.4.13 1. Sei K = Z/117Z. Sei die Kontrollmatrix
21 21001
B:=(12 00 2 1 2
0012121

Dann kann man nachrechnen, daf die Minimalzahl von linear abhingigen
Spaltenvektoren 4 ist. Eine entsprechende Codierungsmatrix fiir die Codie-
rung f: K* — K7 gewinnt man aus der Basis des Kerns von B. Sie ist
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9 9 8 7
12 2 5
2 1 2 3
A:=1]110 0 0 O
0 10 0 O
0 0 10 O
0 0 0 8

Diese Codierung hat die Hamming-Norm 4, kann also 3 Fehler erkennen und
einen Fehler korrigieren.

2. Sei K =7Z/27Z. Sei die Kontrollmatrix

10 01 1 01
B:=101 01 0 11
001 0111

Dann kann man nachrechnen, dai die Minimalzahl von linear abhingigen
Spaltenvektoren 3 ist. Eine entsprechende Codierungsmatrix fiir die Codie-
rung f: K* — K7 ist

1 0 11
1 1 01
01 11
A=11 0 0 0
01 00
0010
0 0 01

Diese Codierung hat die Hamming-Norm 3, kann also 2 Fehler erkennen und
einen Fehler korrigieren.

Definition 6.4.14 Sei K ein beliebiger Korper. Die Menge der Folgen
K[[z]] == {¢ : Ng — K} = {(ap,a1,...)|e; € K} = Ko heifit (forma-
ler) Potenzreihenring iiber K.

Lemma 6.4.15 K|[[z]] ist ein Ring unter den folgenden Operationen:

(o +9)(n) = ¢(n) + ¢ (n),
(- ¥)(n) = o p(D)ib(n — ).

Das Einselement ist die Folge (1,0,0,...).

Beweis. Unter der Addition liegt sogar ein Vektorraum vor nach dem Haupt-
beispiel fiir Vektorrdume 5.1.4. Die Assoziativitit und Distributivitdt der
Multiplikation ist eine einfache Recheniibung. Die Eigenschaft des Einsele-
ments folgt aus der Tatsache, dafl bei der Multiplikation die Summe jeweils
auf einen einzigen Summanden zusammenfllt.

Definition 6.4.16 Sei K ein beliebiger Korper. Die Menge der endlichwer-
tigen Folgen
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Klz] = K®0) .= {(a;) € KNo[ fiir nur endlich viele i € Ng gilt o; # 0}

heifit (formaler) Polynomring iiber K. Die Elemente von KJz| heiflen Poly-
nome.

Lemma 6.4.17 K|[z] ist ein Unterring von K|[x]].

Beweis. Nach Beispiel 5.1.7 ist K[z] C K[[z]] ein Untervektorraum. Es bleibt
nur die Abgeschlossenheit beziiglich der Multiplikation zu zeigen. Wenn also
(a;) und (5;) in K|x] gegeben sind, die beide nur noch Koeffizienten Null fiir
Indizes > n haben, dann sind in (o) - (6;) = (Z;ZO a; B;—;) alle Koeffizienten
mit Index ¢ > 2n Null, denn in der Summe sind alle Summanden Null.

Bemerkung 6.4.18 In K|[z] bezeichnen wir x := (0,1,0,0,0,...). Dann ist
2?2 = (0,0,1,0,0,...). Allgemein ist 2" = e, die Folge mit einer Eins an
der n + 1-sten Stelle und Null sonst. In 5.2.4 (4) haben wir gezeigt, dafl
die Menge der e; bzw. hier die Menge der x! eine Basis fiir K[x] bilden.
Jeder Vektor aus K[z] laBt sich daher in eindeutiger Weise (mit eindeutig
bestimmten Koeffizienten) als E?:o a;x' = ag+ a1z + ...+ a,z” schreiben.
Die oben angegebene Multiplikation ist dann die bekannte Multiplikation
von Polynomen. Die eindeutig bestimmte Zahl n mit a,, # 0 und apy; =0
fiir alle ¢ € N heifit der Grad des Polynoms («;) € K[z] \ {0}. a, heifit der
hochste Koeffizient des Polynoms. Man sieht durch Betrachtung der héchsten
Koeffizienten sofort ein, dal K[z] ein nullteilerfreier Ring ist.

Lemma 6.4.19 Die Polynome in K|[z] vom Grade hichstens n bilden einen
Vektorraum P,, der Dimension n + 1.

Beweis. Diese Polynome werden von den linear unabhingigen Polynomen

1=2%z,22,23, ..., 2" erzeugt.

Satz 6.4.20 Im Polynomring K[x] gilt der Euklidische Divisionsalgorith-
mus: zu jedem Paar f,g € K|x] von Polynomen mit g # 0 gibt es ein ein-
deutig bestimmtes Paar von Polynomen q,r € K[x] (Quotient und Rest), so
dafs gilt

f=q-g+r und Grad(r) < Grad(g).

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit der Zerlegung. Sei f = qg +
r = ¢'g+ ' mit Grad(r) < Grad(g) und Grad(r’) < Grad(g). Dann ist
(¢g—q¢")g+ (r—r") = 0. Da auch Grad(r —r') < Grad(g) gilt, ist (¢—¢')g = 0.
Insbesondere mufl der héchste Koeffizient von (¢ — ¢’)g Null sein, was nur
geht, wenn ¢ — ¢’ = 0 gilt. Dann ist aber auch r — ' = 0 und damit die
Eindeutigkeit gezeigt.

Wenn der Grad von f kleiner ist, als der Grad von g, dann setzen wir
¢=0und r = f. Wenn Grad(f) = n+ 1 ist und der Satz fiir Polynome vom
Grad n schon bewiesen ist, dann sei v := «a,,11/8x der Quotient der héchsten
Koeffizienten a1 von f und S von g. Dann ist f' := f — vg ein Polynom
vom Grad kleiner oder gleich n. Wir kénnen also schreiben f’ = ¢’g + r mit
Grad(r) < Grad(g). Also ist f = (a + ¢)g + r mit Grad(r) < Grad(g).
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Bemerkung 6.4.21 1. Ein Polynom f(z) in K[z] vom Grad n hat héch-
stens n Nullstellen in K. Seien nédmlich «q, ..., aj Nullstellen von f(x), dann
ist f(2) =(z—a1) - (x—ag) ...  (x —ag) - g(z), also £ < n. Nach dem
Divisionsalgorithmus ist ndmlich f(z) = (x — a1) - ¢1(z) + B1. Wenn man
fiir z den Wert o einsetzt, dann erhédlt man 0 = ;. Fiir jede weitere Null-
stelle o; von f(x) ist dann aber 0 = f(a;) = (a; — a1)g(ey), also sind die
ag, ..., o Nullstellen von g; (z). Durch Induktion nach dem Grad erhélt man
die behauptete Aussage.

2. Von Polynomen in K|x] kénnen wir wie im reellen Fall Ableitungen
bilden, hier formale Ableitungen genannt. Wir bilden némlich die eindeutig
bestimmte lineare Abbildung d/dx : K[z] — K|[z], indem wir auf der Basis
(x%) vorschreiben d/dx(x?) = iz*~! (fiir i = 0 soll d/dx(x°) = 0 gelten).
Die Produktregel gilt auch hierfiir, denn es ist d/dz(z'z7) = (i + 7)1 =
irt =l + jriai—l = d/dx(2%)2? + x'd/dx(27). Daraus leitet sich wegen der
Linearitat die Produktregel ab:

d/dx(fg) = d/dx(f)g + fd/dx(g).

Seien k£ und n mit k£ < n gegeben und sei g ein Polynom vom Grad n — k.
Dann definiert g die folgende lineare Abbildung g : Py_1 2 f — gf € P,_1.
Wir betrachten die entsprechende lineare Abbildung auf den Koordinaten-
systemen g : K" — K". Wenn g = Z?;Ok v;x? ist, dann ist die darstellende

Matrix von g beziiglich der Basen 1, z, 2, ..., 2" bzw. 1, z, 22, ..., 2" gegeben
durch

Yo 0 . 0

71 Yo 0 SN 0

B! Yo
M == ga! 9
Yn—k
0 Yn—k
0 ‘e 0 Yn—k

wie man sofort aus dem Polynomprodukt

n—=k ‘k—l ) n—1 k—1
of =D 'y Biwd =3 (3 m-iBy)a’
=0 7=0 t=0 35=0

abliest.
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Definition 6.4.22 Eine Codierung der Form g : K* — K" mit Grad(g) <
n — k heilt Polynomcode.

Definition 6.4.23 Ein Codierung h : K* — K" heiit zyklisch, wenn fiir
alle z = (&,...,&,) € Bi(h) gilt (&,,&1,...,&n—1) € Bi(h). Also ist jede
zyklische Vertauschung eines Codewortes wieder ein Codewort.

Satz 6.4.24 Seien k und n mit k < n gegeben. Sei g € P,,_j, vom Grad n—k
ein Teiler von 2™ — 1 € Klz|. Dann ist der durch g erzeugte Polynomcode

ein zyklischer Code. g heifit dann ein Generatorpolynom fiir den zyklischen
Code.

Beweis. Sei g¢' = 2™ — 1. Dann ist 2" = g¢’ + 1. Sei gf = ag + a1z + ... +
ap_12" ! Darstellung eines Codewortes (aq, ..., a,—1). Wir multiplizieren
diese Gleichung mit = und erhalten zgf = agz + anz? + ... + ap_12" =
apr +ox? + ..o+ an_1(99 +1) = ap_1 + o + 12 + ...+ a,_199’ und
daraus a,_1 + apr + 12 + ...+ 22" = 29f — an_199’ = glaf —
an—19'). Da Grad(zf — ap_19") <n—1—Grad(g) = k — 1 gilt, ist also auch
(Qn—1,Q0,...,an_2) ein Codewort und der Polynomcode zyklisch.

Bemerkung 6.4.25 Es gilt auch die Umkehrung des Satzes. Sei f : K"
— K™ ein zyklischer Code. Dann gibt es ein Polynom g € P,,_j mit g teilt
x™ — 1, das diesen zyklischen Code erzeugt. Wir benotigen den Beweis hier
nicht.

Sei K = GF(q) mit ¢ = p* und p einer Primzahl. In K gilt p = 1 +
...+ 1 = 0(mod p). Dann ist (x — 1)» = 2P — 1 in KJ[z|, denn nach der
binomischen Formel ist (z—1)? = Y% | (22) (—1)P~izt = P —1 und (f) =
% = 0(mod p), weil p als Primzahl in diesem Bruch nicht gekiirzt
werden kann. Damit ist (z — 1)P%(z — 1)F = 2P — 1.

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir jetzt Polynome angeben, die einen
zyklischen Code gréfitmoglicher Hamming-Norm erzeugen.

Satz 6.4.26 Der durch gy := (v — 1)P™F diber K = GF(q) generierte zykli-
sche Code hat die Hamming-Norm p —k + 1.

Beweis. Fiir k= 1ist g1 : K! — KP? gegeben durch g;(a) = a - (z — 1)P7L.
Nunist (z—1)(z—1)P~! = (z—1)P = 2P -1 = (z—1)(aP~ L +2P 2 +. . +z+1).
Da K|[z] nullteilerfrei ist, ist (z — 1)P~! = 2P~1 + 2P~2 + ... + 2 + 1. Damit
erhalten wir g1 -a = a - (2P~ + 2P 2+ ...+ 2+ 1), also g1 (a) = (a, ..., ).
Offenbar hat diese Codierung nach Definition die Hamming-Norm p.

Fir k = p ist g, = 1, also g, : K — KP? die identische Abbildung mit
der Hamming-Norm 1.

Wir zeigen jetzt ||gr+1|| < ||gk| fiir alle 0 < k < p. Sei (ag,...,qp_1) €
Bi(gx) ein Codewort minimaler Norm. Weil wir einen zyklischen Code haben,
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kénnen wir g # 0 annehmen. Fiir f # 0 gilt Grad(grf) = Grad(gx) +
Grad(f) = (p — k) + Grad(f) > p — k, also ist auch «; # 0 fiir ein ¢ >
0. Dann ist das zugehorige Polynom o + ayx + ... + Ozp,lxp*1 =gf =
(x — 1)P~Ff. Wir bilden die formale Ableitung und erhalten a; + 2cez +
et (0= Dap a2 = (uf) = (p— k)@ — VP F1f + (o — 1pRp =
(z—1)P=*+D((p— k) f + (x — 1) f'). Daher ist (a1, 20z, ..., (p—1)a,_1,0) €
Bi(gk+1) ein Element kleinerer Norm. Damit ist ||gr+1|| < ||gk|| und

L=1gpll <llgp—1ll < ... <llgall = p,
woraus ||gr|| =p — k + 1 folgt.
Ubungen 6.4.27 1. Die folgende Codierung sei gegeben

£(00) = 000000, f£(10) = 101101,
£(01) = 010011, f(11) = 111110.

a) Zeigen Sie, dafl f eine lineare Codierung ist.

b) Bestimmen Sie die erzeugende Matrix.

¢) Finden Sie eine Kontrollabbildung und die zugehérige Kontrollma-
trix.

d) Bestimmen Sie den Hamming-Abstand von f.

e) Entziffern Sie folgende Worte

100000, 101111, 010010, 010101, 011110.

2. Finden Sie je eine (3,6)-Codierung f mit ||f|| =n fir n =1,2,3,4.
3. Sei K =7/(2). Zeigen Sie:

1000
1100
0 1 10
a) A:=|1 0 1 1 [ isteine Codierungsmatrix.
01 01
0 010
0 0 01

b) Finden Sie eine geeignete Kontrollmatrix dazu.
¢) Bestimmen Sie den Hamming-Abstand des Codes.
d) Es werden die Nachrichten

und

OO R KRR O
O R O~ B -
— o= OO0 OoOo

empfangen. Analysieren Sie!



7. Eigenwerttheorie

Die Determinante einer quadratischen Matrix oder eines Endomorphismus
ist eine der wichtigsten Invarianten. Mit ihr kann man feststellen, ob eine
Matrix invertierbar ist. Sie gestattet es aber auch, geometrische Eigenschaften
eines Endomorphismus genauer zu studieren. Dies wird im Abschnitt iiber
Eigenwerte geschehen.

7.1 Determinanten

Wir fithren den Begriff der Determinante auf eine wenig iibliche Weise ein.
Die verwendete Methode fiihrt besonders schnell zu den wichtigsten Eigen-
schaften.

Definition 7.1.1 Eine Abbildung A : K — K heif}t eine Determinanten-
funktion, wenn gelten
(A1) A(B) = A(A),
falls B aus A durch Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile entsteht, und
(A42) A(B) =a- A(4),

falls B aus A durch Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor « entsteht.

Satz 7.1.2 Sei A: K] — K eine Determinantenfunktion. Dann gilt

1. A(A) =0 fir alle A € K mit Rang(A) < n,
2. A=0, falls A(E,) =0.

Beweis. 1. Fir Elementarmatrizen zweiter Art von der Form Fj; = E,, + E;;
gilt nach 6.2.10

A(F;;A) = A(A). (7.1)

Fiir Elementarmatrizen erster Art von der Form Fj(«) = E,, + (o — 1) E;; gilt

A(Fi(a)A) = aA(A). (7.2)

Daraus folgt fiir Elementarmatrizen der Form Fj;(a) = E, + aF;; =
Fj(a™Y)Fij Fj(a)

A(Fij(a)A) = A(A) (7.1a)

wobel
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a1
ay a; + - aj
Fij() =
Qp, aj
Qp

Elementarmatrizen dritter Art der Form P;; kénnen geschrieben werden als
Pi’ = Fi(_1)Fiij(_1)FjiFi(_1)Fi_j7 d.h. die Vertauschung zweier Zeilen
kann mit elementaren Zeilenoperationen erster und zweiter Art dargestellt
werden, insbesondere gilt

A(P;A) = —A(A). (7.3)

Also gibt es zu jeder invertierbaren Matrix B einen von Null verschiedenen
Faktor b mit
A(B-A)=bA(A)

fir alle Matrizen A, denn die Faktoren, die man bei einer Zerlegung von
B in Elementarmatrizen erhilt, hingen nur von B und nicht von A ab. Ist
Rang(A) < n, dann hat die Stufenform B - A = S von A als letzte Zeile den
Nullvektor. Daher gilt A(A) = b1 A(S) = 0 wegen (A2).

2. Ist Rang(A) = nund A(E,,) = 0,s0ist A(A) = A(A-E,) = a-A(E,) =
0, also A = 0.

Wir vergleichen Determinantenfunktionen und erhalten dabei den Begriff
der Determinante.

Folgerung 7.1.3 Seien Ay, As : K) — K Determinantenfunktionen. Dann
gilt
A (Ep)Az(A) = A1 (A)AL(E,).

Beweis. A(A) := Ay(E,)Ax(A) — A1(A)Ay(E),) ist ebenfalls eine Determi-
nantenfunktion, da sie (Al) und (A2) erfiillt. Weiter ist A(E,,) = 0. Also ist
A =0 und damit die Behauptung bewiesen.

Folgerung 7.1.4 Sei A : K — K eine Determinantenfunktion mit
A(E,) = 1. Dann gilt A(A- B) = A(A)A(B) fir alle A,B € K.

Beweis. Ay(A) := A(A- B) ist eine Determinantenfunktion wegen (7.1) und
(7.2). Also folgt mit Ay = A aus 7.1.3
A(A-B) = Ay(A) - Ay (En) = Ai(En) - Ao(A) = A(B) - A(A).

Definition 7.1.5 Eine Abbildung A : K — K heifit (zeilen-) multilinear,
wenn A aufgefafit als Abbildung auf dem n-Tupel der Zeilenvektoren in jedem
Argument (in jeder Zeile) linear ist, d.h. wenn
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ay ai ai
AMA| o | +p- Al y | =4 M+ py | gilt.
Qn an (79}

Satz 7.1.6 Zu jedem n gilt es eine eindeutig bestimmte Determinantenfunk-
tion det : K' — K mit det(E,) = 1. Diese Determinantenfunktion ist
multilinear. Ist A : K' — K eine Determinantenfunktion, so gilt fiir alle
Ae K]

A(A) = det(A) - A(E,).

Beweis. Die Eindeutigkeit: Seien A; und As Determinantenfunktion mit
Al(En) =1= AQ(E7L). Nach 7.1.3 fOlgt dann Al(A) = Al(A)AQ(En) =
A1(E,)Az(A) = Ay(A). Fiir den Existenzbeweis verwenden wir vollstéindige
Induktion nach n. Fiir n = 1 ist det : K} > (a) — a € K offenbar eine
Determinantenfunktion mit det(E;) = 1. Sie ist auerdem (multi-)linear. Sei
die Existenz fiir n — 1 bewiesen, und sei

by
aip by :
A= | eKlSeiBy=|b | €Ki,
an1 bn :
by,

wobei die Zeile b, fortzulassen ist. Das soll mit l;c angedeutet werden. Nach
Induktionsannahme ist det(Bj) definiert und multilinear in den Zeilen b;.
Wir definieren

det(A) := i(fl)}”lakl det(By). (7.4)
k=1

Die Abbildung det ist multilinear in den Zeilen. Wir zeigen dieses fiir die

erste Zeile:
Aaqr + pady Aby + b

det

Qni bn

= (=)' (Aan + payy) det(By) =
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n

+> (=) 1oy (A det(By) + pdet(By))

k=2
=AY (=) lagy det(Bg) + py_(—1)"*ayy det(By)
k=1

k=1
11 b1 O/ll bll
= \-det ©] + pdet
Qni bn Qnl bn

Insbesondere ist (A2) erfiillt.
Wir betrachten wieder nur den Spezialfall A = p = 1 und (af,8)) =
(O&glbg), so ist

a1 + Qo1 b1 + b2 a1 by a1 by
det = det o] +det

Qn1 bn Qn1 bn Qnl bl

wobei in der letzten Matrix die erste und zweite Zeile gleich sind. In (7.4) fal-
len damit der erste und zweite Summand fort und bei Bs, ..., B, sind jeweils
erste und zweite Zeile gleich. Da det(By) eine Determinantenfunktion ist, ist
det(By) = 0 fiir kK = 3,...,n. Man kann némlich eine Nullzeile erhalten.

SchlieBlich ist det(E,) = 1, weil det(E,_1) = 1. Endlich ist A(4) =
A(A) det(E,) = A(E,,) det(A) nach 7.1.3.

Definition 7.1.7 Die Determinantenfunktion det : K] — K heifit Deter-
minante.

Die Rechenregeln fiir Determinantenfunktionen ergeben jetzt die wich-
tigsten Eigenschaften der Determinante.

Folgerung 7.1.8 1. Die Determinante einer Matriz ist genau dann Null,
wenn die Zeilen bzw. Spalten der Matrixz linear abhdngig sind.
2. Die Determinante einer Matrix dndert sich nicht, wenn man zu einer
Zeile eine Linearkombination der anderen Zeilen addiert.
3. Die Determinante einer Matrixz dndert ihr Vorzeichen, wenn man zwei
Spalten vertauscht.
4. det(A- B) = det(A) - det(B).
5. det(A-A) = A" - det(A).
6. det(A?) = det(A).
a11 . A1p
7. Es gilt det =Q11 ...  Qnp,
0 ... apn
d.h. die Determinante einer oberen Dreiecksmatriz ist das Produkt aller Ele-
mente auf der Diagonalen.
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Beweis. 2. Zuniichst ist wegen (A1) die Addition einer Zeile zu einer anderen
moglich. Ein Vielfaches der j—ten Zeile kann ebenfalls aus i—ten Zeile addiert
werden, indem man zunéchst die j—te Zeile mit o # 0 multipliziert, dann
addiert, dann die j-te Zeile mit a~! multipliziert. Wegen (A2) éndert sich die
Determinante nicht. Der Prozefl kann fiir mehrere Zeilen wiederholt werden.

1. Wenn die Zeilen linear abhéngig sind, ist der Rang < n und nach 7.1.2
1. die Determinante Null. Ist Rang A = n, also A regulér, so ist nach 7.1.4
det(A) - det(A~1) = det(A- A7) = det(E,) = 1, also det(A) # 0.

3. folgt aus (7.3)

4.ist 7.1.4

5. folgt aus (A2), fiir jede Zeile einmal angewendet.

6. Wegen (A%)~1 = (A71)t ist A genau dann invertierbar, wenn A! inver-
tierbar ist. Nur in diesem Fall ist die Behauptung zu zeigen. A ist Produkt
von Elementarmatrizen A = Fy - ... Fy. Dann ist A' = F} - ... F}. Da fiir
Elementarmatrizen F; gilt det(F}) = det(F}), genauer fiir Elementarmatrizen

F; erster Art det(F;) = «,
F; zweiter Art det(F;) =1,
F; dritter Art det(F;) = —1

(wie in (7.1), (7.2), (7.3) mit A = E,,), ist also det(A") = det(A) nach Teil 4.
7. Wenn eines der «;; = 0, dann ist Rang A < n, also det(4) = 0 =

Q11 ... Qupp. Wenn alle «;; # 0 sind, dann koénnen Vielfache der unteren
Zeilen zu den oberen Zeilen so addiert werden, dafl eine Diagonalmatrix mit
@11, - - -, Ay in der Diagonalen entsteht. Die Determinante éndert sich nicht.

Nach (A2) auf jede Zeile angewendet folgt det(A) = a1 ...y - det(Ey) =
A11 e Qpp .

Beispiele 7.1.9 1. det(a) = «
a B\ _ o
2. det(/y 5)—0«5 v

a; fiom 3
det | as B2 72 | = ajdet (52 72)
as 3 3 3

B m B m
—ap det + az det
? (53 V3 8 B2 72
= o1 foy3 — 01 302 — aaf10y3 + 371 + azfiye — azfavi

o B1 001 aq B
AN X X /

= Qg P2 V2 Qg B2 (Regel von Sarrus)

/ X X AN
Qs B3 3 ag B3



230 7. Eigenwerttheorie

Die Berechnung von Determinanten ist kompliziert. Wir geben nur eine
Methode dazu an. Eine algorithmisch schnellere Methode erhélt man, wenn
man bei elementaren Zeilenumformungen in geschickter Weise die Determi-
nanten der verwendeten Elementarmatrizen sammelt, bis durch Zeilenumfor-
mungen die Einheitsmatrix erreicht ist.

Definition 7.1.10 Sei A € K}. Mit A;; werde die aus A durch Streichung
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstehende Matrix in K”~] bezeichnet. A;;
heifit dann auch Streichungsmatriz, det(A,;) Streichungsdeterminante.

Satz 7.1.11 (Entwicklungssatz nach der j-ten Spalte) Sei A € K] gegeben.

Dann ist
n

det(A) = Z(—l)i+j()éij det(Aij).

i=1

Beweis. Wir vertauschen in A die j-te Spalte schrittweise mit den vorher-
gehenden Spalten, bis sie an erster Stellte steht. Diese neue Matrix A’ hat
det(A’) = (=1)7""det(A) und damit det(A") = Y7, (—1)"a;; det(A;5) als
Determinante. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 7.1.12 1. Wegen det(A") = det(A) folgt auch ein entsprechen-
der Entwicklungssatz nach der i-ten Zeile:

n

det(A) =) "(=1)"ay; det(Ay;).

j=1

2. Zur praktischen Berechnung kann man also jeweils eine Entwicklung
nach einer besonders geeigneten (mit moglichst vielen Nullen besetzten) Zeile
oder Spalte durchfiihren, z.B.

01 2
det |3 7 1 :(—1)4-O~det<1 2)+(—1)5-1~det<0 2)
010 71 31

— 6. . 0 1 f—
+(-1)°-0 det<3 7)—6

durch Entwicklung nach der dritten Zeile.

3. Fir A € K]} ist det(A) = > _(£1)15(1) Q20(2) "+ - - Qno(n) Mit geeigne-
ten Vorzeichen, wobei o durch alle Permutationen der Zahlen {1, ..., n} liuft,
also n! Summanden definiert. Aus jeder Zeile und jeder Spalte kommt in je-
dem der Produkte genau ein Koeffizient vor. Das sieht man durch vollstandige
Induktion und Auswertung der Entwicklung nach einer Zeile. Denn in (7.4)
kommen in det(A;;) aus jeder Zeile von A auBer der i-ten und jeder Spalte
von A aufler der j-ten in den Summanden jeweils genau ein Faktor vor, und
man erhélt (n —1)! Summanden. Also ergibt (7.4) insgesamt n - (n—1)! = n!
Summanden.
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Die Determinante einer Matrix kann zur Berechnung der inversen Matrix
verwendet werden. Dazu definieren wir

Definition und Folgerung 7.1.13 Sei A € K! und B = (8;;) mit B;; =
(—1)"7 det(A;;) definiert. B heifit Komplementirmatrix zu A. Damit ist

A-B=det(A)E,.

1
Ist A regulir, so ist A=1 = det(A)B

Beweis. Esist >, aiBrj = > (—1)7 Fayy, det(A;x) = det(A) - §;;, denn fiir
1 = j ist dies der Entwicklungssatz nach der j-ten Zeile. Ist jedoch i # j,
so konnen wir diesen Ausdruck ebenfalls nach dem Entwicklungssatz nach
der j-ten Zeile als Determinante einer Matrix A’ auffassen, die aus A durch
Ersetzen der j-ten Zeile durch die i-te Zeile entstanden ist. Diese Matrix ist
singuléir, also ist det(A’) = 0.

Satz 7.1.14 (Cramersche' Regel) Sei A = (a1,...,a,) € K" eine regulire
Matriz mit den Spaltenvektoren a;. Dann hat das lineare Gleichungssystem
A-x =0b die Lisung

fi = m dct(al, ey @i, b, (7 U an).
Beweis. (Die eindeutig bestimmte) Losung ist + = A~! - b = me.
Wenn b = (5;) ist und B = (8;;) die Komplementirmatrix zu A ist, dann
ist det(A)gi = Z;nzl ﬁijﬁj = Z;‘l:l(_l)ﬁ_]ﬁj det(Aji) = det(al,...,ai_l,b,
@it1, -5 ap), woraus die Behauptung folgt.

Bisher haben wir lediglich Determinanten von Matrizen betrachtet. Jetzt
wenden wir uns Determinanten fiir Endomorphismen von endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen zu.

Satz 7.1.15 Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f :V — V
ein Endomorphismus. Sei B eine Basisfamilie von V. Dann ist die Determi-
nante der darstellenden Matriz von f beziiglich B unabhdngig von der Wahl
von B.

Beweis. Seien B und B’ Basisfamilien von V. Sei S die Basistransformation
von B nach B’ und M die darstellende Matrix von f bzgl. B. Nach 5.5.20 ist
dann SMS~! die darstellende Matrix von f bzgl. B’. Weiter ist

det(SMS—1) = det(S) det(M) det(S~1) =
det(SS~1) det(M) = det(M).

! Gabriel Cramer (1704-1752)
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Definition 7.1.16 Fiir einen Endomorphismus f : V' — V mit darstellender
Matrix M definieren wir die Determinante det(f) := det(M). Sie ist nach
7.1.15 unabhéngig von der Wahl der Basisfamilie.
Ubungen 7.1.17 1. Zeigen Sie, da8 <Z) und (2) genau dann linear
unabhéingig sind, wenn ad — bc # 0 ist.
2. Berechnen Sie elementargeometrisch (mit Schulkenntnissen) den Flidchen-
inhalt des Parallelogramms mit den Eckpunkten

0 a a+c c
0/’\b)’\b+d) ' \d/)"
Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit der Determinante von (Z ¢ >

3. Seien x1,x2,x3 € K Elemente eines Korpers K. Zeigen Sie:

1 1 1
det Tr1 X2 X3 = (IL‘g — Ig)(mg — Il)(ﬂﬁg — SCl).
v} a3 a3
4. Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage richtig ist (ja/nein).
Sind alle Streichungsdeterminanten einer quadratischen Matrix Null, so
ist auch die Determinante dieser Matrix Null.

7.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte und Eigenvektoren haben breite Anwendungsbereiche, u.a. bei
Differentialgleichungen, in der Technik und der Physik. Wir beschranken uns
hier auf endlichdimensionale Vektorrdume und ihre Endomorphismen.

Sei im folgenden V' # 0 ein Vektorraum und f : V — V ein Endomor-
phismus.

Definition 7.2.1 Ein Skalar A € K heifit ein Eigenwert von f, wenn es ein
v € V,v # 0 gibt mit

f(v) = M.
Ein Vektor v € V,v # 0 mit f(v) = v heifit ein Figenvektor zum Eigenwert

A. Die Menge V) := {v € V|f(v) = M} heiBit Figenraum zum Eigenwert .
Die Menge {\ € K|\ Eigenwert von f} heiit Spektrum von f.

Bemerkung 7.2.2 V, ist ein Untervektorraum von V. Die Eigenvektoren
zu A sind genau die von Null verschiedenen Vektoren in Vj.
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Beispiele 7.2.3 1. Sei f : V — V nicht injektiv. Dann ist 0 ein Eigenwert
von f und Ke(f) = Vp # 0. Es gibt ndmlich ein v € V mit v # 0 und
f(v) =0, also f(v) =0-v. Weiter ist v € Ke(f) <= f(v) =0-v <= v € V}.

2. Firid : V — V ist 1 der einzige Eigenwert, und es ist V = V;. Es ist
nédmlich id(v) =v=1-v fir allev € V.

3. Die lineare Abbildung M : Ky — Ko mit M = (1) g) hat die
Eigenwerte 1 und 2 und die Eigenrdume V; = { <g)} und V5 = {<g) }

Satz 7.2.4 Seien {\;|i € I} paarweise verschiedene Eigenwerte von f. Dann
gilt Zie] V)‘i = ®i€IV)\i'

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl aus > v; = 0 mit v; € V), folgt v; = 0 fiir
alle ¢ € I. Wenn das nicht der Fall ist, dann gibt es eine Summe > ., v; =0
kiirzester Linge n > 0. Offenbar sind in einer solchen Summe alle v; # 0.
Daraus folgt n > 2. Es ist Y. \iv; = Yoy f(vi) = fFOCrvi) = f(0) =0
ebenso wie Y1~ | Adjv; = A1 Y., v; = 0. Die Differenz ist Y ,(A; — A )v; =
0, eine Summe kiirzerer Linge mit von Null verschiedenen Summanden (\; —
A1)v;, ein Widerspruch.

Definition 7.2.5 Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenrdume und Spektrum
einer quadratischen(!) Matrix M sind die der linearen Abbildung M : K,
— K.

Ubungen 7.2.6 1. Zeigen Sie: Eine nilpotente Matrix (eine Matrix M mit
M™ = 0) hat nur den Eigenwert 0.
2. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der folgenden Ma-
trix:
111
1-11
100
3. Habe f:V — V einen Eigenwert A. Zeigen Sie:
a) f™ hat einen Eigenwert \".
b) Es gilt Vx(f) € Var (f").
¢) Finden Sie ein f: V' — V und einen Eigenwert A von f, so daf§ gilt
VA(S) & Van (™).

7.3 Das charakteristische Polynom
Zur Bestimmung von Eigenwerten und damit auch von Eigenrdumen verwen-

det man hiufig das charakteristische Polynom. Damit wird der Zusammen-
hang zwischen Eigenwerten und Determinanten hergestellt.
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Definition 7.3.1 Sei V endlichdimensional mit Basisfamilie B, und sei f : V
— V ein Endomorphismus mit der darstellenden Matrix M.
Fiir A € K heifit
det(f —X-id) =0

die charakteristische Gleichung von f.
Xm(x) :=det(M —x - E,)
heifit das charakteristische Polynom von M.

Lemma 7.3.2 xn(x) ist ein Polynom von Grad n. Es gilt fir M = (a;;)
n
xum(z) = (=" (2" — Z o™t 4. £ det(M))
i=1

Beweis. Nach Bemerkung 7.1.12 3. ist

det(M) = Z(:I:l)ala(l) LI O‘na(n)'

Fiir det(M —zE,,) sind die Faktoren in der Diagonalen von der Form «;; — .
Die hochste Potenz von z ergibt sich, wenn alle Faktoren im Produkt auf der
Diagonalen liegen, also fiir o = id, mit (@11 —)-...- (@pn —x) = (=1)" 2"+
(=1)"=1 3" a1+ Terme vom Grad < n—2. Wenn im Produkt ein Faktor
nicht auf der Diagonalen liegt, so mufl auch noch ein zweiter Faktor aulerhalb
der Diagonalen auftreten. Der Polynomgrad des Produkts ist dann < n — 2.
Um den konstanten Koeffizienten des Polynoms zu erhalten, setze man z = 0
ein. Dann ist der konstante Koeffizient gleich det(M — 0 - E,,) = det(M).

Satz 7.3.3 Sei dimV =n < oo, f € Homg (V,V). Dann gilt fir A € K:
A ist Eigenwert von f <= det(f — Aid) = 0.

Beweis. X Eigenwert von f <= Jv # 0[f(v) = M) <= Jv # 0[(f—Aid)(v) =
0] <= f — Aid nicht bijektiv <= det(f — Aid) = 0.

Bemerkung 7.3.4 1. V), = Ke(f — Aid).

2. Es gibt hochstens n Werte A mit det(f — Aid) = 0, weil das cha-
rakteristische Polynom det(M — xE,,) hochstens n Nullstellen hat und weil
det(f — Aid) = det(M — AE,,), wobei M — AE,, eine darstellende Matrix fiir
f — Aid ist.

3. f:V — V hat hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Definition 7.3.5 1. Eine Nullstelle A eines Polynoms f(x) hat die Vielfach-
heit k, wenn f(x) durch (z — A\)* (ohne Rest) teilbar ist, aber nicht durch
(x _ )\)kJrl.

2. Ein Eigenwert A der Matrix M bzw. des Endomorphismus f hat die
algebraische Vielfachheit k = p(xy¢,A), wenn er als Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms die Vielfachheit £ hat.

3. Ein Eigenwert A der Matrix M bzw. des Endomorphismus f hat die
geometrische Vielfachheit k, wenn k = dim V.
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Satz 7.3.6 Sei dimV = n < oo und f € Homg(V,V). Sei A € K ein
FEigenwert von f. Dann ist p(x s, A) > dim V.

Beweis. Sei (vy,...,v;) eine Basisfamilie von V) und (vy,...,v,) eine Fort-
setzung zu einer Basisfamilie von V. Dann ist beziiglich dieser Basisfamilie
die darstellende Matrix von f von der Form

A 0

M = ' und

0 M!

det(M —zE,) = xy = (A\—x)*-det(M"' — 2 E,_j) durch Entwicklungen nach
der 1. bis r. Spalte.

Ubungen 7.3.7 1. Bestimmen Sie die reellen bzw. komplexen Eigenwerte

von
cosp —sing
sing cosy )

2. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von

2 3 -1 2 1 1
0 1 O und von 0 1 0
0 2 1 0 0 3

3. Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage richtig ist (ja/nein).
Die Summe der geometrischen Vielfachheiten eines Endomorphismus ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraumes ist gerade die Dimension dieses

Vektorraumes.
a b
= (L a)

4. Sei

Zeigen Sie xa = 2% — Spur(A) + det A, wobei fiir eine n x n-Matrix

M = () die Spur definiert ist als Spur(M) := Y1 | .

5. Zeigen Sie fiir den in der vorangehenden Aufgabe definierten Begriff der

Spur:

a) Die Abbildung Spur : K]' — K ist linear.

b) Es gilt Spur(AB) = Spur(BA) fiir alle A, B € K.

¢) Es gilt im allgemeinen nicht Spur(ABC) = Spur(BAC) fiir A, B,C €
K.

d) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : V. — V eine
lineare Abbildung. Sei B eine Basisfamilie von V und M die darstel-
lende Matrix von f beziiglich B. Zeigen Sie, dal Spur(M) nicht von
der Wahl von B abhéngt (so daf also Spur(f) := Spur(M) wohlde-
finiert ist).
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7.4 Diagonalisierbare Matrizen und Endomorphismen

Gewisse quadratische Matrizen bzw. Endomorphismen kann man durch ge-
schickte Wahl einer Basis auf eine besonders einfache Form, die Diagonal-
form, bringen. Wir wollen diese Endomorphismen charakterisieren und ihre
Eigenschaften studieren.

Definition 7.4.1 1. f € Homg (V,V) heifit diagonalisierbar, wenn es eine
Basisfamilie B von V' so gibt, dafl die darstellende Matrix von f bzgl. B eine
Diagonalmatrix ist.

2. Eine Matrix M € K] heifit diagonalisierbar, wenn es eine regulére
Matrix S so gibt, da SMS~! eine Diagonalmatrix ist.

Satz 7.4.2 Fir f € Homy(V,V) sind dquivalent

1. f ist diagonalisierbar,
2. es gibt in V eine Basis aus FEigenvektoren von f,
3. a) xs(x) ist ein Produkt von Linearfaktoren (A\; — x),
b) fir alle Eigenwerte A; von f gilt p(xs, Ai) = dim V),
4. ist {A1,..., A\, } das Spektrum von f, so ist

V:V)\l@...@‘/)\k.

Beweis. 1. <= 2. : weil die Basisfamilie, beziiglich der f eine darstellen-
de Matrix in Diagonalform hat, eine Basisfamilie aus Eigenvektoren ist:
f(’UZ) = )\zvz

1. = 4. : @V,, CV gilt immer. Da ®V,, eine Basis von V enthilt, ist
V =0Vy,.

4. = 3. : Wegen xs(z) = (z — )™ - ... (z — M) - g(x) ist
n = Zle dimV,, < Zle w(xr, i) < n, also gilt Gleichheit, insbesonde-
re pu(x s, Ai) =dim V), und g(z) = o € K.

3. = 2.:n = Zle wxr, Ai) = Zle dim V,, impliziert wegen 7.3.6
die Gleichung V = @ ,V,,. Insbesondere hat V eine Basis(-familie) von
Eigenvektoren.

0 2 4
Beispiele 7.4.3 1. 1 1 0] ist diagonalisierbar wegen
-2 2 5
1 0 2 2 00 3 -2 -4 0 2 4
1 2 1 010 -1 1 1 ]1=(1 10
0 -1 1 0 0 3 -1 1 2 -2 2 5
—x 2 4
Esist xp(z) =det| 1 1—2 O =(—2)1-2)5—2)+8—-2(5-

-2 2 5—x
r)+8(1—z) = —23+622—11x+6 = —(z—1)(x—2)(z—3). Da pu(xm(x),1) =
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wixa (2),2) = p(xam(x),3) = 1,ist nach 7.3.6 dim V; = dim V5 = dim V3 = 1,

2 00
also M diagonalisierbar mit SMS~' = [ 0 1 0 |. Die Matrizen S bzw.
0 0 3

S~! sind Transformationsmatrizen. Wenn by, bs, b3 eine Basis von K3 aus
Eigenvektoren ist, dann transformiert S~! die Basis ey, ez, e3 in by, bo, bs,
und es gilt

S™1 = (by, by, b3).

Die Eigenvektoren erhilt man aus dem linearen Gleichungssystem (M —
/\iEn) -x=0.

2. M = (é 1) ist nicht diagonalisierbar, weil

o) =aer (17 LY a2

also 1 einziger Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 2 ist, und weil (M —

AE)x = <8 é) z = 0 einen 1-dimensionalen Lésungsraum F; = K - (é)
hat.

3. M = (? _01> ist iiber R nicht diagonalisierbar, weil yps(z) =
det _196 :; = 2% + 1 keine Nullstellen hat, M also keine Eigenwerte

bzw. Eigenvektoren hat. M ist eine Drehung um 90°!

11
0 1
diagonalisierbar?
2. Finden Sie eine diagonalisierbare Matrix, die dasselbe charakteristische

Polynom wie ((1) 1) hat.

Ubungen 7.4.4 1. Ist

3. Zeigen Sie: ist diagonalisierbar.

2
0
0
2
0

o O Wwo

0
2
1
0
4. Zeigen Sie: 2 | ist nicht diagonalisierbar.
0 0 1
5. Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage richtig ist (ja/nein).
Eine Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerfallt.
6. a) Sei M diagonalisierbar als D = SMS~1!. Zeigen Sie: D" = SM"S~1L.

b) Berechnen Sie mit Hilfe des Teils 1. M1 fiir M = (é g) .
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7.5 Potenzmethode zur Bestimmung dominanter
Eigenwerte (R. v. Mises)

Wir haben gesehen, dafl Eigenwerte eine besondere Bedeutung haben und
haben auch schon Methoden kennengelernt, sie zu berechnen. Es gibt ein
numerisches Verfahren, gewisse Eigenwerte nidherungsweise zu bestimmen,
das wir zum Abschlufl dieses Kapitels besprechen wollen.

Definition 7.5.1 Sei f: K,, — K, ein diagonalisierbarer Endomorphismus
mit den Eigenwerten \i,...\,, wobei Eigenwerte entsprechend ihrer Viel-
fachheit gezdhlt werden. Sei K = R oder C und sei |A1] > |A2| > ... > |A].
Dann heifit Ay ein dominanter Eigenwert.

Satz 7.5.2 Sei A\ ein dominanter Eigenwert von f : K, — K,. Sei y €
Kn \ {0} und sei y™ = f(yn=Y) = fm(y), y© =
(W™, ™)

y und sei y™ =
€ K,,. Dann konvergieren die Folgen )}n y(m)|m eN )

(m)
Insbesondere ist hmm_mom = A\ fiir alle i, fir die lim,,— )\my

# 0 gilt.

Beweis. Seien x1,...,x, eine Basis aus Eigenvektoren von f zu den Ei-
genwerten A1,...,A,. Sel y = > mx;, und sei x; = (&xlk). Dann folgt
(IA1] > |Ae]... = A1 #0)

D= me Z; anA T =M - an xz und
1 m m \m
W -y( ) = )\,lnf (y) = Zm()\*l) z;.

Fiir geniigend grofie m wird

L omn Lo e X A
m—4r m i\m IN\T
|)\;n+r Yk )\m | |Z7]z(>\71) ((}\1) - 1)§’ik| <

1=2

(m)

7

- i\ i im
glmll(/\j) —1\'|§¢1@|'|)\T| <e

da aus |\1| > |\;| folgt |%| <L

Wenn lim,, — /\Lmyim) = 0, dann ist fiir geniigend grofie m

Eralu TR SR | Y
e o R el bWl =I5 e -
KD YR N

y(m+1)
also lim L = \i.
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Beispiel 7.5.3 Fiir f: K,, — K,, verwenden wir M : R3 — R3 mit

1 2 -1 1
M=| 7 6 —1|undy=|1].Dannist
-4 -4 1 1

My OlyDy®] y D]y W A2l A |~ A
1 2-1} 1| 2| 33| 282 2553| 16.5| 8.54| 9.05

7 61 1] 12/ 93| 852| T7653| 7.75| 9.16| 8.98
—4 -4 1| 1| =7|—63|-567|—5103 9 9 9

Folgerung 7.5.4 Wenn lim,,— 1

N Y™ =z =0, dann ist z Eigenvektor
2U A.

Beweis. f(z) = f(limm_>oo )\Lmy(””)) = lim,,—s oo /\me(y(m)) =
1 1

lim,,,—s o0 )xyﬁy(m“) = A1-z. (Dabei ist f als lineare Abbildung stetig.)
1

Ubungen 7.5.5 1. Stellen Sie fest, ob die folgenden Matrizen dominante
Eigenwerte besitzen und bestimmen Sie diese.

S 1 4 0 0 2 1 0
5 o ) L) |2 so), (2o
1 3 6 00 4

2. Verwenden Sie die Potenzmethode, um einen dominanten Eigenwert und
einen zugehorigen Eigenvektor der folgenden Matrix zu bestimmen:

4 3 6
4 13 20
-2 -6 -9






8. Euklidische Vektorraume

Wir fithren in diesem Kapitel weitere geometrische Eigenschaften fiir einem
Vektorraum ein, insbesondere Liangen von Vektoren und Winkel zwischen
Vektoren. Damit gelingt es nun, viele elementargeometrische Aussagen zu
beweisen. Wesentliches Hilfsmittel hierfiir wird das zusétzliches Strukturda-
tum des Skalarprodukts.

Wir setzen in diesem Kapitel voraus, daf3 alle Vektorrdume iiber dem
Korper R definiert sind, also reelle Vektorrdume sind.

8.1 Skalarprodukte

Der zentrale neue Begriff ist der des Skalarprodukts, eines Produkts zwischen
Vektoren, das reelle Werte annimmt.

Definition 8.1.1 Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung ¢ : V x V —
R heifit eine Bilinearform auf V, wenn Yy € V[V 3 z — o(z,y) € R]
Homomorphismus und Vo € V[V 3> y — o(z,y) € R] Homomorphismus.
Eine Bilinearform o heifit

nichtausgeartet, wenn Vo € V,z # 0[o(z, V) # 0 und o(V, z) # 0];

symmetrisch, wenn Va,y € V{o(z,y) = o(y, z)];

positiv definit, wenn Vo € V,x # 0[o(z,z) > 0].
Eine positiv definite, symmetrische Bilinearform heifit ein Skalarprodukt auf
V. Ein reeller Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt o heifit
Euklidischer' Vektorraum. Wir schreiben dann auch (z,y) = o(z,y).

Beispiele 8.1.2 1. In V =R, ist o(z,y) := z'y = >, &, ein Skalarpro-
dukt. Sicher ist nimlich o(z,y) = x'y bilinear, o(z,y) = >_ &n; symmetrisch,
und es ist o(z,z) = > &2 > 0 fiir # # 0. Dieses Skalarprodukt heifit kanoni-
sches Skalarprodukt des R,,.

2. Das néchste Beispiel sieht zunéchst recht exotisch aus. Es ist aber
Grundlage fiir grole Teile der Analysis, insbesondere der Funktionalanalysis
und der Theorie der Differentialgleichungen, auf die wir in diesem Buch nicht
weiter eingehen kénnen.

! Buklid ca. 300 v.Chr.
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Sei V.= {f:]0,1] — R| f stetig}. Dann ist o(f,g) := fol f(z)g(x)dx
ein Skalarprodukt. Die Bilinearitit und Symmetrie in f und g sind trivial.
Ist f # 0, so ist fol f(z)f(x)dz > 0. Es gibt nédmlich ein 2o € [0,1] mit
f(xg) = a # 0. Da f stetig ist, ist auch f? stetig und f2(x¢) = a® > 0.
Dann gibt es zu € := $a? ein § > 0 mit |f?(z) — f?(z0)| < € fiir alle 2 mit
|z — mo| < 6. Also ist f2(z) > 1a? fiir alle z mit |z — 20| < 6. Daraus folgt
fol f?(x)dx > %az 25> 0.

A
a y:fz(x)

J >

Zo

Fiir die Einfiihrung der geometrischen Begriffe in FEuklidischen Vek-
torrdumen ist die folgende Cauchy-Schwarzsche Ungleichung von besonderer
Bedeutung.

Satz 8.1.3 (Cauchy?-Schwarz}sche Ungleichung) Sei (V, o) ein Euklidischer
Vektorraum. Dann gilt fir alle x,y € V

(z,9)* < (z,2) - (y,9)- (8.1)
Weiterhin gilt: x,y linear abhingig <= (z,y)? = (z, ) - (y,y).
Beweis. Fiir y = 0 ist die Aussage des Satzes klar. Sei also y # 0. Zunéchst
gilt
0< <aj —Qy, T — ay) = <$7.'17> - 2OZ<$,y> + a2<y?y>'
Wir setzen o := (z,y)/(y,y) und multiplizieren mit (y,y). Das ergibt

0 < (z,2)(y,y) — 2(x, y)(z,y) + (z,y)(z,y)

= <£L’, x)(y, y> - <.’E, y>2
Sei nun x = By. Dann ist (x,y)(z,y) = *(y,y)? = (z,2){y,y), also gilt
Gleichheit in (8.1). Gelte schlieBlich Gleichheit in (8.1). Wenn = = 0 oder
y = 0, dann sind z und y linear abhéngig. Sei also & # 0 und y # 0. Dann ist
(z, )

0 < (m,2){y,y) = (x,y)?, also ist (z,y) # 0. Wir zeigen jetzt, daB x = @.0)
T,y

gilt. Dann sind ndmlich z und y linear abhéngig. Es ist

2 Baron August-Louis Cauchy (1789-1857)
3 Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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o) (22) (, (z,z)(z, )
(z o T >y> (z,z) - 2( =, >+< ’y><m,y><y,y>
oy pwa)en) | e
’ wy) >< y)
= (z,z) — 2(x,z) + (z,z) =
Da o positiv definit ist, folgt x — Ez’ ;; y = 0 und daraus die Behauptung.

Jetzt haben wir alle Hilfsmittel bereit, um Winkel und Langen ein-
zufithren.

Definition 8.1.4 1. Sei (V, (,)) ein Euklidischer Vektorraum. Zwei Vektoren
x,y € V heilen orthogonal oder senkrecht (x L y), wenn (z,y) = 0.
2. Wegen (z,y)* < (z,z)(y,y) gilt

(z,y)
< Il
= Ve

(fiir 2,y # 0) also existiert genau ein ¢ € [0, 7] mit

<1

(z,y) .
Vi, )/ (Y, )

¢ heifit der Winkel zwischen 2z und y. Wir schreiben O(x,y) := .

cosp =

Bemerkung 8.1.5 1. z L y <= O(z,y) = 3.
2. x,y linear abhingig <= O(z,y) € {0,7}.

Ubungen 8.1.6 1. Stellen Sie fest, welche der folgenden Bildungen ein
Skalarprodukt definieren und welche nicht. Geben Sie ggf. an, welche
Axiome verletzt sind. Fiir x = (£1,&2,83),y = (m1,m2,m3) € R3 seien
definiert:

a) (z,y) = &m + Eams,

b) (z,y) = &fnf + &3 + 303,

c) (z,y) := 4&m + Eama + 3E3n3,

d) (z,y) = &m — &na + Eams,

e) (z,y) := &z + &am + &ans.

2. Sei V. = M, der Vektorraum der reellen 2 x 2-Matrizen. Stellen Sie fest,

ob durch

<(CCL Z),(Z ;C)):au—l—bx—l—by—cx—i—cy—l—dz

ein Skalarprodukt definiert wird.
3. Benutzen Sie das Skalarprodukt

= [ s

um den Wert von (f,g) auszurechnen fiir
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a) (27ra:) g = sin(27z).
b) ,g=c¢"
c) f= tan Tz, g=1
4. Sei Py der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2.
a) Zeigen Sie, dafi Py mit

\\x

<a2x2 +arx + agp, b2$2 + bl.’ﬂ + b0> = aobo -+ (llbl + a2b2

ein Euklidischer Vektorraum ist.
b) Bestimmen Sie ||p|| fiir p = —1 + 2z + 2.
c¢) Bestimmen Sie den Winkel zwischen p = —1 + 5z + 222 und ¢ =
2+ 4x — 922
d) Bestimmen Sie den Winkel zwischen p =z —2? und q = 7+ 3z + 322.
5. Sei P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 mit dem
Skalarprodukt

(p,q) :/0 p(z)q(x)dz.

a) Bestimmen Sie ||p|| fiir p = —1 + 2z + 2%
b) Bestimmen Sie den Winkel zwischen p = —1 + 5z + 222 und ¢ =
2+ 4x — 922
c) Bestimmen Sie den Winkel zwischen p = 2 — 22 und ¢ = 7+ 3z + 322
6. Zeigen Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, daf fiir alle
a,b € R und alle Winkel ¢ gilt:

(acos(p) + bsin(p))? < a® + b2

7. Zeigen Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, daf fiir alle
positive reellen Zahlen a1, ..., a, gilt

1 1
n2§(a1+...+an)(a+...+>.

1 Gnp

8. Zeigen Sie mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, daf§ fiir alle
reellen Zahlen ay,...,a, gilt

(a1 4 ... +a,)? <n?(ad +...+ad2).

9. Die Vektoren (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1) werden als Kanten
des Einheitswiirfels im R" aufgefaf3t (Jede Kante trltt mehrfach auf, wie
oft?). Zeigen Sie, dafl der Winkel ¢ zwischen der Diagonalen (1,1,...,1)
und den Kanten die Gleichung

1
cos(y) = -

erfiillen.
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8.2 Normierte Vektorraume

Die Bildung der Lénge oder Norm eines Vektors in einem Euklidischen Vek-
torraum erfiillt die Gesetze einer Norm. Es gibt viele Beispiele von normierten
Vektorrdumen, auch von solchen, die nicht aus einem Euklidischen Vektor-
raum entstehen.

Definition 8.2.1 Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung
Il:V3z—|z| eR

heit Norm, wenn

L ezl =[]zl
2.z +yll < [l + |yl
3. [z =0==x=0.

(Vo I.1) heiBt normierter Vektorraum. x € V heifit normiert, wenn ||z| = 1.

Bemerkung 8.2.2 Ist (V, ||.||) ein normierter Vektorraum, so ist ||z|| > 0 fiir
alle z € V. Es ist némlich 0 = [0]||z|| = ||0-z| = |z + (—2)|| < ||z||+]—=z| =
[l + | = ] = 2]

Satz 8.2.3 Sei (V,(,)) ein FEuklidischer Vektorraum. Dann ist ||z| =
VA{x,x) eine Norm auf V. ||z| heifst Norm oder Linge von x.

Beweis. 1. ||az|| = /{ozx, az) = Va2\/(z,z) = |a|||z|.
2. lz+yll? = (z+y 2 +y) = (x,2) +2(2, ) +(y, y) < (2,2) +2/(z,y)? +
(W) <z, 2)+2¢/ (2, 2) {y, )+, v) = (=l +[ly])* = llz+yll < llz|+[yl-
3. lz]| =0 = /{z,2) =0 = (z,2) =0 =2 = 0.

Mit den Gesetzen der Norm und des Skalarprodukts kénnen wir jetzt
einige der wichtigsten geometrischen Sétze beweisen.

Satz 8.2.4 (Pythagoras*)

1. Vz,yeViz Ly = [lz+yl* =] +ly|’]-
2. Yo,y € V[|z+yl* = 2] + lyl? + 2(=, ).

Beweis. 1. x Ly = 2(z,y) = 0.
2. |z +yll? = (& +y,2+y) = [lz]> + 2(z,y) + y]*.

Lemma 8.2.5 v,y € V\ {0}[(z,y) = [lz/[[y] cos(O(z,y))]-

Beweis. ||z]||yl cos(©(z,)) = ll=[llyll - £ty = (. v).

* Pythagoras (580-500)



246 8. Euklidische Vektorrdume
Satz 8.2.6 (Cosinus Satz)

va,y € VA{0}Hlle =yl = ll=[* + lyll* — 2ll=[llyll cos(O(, y)).-

=

Beweis. [lz—y|* = [|2[]*+lylI*—2{z, y) = [|2]I*+]lylI* = 2ll=[ly]| cos(O(x, y)).

Wir haben gezeigt, dal Euklidische Vektorrdume auch normierte Vek-
torrdume sind. Jetzt zeigen wir, da} normierte Vektorrdume auch metri-
sche Réume sind. SchliefSlich sind dann metrische Rdume auch topologische
Rédume. Jede dieser Folgerungen ist eine echte Folgerung, also nicht umkehr-
bar.

Lemma 8.2.7 Sei (V,||.||) ein normierter Vektorraum. Dann ist durch d :
VxV>3(x,y) — ||z —y| €R eine Metrik auf V gegeben. (vgl. 6.4.4)

Beweis. 1. d(z,y) =[x —y| =0<= 2z —y=0<=z=y.
2.d(z,y) = [lz —yll = [ = Ully — z[| = dly, z).
3. d(z,2) = |l = 2| = [[(z —y) + (y - 2)
d(z,y) + d(y, 2).

Bemerkung 8.2.8 Sei (X,d) ein metrischer Raum (vgl. 4.2.4 und 6.4.4).
Dann gilt Vz # y[d(z,y) > 0].

| < e =yl +lly -2l =

Beweis. 2d(z,y) = d(z,y) + d(y,z) > d(z,z) =0 = d(z,y) > 0. z # y =
d(x,y) > 0.

Wir fithren nur gewisse offene Mengen in einem metrischen Raum ein,
definieren jedoch nicht, was genau ein topologischer Raum ist, da wir diesen
Begriff spéiter nicht weiter brauchen.
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Definition 8.2.9 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Sei 7 € RT \ {0} und
a € M. Dann heifit K(a;r) := {b € M|d(a,b) < r} abgeschlossene Kugel um
a mit dem Radius r. Ko(a;r) := {b € M|d(a,b) < r} heiBBt offene Kugel.
U C M heiBit offen, wenn es zu jedem a € U ein 7 € RT \ {0} gibt mit
Ko(a;r) CU.

Bemerkung 8.2.10 Jeder metrische Raum ist ein topologischer Raum.

Definition 8.2.11 Sei (V,(,)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vek-
torraum. Eine Basis bq,...,b, von V heifit Orthonormalbasis von V, wenn
gﬂt <bl, bj> = 6ij-

Alle Vektoren in einer Orthonormalbasis haben also die Lange 1 und je

zwel verschiedene Basisvektoren sind senkrecht zueinander.

Satz 8.2.12 (Gram®- Schmidtsches® Orthonormalisierungsverfahren)
Sei (V,(.,.)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum. Dann exis-
tiert eine Orthonormalbasis von V.

Beweis. Der Beweis zeigt ein Verfahren zur Konstruktion einer Orthonor-
malbasis auf. Das Verfahren selbst ist fiir viele Rechnungen sehr wichtig.

Sei (c1,...,¢p,) eine Basis von V. Wir bilden induktiv
1 .
b= Eges
dr+1 = Cpry1 — Zi:1<c"‘+1’ b2>bza
1
bri1 = g e

Der mittlere Ausdruck d,11 := ¢,1 — Y ;_ (¢r41,bi)b; stellt die Projektion
des Basisvektors d,1 auf den von den by, ..., b, aufgespannten Untervektor-
raum dar, wie wir im folgenden sehen werden.

Mit der Konstruktion wird (by, ..., b,) eine Orthonormalbasis. Zunéchst
sind die b; normiert, denn fiir x # 0 ist ||ﬁx|| = ﬁ”x” = 1. Weiter ist
(bj,dri1) = (bjscrpr) — Doy (s crpr)(by, bi) = (bj, o) — (bj,cry1) = 0,
also auch (bj,by41) =0fur j < r+1. Wegen ¢,1 & (b1,...,br) = (c1,...,¢p)
(Ind. Ann.) ist d,41 # 0. AuBerdem ist b,41 € {¢r41,b1,...,b,) und ¢, 41 €
(b1, ..., bry1), also ist (by,...,bpy1) = (C1,.., Cry1)-

Satz 8.2.13 Sei V ein Euklidischer Vektorraum der Dimension n < co. Set
B = (b1,...,by) eine Orthonormalbasis von V und x € V. Dann gelten

x = Z(w, bi)b; = Z ||| cos(©(z, b;))b; und
i=1

i=1

n

2] = {a, ba)*.

i=1

5 J8rgen Amandus Gram (1850-1916)
6 Erhardt Schmidt (1876-1959)
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Beweis. (), (x,bi)bi,bj) = > (x,b;)(bi,b;) = (x,b;) fiir alle b;, also gilt
(O (x, bi)bi,y) = (x,y) fiir alle y € V oder (3 ,(x,b;)b; — x,y) = 0. Ins-
besondere ist (Y. (x,b;)b; —x,> (%, bj)b; —x) = 0, also Y (x,b;)b; = 2. Dann
folgt

2l|? = (o, x) = (30 (@, bi)bi, 32 (w, bj)bs) = 3, (w, bi)?.

Satz 8.2.14 Sei V ein Euklidischer Vektorraum und sei U C V' ein endlich-
dimensionaler Untervektorraum. Dann gilt V = U @ UL, wobei UL := {v €
V|Vu € U[{u,v) = 0]} das orthogonale Komplement wvon U ist.

Beweis. U erbt das Skalarprodukt von V. Sei bq,...,b, eine Orthonormal-
basis von U. Sei f : V — U C V definiert durch f(v) := Y., (v, b;)b;. Dann
gilt fiir alle u € U
Flu) = (u,b)b; = u.

Insbesondere gilt Bi(f) = U. Weiter ist f(v) = 0 <= > (v,b;)b; = 0 <
Vi =1,...,n[(v,b;) = 0] <= VYu € Ul{v,u) = 0] <= v € Ut. Also ist
U+ = Ke(f) ein Untervektorraum. Weiter ist f2(v) = f(f(v)) = f(v), weil
flv) € U, also f2 = f = V = Ke(f) ® Bi(f) und Ke(f) = U+ und
Bi(f)=U =V =U®U" (vgl. 5.4.20).

Bemerkung 8.2.15 Die oben konstruierte Abbildung f : V. — V heifit
Projektion auf den Untervektorraum U. Wir werden spiter (8.5.4) zeigen,
daB f nicht von der Wahl der Orthonormalbasis b1, ..., b, von U abhingt.

Folgerung 8.2.16 Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum.
Ist U C 'V ein Untervektorraum, so gelten

1. V=UaU+ und dimV = dimU + dimU~+.
2. UL =1.

Beweis. 1. ist trivial
2. Wegen (u,u') = 0 fiir alle v € U und v’ € UL ist U C U+, Aus
Dimensionsgriinden folgt U = U++

Definition 8.2.17 Sei V' ein Euklidischer Vektorraum und seien Uy, ..., U,
Untervektorrdume von V. V ist orthogonale Summe der U;, wenn

LV=U+..4+U,
2. Vi # j[U; L U;)( dh. Yz € U,y € Uj[(z,y) = 0]).

Bemerkung 8.2.18 Eine orthogonale Summe ist eine direkte Summe.
Beweis. Sei ), u; = 0. Dann ist (uj,u;) = (3, ui, u;) =0, also u; = 0.

Satz 8.2.19 Jeder endlichdimensionale Fuklidische Vektorraum ist eine or-
thogonale Summe von eindimensionalen Untervektorrdumen.

Beweis. Seiby,...,b, eine Orthonormalbasis. Dannist V =Rb; L ... 1L Rb,.
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Ubungen 8.2.20 1. Zeigen Sie, da in einem Euklidischen Vektorraum V
gilt

1
(wy) =7 (le+yll* = [le —ylP").
2. Zeigen Sie, daf} in einem Euklidischen Vektorraum V gilt
e+ gl + llz = yl* = 21| [* + 2[]y|*.
3. Zeigen Sie: wenn in einem normierten Vektorraum V'
e+ yl1* = llz =yl

linear in z und in y ist, dann ist V' ein Euklidischer Vektorraum und ||z||
die durch ein Skalarprodukt definierte Norm.

4. Betrachten Sie R* als Euklidischen Vektorraum mit dem kanonischen
Skalarprodukt. Seien u, z,y, z € R* gegeben mit

u = (1707()’ 1)5 Tr = (_1727()’ 1))
Y= (_13 _172a 1)5 = (252737 _2)

a) Zeigen Sie, daB je zwei der gegebenen Vektoren orthogonal zueinander
sind und normieren Sie die gegebenen Vektoren zu einer Orthonor-
malbasis.

b) Driicken Sie den Vektor (1,1,1,1) als Linearkombination den gefun-
denen Orthonormalbasis aus.

5. Betrachten Sie R? als Euklidischen Vektorraum mit dem kanonischen
Skalarprodukt. Benutzen Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisie-
rungsverfahren, um aus jeder der Mengen

{(1,-3),(2,2)} bzw. {(1,0),(3,-5)}

eine Orthonormalbasis zu machen.

6. Betrachten Sie R* als Euklidischen Vektorraum mit dem kanonischen
Skalarprodukt. Benutzen Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisie-
rungsverfahren, um aus der Menge

{(07 27 ]-7 O)a (1, _]-a Oa 0)7 (17 23 07 _1)7 (170,07 1)}

eine Orthonormalbasis zu machen.

7. Betrachten Sie R? als Euklidischen Vektorraum mit dem kanonischen
Skalarprodukt. Sei U C R? der Untervektorraum, der von den Vektoren
(0,1,2) und (—1,0,1) erzeugt wird. Benutzen Sie das Gram-Schmidtsche
Orthonormalisierungsverfahren, um eine Orthonormalbasis von U zu fin-
den.

8. Sei P, der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 2 mit dem
Skalarprodukt

1
w0 = | @)z,

-1
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a) Benutzen Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfah-
ren, um aus der Menge {1, z, 22} eine Orthonormalbasis zu machen.
(Sie erhalten die ersten drei normalisierten Legendre” Polynome.)

b) Driicken Sie die folgenden Polynome als Linearkombinationen der
gefundenen Legendre Polynome aus:

14z + 222,3 — 422,5 + 2z.

9. Zeigen Sie, daff in einem Euklidischen Vektorraum ||z|| = [|y|| genau
dann gilt, wenn x 4+ y und x — y zueinander orthogonal sind.

8.3 Die Hessesche Normalform

Eine schéne Anwendung des Skalarprodukts in einem Euklidischen Vektor-
raum ist die Hessesche® Normalform, mit der ein affiner Unterraum beschrie-
ben werden kann.

Definition und Lemma 8.3.1 Sei V' ein endlichdimensionaler FEuklidi-
scher Vektorraum. Sei a + U ein affiner Unterraum von V', und b', ... b}
eine Orthonormalbasis von UL. Dann gilt

a+U={zeVNzeUt:(z,x—a)=0}
={zeVVi=1,....k: b,z —a) =0}.
Die Gleichungen
(ujyz —a) =0
heifsen Hessesche Normalform von a + U.
Beweis. (z,x) = (z,a) <= (z,2—a) =0 <= v —a c Ut =U <z €
a+U.
Lemma 8.3.2 Sei b € V. Dann gibt es genau ein x, € a+ U mit b — x, €
U+t.

Beweis. b—a € U U+ = b—a =u+ut = b— (a+u) =ut. Mit
Toi=a+tugltb—x, =ut €U+ Seib—2ec Ut b—2 € Ut z,2 €
a+U=—=2—-2 cUtNU=0= =21

Aus der Beschreibung eines affinen Unterraumes erhalten wir jetzt leicht
den Abstand von beliebigen Punkten zu ihm.

Satz 8.3.3 Sei b—x, € UL, 2, € a+U. Dann gilt
16 — || = Min{||b — z|||z € a+ U}

Ib — 26| heifst Abstand von b nach a+ U, x, heifit FuBpunkt des Lotes wvon
b auf a+U.

" Adrien Marie Legendre (1752-1833)
8 Ludwig Otto Hesse (1811-1874)
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Beweis. [b—z|? = [[(5—=0) + (o —2)|2 = [Ib— 2o ]2+ o —2[]2 > b=z
wegen b — x, EUJ‘,zOf:cEU.

Folgerung 8.3.4 ||b — .|| = || Zf:1<b —a,uj)ubl| = /D (ul,b—a)? ist der
Abstand von b nach a+U.

Beweis. 83.1 = b—12, € Ut undb—a=u+ (b —x,) = (b —a,ul) =
(b — o, uz) = [|b— ol = || 22(b — o, up)uil| = || 20 — a, u)ui.

Der Fall eines affinen Unterraumes der Kodimension 1 ist der bekannteste
Fall der Hesseschen Normalform. Er ergibt sich leicht aus den bisherigen
Uberlegungen.

Bemerkung 8.3.5 Ist dimU = n — 1, so ist dim U+ = 1. Ist u/ eine Ortho-
normalbasis von UL, so liegen zwei Punkte b, b’ genau dann ,auf derselben
Seite* von a4+ U, wenn (u',b—a) und (v, b’ — a) dasselbe Vorzeichen haben.
(x —a,u’) =0 ist dann die Hessesche Normalform von a+ U und [{(b — a,u’}|
der Abstand von b zu a + U.

Ubungen 8.3.6 1. Betrachten Sie R3 als Euklidischen Vektorraum mit
dem kanonischen Skalarprodukt. Sei U C R3 der Untervektorraum, der
von den Vektoren (£,0,%) und (0,1,0) erzeugt wird. Driicken Sie den
Vektor z = (1,2, 3) als Summe von zwei Vektoren z = y+ 2z mit y € U
und z € Ut aus.

2. Zeigen Sie, daf} die Losungsmenge der Gleichung 5x—3y+2z = 2 eine affine
Ebene A = a 4+ U im Euklidischen Vektorraum R? ist und bestimmen
Sie die Hessesche Normalform dafiir. Finden Sie den Fulpunkt von x =
(1,—2,4) in A und seinen Abstand zu A.

3. Im Euklidischen R? sei die Gerade G durch

x=2t,y=—-t,z=4t (teR)

gegeben. Finden Sie den Fulpunkt von (2,1,1) in G und seinen Abstand
zu G.
4. Im R3 seien die Geraden G; = a; + U; und Go = as + Us gegeben, wobei

a1 = (1,0,1), ay = (2,1,0),
U= <(1>170)>a Uz = <(17072)>'

Finden Sie den Abstand zwischen G; und G2 (d.h. das Minimum der
Absténde ||p — ¢|| fiir p € G; und ¢ € Gs).

5. Sei V der Euklidische Vektorraum der stetigen Funktionen f : [a,b] — R
mit dem Skalarprodukt

(f.g) = / F(@)g()de

Sei U C V ein endlichdimensionaler Untervektorraum und p : V. — U
die orthogonale Projektion. Zeigen Sie, daf fiir f € V gilt
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b b
MmﬁU/<ﬂm—g@»mxzjkfw»—Mﬂw»ma

d.h. p(f) ist die beste quadratische Approximation von f in U.

8.4 Isometrien

Wie bei allen bisher studierten Strukturen gibt es auch fiir die Struktur Eu-
klidischer Vektorrdume strukturerhaltende Abbildungen, die Isometrien ge-
nannt werden. Sie erhalten insbesondere Winkel und Léngen.

Definition 8.4.1 Seien (V,(,)),(W,(,)) Vektorrdume mit Skalarprodukt.
Eine Abbildung f : V — W heiit Isometrie (orthogonale Abbildung), wenn

Va,y € V: (f(z), f(y)) = (z,9).

OV, (,)) = {f € GL(V)|f Isometrie } ist eine Untergruppe von GL(V),
genannt orthogonale Gruppe.

Satz 8.4.2 Fine Isometrie f : V. — W ist ein Monomorphismus von
Vektorrdumen.

Beweis. 1. Es ist (f(az+By)—af(z)=Bf(y), flax+By)—af(z)—Bf(y)) =
(flaz + By), flax + By)) + &*(f(x), f(x)) + B*(f(y), f(y)) — 2a(f(az +
By), f(@)) = 28(f (cx + By), f(y)) — 2aB(f (2), f(y)) = (az + By, az + By) +
o (x, x)+ 62 (y, y) — 2a{ax+ By, ) — 206(ax + By, y) — 208(x, y) = (ax+ By —
ax — By, ax + Py — ax — By) = 0. Daraus folgt f(ax + By) = af(x)+ Bf(y).
Also ist f ein Homomorphismus.

2. f(x) =0 = 0 = {f(z), f(x)) = {r,2) = = 0.

Satz 8.4.3 Sei f € End(V) und V ein Euklidischer Vektorraum. Gelte Vv €
VIIIf()]| = ||v|l]. Dann ist f eine Isometrie.

Beweis. Aus (z,y) = 1/2((z +y,z +y) — (,2) — (y,)) = 1/2(|z + y|* -
llz||* — [Jy||?), genannt Polarisierung, folgt

(f(2), fly) = %(Hf(w) + FOIP = 1 @)1= f®)I?)
= <§(H96>+ yll” = Ml = llyll*)
= (z,9).

Ubungen 8.4.4 1. Drehen Sie den R? um die 2-Achse um den Winkel 7/3
und bestimmen Sie den Bildvektor des Vektors (1,—2,4).
2. Im R* mit den Koordinaten w,z,y, z werde zunichst eine Drehung um
die y — 2-Ebene mit dem Winkel 7/4 und sodann eine Drehung um die
u — z-Ebene um den Winkel 7/4 vorgenommen. Wie sieht die gesamte
Drehmatrix aus?
3. Im R* mit den Koordinaten u,z,y, z werde zunichst eine Drehung um
die y — 2-Ebene mit dem Winkel /3 und sodann eine Drehung um die
x — y-Ebene um den Winkel 7/4 vorgenommen. Wie sieht die gesamte
Drehmatrix aus?
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8.5 Orthogonale Matrizen

Die zu Isometrien gehotrigen Matrizen sind die orthogonalen Matrizen als
darstellende Matrizen bzgl. einer Orthonormalbasis. Wir wollen sie in diesem
Abschnitt studieren.

Definition 8.5.1 Eine Matrix M € GL(n,R) heifit orthogonal, wenn fiir
die transponierte Matrix M? gilt Mt = M1,

Bemerkung 8.5.2 Wenn M orthogonal ist, so folgt MM! = MM~ =
E=1=detE = det(MM?") = (det M)? = | det(M)| = 1. Eine orthogo-
nale Matrix M heifit eigentlich orthogonal, wenn det M =1 gilt.

0O(n) :== {M € GL(n,R)|M* = M~} heifit orthogonale Gruppe.

SO(n) := {M € O(n)|det M = 1} heifit spezielle orthogonale Gruppe.

Satz 8.5.3 Sei V' ein endlichdimensionaler Fuklidischer Vektorraum mit
Orthonormalbasis B. Ein Homomorphismus f € End(V) ist genau dann ei-
ne Isometrie (orthogonale Abbildung), wenn die darstellende Matriz M von
f bzgl. B eine orthogonale Matrix ist.

Beweis. Seien ((1,...,(,)t = ¢ bzw. M- die Koordinatenvektoren von 2 € V/
bzw. f(z) beziiglich der Basis B. Sein = (11, .. .,n,)! Koordinatenvektor von
y € V. Dann gilt

(z,y) = <Z Cibi,ZUjbj> = ZCWj(bi,bj> ="' =(¢,n)

und damit

(,y) = (f(2), f(y)) < ¢'n = (M) Mn ="M Mn.

Diese #dquivalenten Aussagen gelten fiir alle z,y € V genau dann, wenn
M!M = E,, ist. Man setze fiir die  bzw y Elemente aus B ein.

Bemerkung 8.5.4 Eine Transformationsmatrix fiir eine Basistransforma-
tion zwischen Orthonormalbasen ist also insbesondere eine orthogonale Ma-
trix.

Wir kommen zuriick auf die Projektion auf einen Untervektorraum, wie
sie in (8.2.14) und (8.2.15) definiert wurde. Wenn by,...,b, und c,...,c,
Orthonormalbasen sind und ¢; = > oy;;b; ist, dann ist

Z(v, Ci>Ci = Z<’Uvaijbj>aikbk = Z Zaijaik<v7 bj>bk = Z<U, bj>bk.
gk

i .5,k i J

Also ist die Projektion f : V' — V von der Wahl der Orthonormalbasis von
U unabhingig.

Satz 8.5.5 Folgende Aussagen tber M € R sind dquivalent.
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1. M ist orthogonal.
2. Die Spaltenvektoren von M bilden eine Orthonormalbasis fir R, .
3. Die Zeilenvektoren von M bilden eine Orthonormalbasis fir R™.

Beweis. Wenn M orthogonal ist, dann ist auch die Transponierte M?® or-
thogonal. Deshalb gehen (2) <= (3) ineinander durch Transponieren iiber.
Weiter ist M'M = E, < Vi,jimim; = §;;] <= Spalten von M sind
Orthonormalbasis

Eine orthogonale Matrix 148t sich durch Koordinatentransformation in
eine besonders einfache Form iiberfithren. Wir nennen diese Form Normal-
form einer orthogonalen Abbildung. Der Beweis ist etwas schwieriger. Wir
verweisen den Leser hierzu auf spezielle Lehrbiicher und verzichten hier auf
eine Darstellung des Beweises.

Satz 8.5.6 (Normalform von orthogonalen Abbildungen)

Sei V' ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und f € End(V)
orthogonal. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B, beziiglich der die darstel-
lende Matriz M von f die Form hat

1 ... 0

0 ... A,
mit A; — cos(p;) —sin(p;)
' sin(p;)  cos(p;)
Ohne Bewelis.

Folgerung 8.5.7 Sei M eine orthogonale Matriz. Dann gibt es eine ortho-
gonale Matriz T, so daff TMT ™' die Form hat

1 ... 0

TMT ! =

Ay
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Beweis. M stellt bzgl. der Orthonormalbasis e, ..., e, eine Isometrie f dar.
Eine Basistransformation von (e;) zu einer anderen Orthonormalbasis B wird
wegen 8.5.3 und 5.5.18 durch eine orthogonale Matrix T gegeben. Mit der
Transformationsformel aus 5.5.20 folgt die Behauptung.

Ein interessante Anwendung der Normalform ist

Folgerung 8.5.8 FEine Kugel im Rs werde um ihren Mittelpunkt (mit einer
eigentlich orthogonalen Matriz) bewegt. Dann gibt es zwei Punkte auf der
Oberfliche, die fest bleiben.

Beweis. Die Matrix hat wegen det M = 1 die Form

1 0 0
0 cosp —sing
0 sinp cosp

und stellt daher eine Drehung um den (1—dimensionalen) Eigenraum zu 1
dar.

Satz 8.5.9 Sei M € R?. Dann gelten:

1. Mt = M (M symmetrisch) => alle komplexen Eigenwerte von M sind
reell.

2. Mt = —M (M antisymmetrisch) = alle komplezen Eigenwerte von M
sind rein imagindr.

3. Mt = M=t (M orthogonal) = alle komplexen Eigenwerte von M haben
den Betrag 1.

Beweis. 1. und 2.: Operiere M auf C,,. Sei ¢ = +1 und gelte M = eM. Sei
A ein Eigenwert von M mit Eigenvektor z. Dann gilt A\z'z = 2! \z = 2! Mz =
G 2 = e(Mz)tz = Az = ethz, also A = e\, wobei Z € C,, der konjugiert
komplexe Vektor zu z ist und M = M gilt, wenn M € R™. Ist € = 1, so ist A
wegen A = \ reell. Ist e = —1, so ist A wegen A\ = —\ rein imaginr.

3. Aus 7'z = 2B,z = 2 MMz = 220 Mz = (Mz)!Mz = (\2)tAz =
AZ'z folgt A\ = 1, also hat A den Betrag 1.

Um beliebige Euklidische Vektorrdume zu gewinnen, braucht man ein
Skalarprodukt. Im R,, ist ein Skalarprodukt immer gegeben in der Form
(b, ¢) = b'Sc mit einer Matrix S, die positiv definit ist.

Definition 8.5.10 Ein Matrix S € R} heifit positiv definit, wenn R, xR,, >
(x,y) — x'Sy € R eine positiv definite symmetrische Bilinearform ist.

Satz 8.5.11 Sei S € R. S ist genau dann positiv definit, wenn es eine
invertierbare Matriz M gibt mit S = M*M.
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Beweis. Sei S positiv definit. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B fiir
R,, mit dem durch S definierten Skalarprodukt. Wegen bﬁSbj = 0y ist
(by,...,b,)tS(b1,...,b,) = E, und mit M = (by,...,b,) ! folgt S = M'M.
Wenn S = M'M gilt, dann ist (by,...,b,)"S(b1,...,b,) = E,, wenn man
(b1,...,by) = M~! definiert. Also ist bfSb; = 6;;. Damit wird die durch S
definierte Bilinearform ein Skalarprodukt und S positiv definit.

Ubungen 8.5.12 1. Vervollstindigen Sie die Matrix

0 -+ «
V2
1 0
1
0 7
zu einer orthogonalen Matrix.
2. Vervollstandigen Sie die Matrix
11 1
2 V2 2
1 o i
V2 V2
* * *
zu einer orthogonalen Matrix.
3. Sei
1 -2 1
M={(1 0 -1
0 1 1

Zeigen Sie, dafl M invertierbar ist und bestimmen Sie die geméifl Satz
8.5.11 zugehorige positiv definite Matrix S. Bestimmen Sie den Winkel
zwischen den Vektoren (1,0,0) und (0, 1,0) bzgl. des durch S definierten
Skalarprodukts auf R3.

4. Zeigen Sie, dafl

S:

DN DN DN
W ot N
W W N

eine positiv definite Matrix ist.

8.6 Adjungierte Abbildungen

Das Skalarprodukt eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraumes V
induziert eine Vielzahl von interessanten Isomorphismen. Zunéchst betrach-
ten wir einen kanonischen Isomorphismus zwischen V' und und dem dualen
Vektorraum V* = Homg (V, R).

Lemma 8.6.1 Sei o eine nichtausgeartete Bilinearform auf V. Dann ist
oc*:Vaxw o(x,—) € V*=Homg(V,R) ein Monomorphismus.



8.6 Adjungierte Abbildungen 257

Beweis. Da o bilinear ist, ist o(z, —) im zweiten Argument linear, also ein
Element von Hom(V,R) = V*. Weiter ist o*(az+8y, —)(z) = o(az+py, z) =
ao(z,2) + Boly, 2) = ao*(2)(2) + fo* (4)(2) = (a0*(z) + Bo* (1))(2), also
gilt o*(ax + PBy) = ac* () + fo*(y). o* ist also ein Homomorphismus. Wenn
o*(z) = 0 ist, dann ist o*(x)(2) = o(x, z) = 0 fiir alle z € V. Weil o nicht
ausgeartet ist, folgt x = 0. Damit ist ¢* ein Monomorphismus.

Folgerung 8.6.2 Sei o eine nichtausgeartete Bilinearform auf einem end-
lichdimensionalen Vektorraum V. Dann ist o* : V. — V* ein Isomorphis-
mus.

Beweis. Nach 5.4.16 ist dim V = dim V*, also ist ¢* nach 5.4.12 ein Isomor-
phismus.

Eine weitere wichtige Konstruktion ist die von adjungierten Endomor-
phismen. Diese Konstruktion fiihrt zu einem Automorphismus von End(V).

Satz 8.6.3 Seien o und V wie in 8.6.2. Zu jedem f € End(V') gibt es genau
ein f24 € End(V) mit

Va,y € Vio(a. £(u)) = o( £ (), y)].
24 heifit die zu f adjungierte Abbildung.
Beweis. Es ist o(x, f(—)) € V*. Also gibt es nach 8.6.2 genau ein Element
f2d(x) € V mit o*(f24(z)) = o(f24(x), ) = o(x, f(—)). f24(z) hingt linear
von z ab, denn o(f*(az + By),2) = o(az + By, f(2)) = ao(z, f(2)) +
Boly, £(2)) = ac(f*(x), 2) + Bo(f(y), 2) = o(af™ (z) + Bf(y),2) fiir

alle 2 € V. Also ist o*(f*!(az+By)) = o*(af*d(z)+ B/ (y)), also f2(az+
By) = af*d(z) + Bf2(y). Offenbar ist f2¢ eindeutig bestimmt.

Folgerung 8.6.4 Sei o eine symmetrische, nichtausgeartete Bilinearform
auf dem endlichdimensionalen Vektorraum V. Dann ist die Abbildung

End(V) > f — 2 € End(V)

ein involutorischer Antiautomorphismus des Endomorphismenringes (versu-
chen Sie mit dieser Aussage Ihre Freunde zu beeindrucken), d.h.

L (f+9) = f*+ g%,
fog) =gt

Beweis. 1. o((f + ¢)*(x),y) = o

—~

z, (f+9)) = oz, f(y) +o(z,9(y)) =
= ad 4 gady(g) y) fiir alle y € V impliziert

o ((f +9)*(@)) = o* ((f*! + g°!)(2)), also folgt 1.

2. 0((f - 9)*(x),y) = o(z, f(g(y))) = o(f*!(2),9(y)) = o (g*(f*(2)), 1)

= 2.

2
-~
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3. trivial
4. o((f*)Y(2),y) = oz, ) = o(f*y)2) = oly f(z) =
U(f(l'),y), also (fad)ad =f

Mit der Konstruktion von adjungierten Endomorphismen ergibt sich die
interessante Frage, unter welchen Umstinden f und f2d iibereinstimmen.
Solche Endomorphismen nennen wir selbstadjungiert. Sie haben sehr weitrei-
chende Bedeutung in der Physik, der Geometrie und in der Analysis.

Definition 8.6.5 f € End(V) heifit selbstadjungiert, wenn f! = f gilt.
Lemma 8.6.6 Bil(V) := {0 : V x V — R|o Bilinearform } ist ein Vektor-

raum.

Beweis. Bil(V) C Abb(V x V,R) ist ein Untervektorraum, wie man leicht
sieht.

Satz 8.6.7 Sei o eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform auf V
und dimV < co. Dann ist

U, :End(V) > f+— o(—, f(-)) € Bil(V)
ein Isomorphismus.

Beweis. Offenbar ist o(—, f(—)) eine Bilinearform. Weiter ist wegen ¥, (o f +
B9) = o(—, (af + B9)(=)) = ac(—, £(—)) + Bo(—g(~)) = aLy(f) + By (g)
die Abbildung ¥, ein Homomorphismus. Wenn ¥, (f) = 0 ist, so ist Va,y €
Vio(z, f(y)) = 0]. Also gilt Yy € V[f(y) = 0] und damit f = 0. Daher ist
¥, injektiv. Sei schlieBlich 7 € Bil(V). Dann ist 7(x,—) € V*, also gibt es
genau ein f(x) € V mit 7(z,—) = o(f(z),—). Es ist f € End(V), denn
o(f(ax + By),—) = 7(aw + By, —) = a7(z, —) + B7(y, —) = ao(f(z),-) €
Bo(f(y),—) = olaf(z) + Bf(y),—). Wir bilden &, (f2d) = o(—, fad—) =
o(f—,—) =7(—,—) und haben damit ¥, surjektiv gezeigt.

Bemerkung 8.6.8 Aufjedem V mit dim V' < oo gibt es eine nichtausgearte-
te symmetrische Bilinearform. Insbesondere ist ein Skalarprodukt nichtausge-
artet. Sei ndmlich by, ..., b, eine Basis von V. Dann ist o(}_ a;b;, > 8;b;) =
Yo aifio(bi,bj) = > a;f;0;; nicht ausgeartet und symmetrisch, denn o (z, V')
= 0 impliziert o(>_ a;b;,b;) = 0 = o fiir alle j.

Wir iibertragen unsere bisherigen Betrachtungen nunmehr auf Matrizen.

Satz 8.6.9 Sei dimV = n < o0, B eine Basis und o(b;,b;) = 0&;; eine
nichtausgeartete symmetrische Bilinearform. Unter den Isomorphismen

R"-2,End(V)-Z5Bil(V)

mit P(M) der von M bzgl. B dargestellten Homomorphismus gilt:
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1. dquivalent sind fir M € R}
a) Mt = M (M ist symmetrisch),
b) ®(M) ist selbstadjungiert,
c) U,d(M) ist symmetrisch;
2. dquivalent sind fir M € R} :
a) M regulir,
b) &(M) Automorphismus,
¢) Uo®(M) nicht ausgeartet.

Beweis. 1. Sei f := &(M), also f(bj) = Y. a;;b; mit M = (ay;). Es gilt

Mt =M — Vi,j[aij = Oéji]
= Vi, 40>, akibr, bj) = aj; = o (bi, Dk cujbi)]
<= Vi, jlo(f(bi),b;) = a(bs, f(bs))]

<= o(f(=),—) =o(—, f(-))
= frd = Ff

> Va,ylo(f(x),y) = o(z, f(y))]
< Va,ylo(y, f(z)) = oz, f(y))]

<= U, (f) symmetrisch.
2. M regulir < f bijektiv
= Vylf(y) =0 =y =0
= VYW (f)(V,y) =0V, f(y)) =0 =y =0]
(1. Hilfte von ¥, (f) nichtausgeartet)
<= f2d bijektiv (8.6.4)
= Yyl (), V) =0a(y, f(V)) =o(f*(y),V)=0=
y = 0](2. Hilfte von ¥, (f) nichtausgeartet).
Folgerung 8.6.10 In R, ist 7 : R, x R, 3 (z,y) — z'My € R eine Bili-
nearform und jede Bilinearform auf R, ist von dieser Gestalt. T ist genau

dann symmetrisch (nichtausgeartet), wenn M symmetrisch (regulir) ist.
Beweis. Fiir die Basis B = (ey,...,e,) und o wie in 8.6.8 gilt
U, P(M)(ei,ej) = o(e; Zakjek) =q;; = elMe; = 7(e;, €;).
k

Ubungen 8.6.11 1. Sei (x,y) das kanonische Skalarprodukt auf R™ und
sei A eine n X n-Matrix. Zeigen Sie

(z, Ay) = (A'z,y).
2. a) Zeigen Sie, da auf Ry durch x!Sy ein Skalarprodukt definiert ist mit
g_ 2 -1
S\-1 1)
b) Bestimmen Sie beziiglich dieses Skalarprodukts die adjungierte Ma-~

. 2 3
trix zu M = (1 1).
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8.7 Die Hauptachsentransformation

Wir haben schon darauf hingewiesen, dafl selbstadjungierte Endomorphis-
men eine Vielzahl von wichtigen Anwendungen haben. Daher ist es von be-
sonderem Interesse, ihre darstellenden Matrizen zu studieren und sie durch
geeignete Wahl der Basis in eine besonders einfache Form zu bringen. Hier
begegnen wir noch einmal Eigenwerten und Eigenvektoren. Die einfachste
Form der darstellenden Matrizen stellt sich als Diagonalform heraus.

Satz 8.7.1 (Hauptachsentransformation von selbstadjungierten Endomor-
phismen) Sei V' ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und sei
f € End(V) selbstadjungiert. Dann gibt es eine Orthonormalbasis B aus
FEigenvektoren von f und f ist diagonalisierbar.

Beweis. durch vollstdndige Induktion nach n = dim V.

Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.

Gelte der Satz fiir n — 1 und sei dim V' = n. Das charakteristische Poly-
nom X s(x) hat (nach dem Fundamentalsatz der Algebra) n komplexe Null-
stellen, die alle reell sind (8.5.8 1.). Sei A € R ein Eigenwert zu f mit einem
Eigenvektor b, mit ||b,| = 1. Sei U = (Rb,)*. Dann ist dimU = n — 1
ein Euklidischer Vektorraum. Weiter ist f(U) C U, denn fir u € U gilt
(f(w),byn) = (u, f(bn)) = (u, Abp) = A{u,b,) = 0. Es ist f|y selbstadjungiert,
weil (uq, f(u2)) = (f(u1), uz) gilt. Sei by, ..., b,_1 eine Orthonormalbasis von
U aus Eigenvektoren von f|y. Dann ist by, ..., b, eine Orthonormalbasis von
V' aus Eigenvektoren von f.

Satz 8.7.2 (Hauptachsentransformation fiir symmetrische Matrizen) Sei S €
R eine symmetrische Matriz. Dann ¢ibt es eine orthogonale Matrix T, so
daff TST~' Diagonalform hat. Die Eintrige in der Diagonalen von

A 0
T'ST = )
0 An
sind die Eigenwerte von S und die t1,...,t, mit T = (t1,...,t,) die zu-

gehorigen Eigenvektoren.

Beweis. S : R, — R,, ist selbstadjungiert (8.6.9), folglich existiert eine Or-

thonormalbasis 1, ...,t, aus Eigenvektoren: St; = A\;t; =t; - A\; oder
A1 0
ST=1T- ..
0 An

oder T7'ST = D oder T'ST = D, weil T orthogonal ist (wobei D die
Diagonalmatrix ist).
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Der Zusammenhang zwischen symmetrischen Matrizen und Bilinearfor-
men bringt uns zu der Frage, unter welchen Umsténden die Bilinearformen
Skalarprodukte sind. Diese Frage konnen wir zum Abschluf} leicht beantwor-
ten.

Folgerung 8.7.3 Eine symmetrische Matriz ist genau dann positiv definit,
wenn alle Figenwerte positiv sind.

Beweis. Sei S positiv definit. Sei by, ..., b, wiein 8.7.2. Dann ist \; = ngbi =
;|3 > 0. Seien alle \; > 0, so ist fiir x = Y (;b;, das Skalarprodukt bzgl. S
gegeben durch

(z,2)s = (3 Gib)tS (3 ¢ibj) = 3 ¢i¢;biSb;
=" Ci¢Abib; = >0 2N > 0.

Ubungen 8.7.4 1. Finden Sie die Dimensionen der Eigenrdiume der fol-
genden symmetrischen Matrizen:

_5 _4 o 1
1 11 1 -4 2 T 0 3,
11 1}, -4 1 =2/, 33 3
11 1 2 -2 -2 ? 04 —2 05
3 —3 0 -3
2. Transformieren Sie die folgenden Matrizen auf Hauptachsen und geben

Sie die Transformationsmatrix an:

(5 m) PR
3V3 1 -36 0 —23
5 2 0 0
_21 _21 j 2 =2 0 0
PR 0 0 -2 2
0 0 2 5
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