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KAPITEL III

Algebraische Grundstrukturen

1. Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Wir haben in den ersten beiden Kapiteln gewisse Gesetze ken-
nengelernt, wie etwa das Assoziativgesetz oder das Kommuta-
tivgesetz, die bei so unterschiedlichen Strukturen, wie der Men-
genalgebra oder der Addition bzw. Multiplikation von Zahlen
eine Rolle spielen. In diesem Kapitel werden die allgemeinen
Eigenschaften solcher Gesetze studiert. Wir werden sehen, dafl
diese Gesetze in sehr vielen mathematischen Objekten auftreten
und daf} sie auch bei Strukturen, die fiir die Informatik wichtig
sind, eine ganz wesentliche Rolle spielen.

Definition 1.1. Sei (¢ eine Menge. Eine (bindre) Operation oder
Verkniipfung in G ist eine Abbildung v : G x G — . Das
Bild v((a,b)) eines Paares (a,b) € G x GG wird je nach Kontext
bezeichnet mit

a-b, a+b, ab, anNb, aUb, a—b,

d.h. statt des vorangestellten Funktionszeichens ( Prdfiznotation
oder umgekehrte polnische Notation) v((a,b)) oder einfach v(a, b)
verwendet man gewohnlich ein zwischen die zwei Argumente a
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92 ITI. ALGEBRAISCHE GRUNDSTRUKTUREN

und b gestelltes Funktionszeichen (Infiznotation). Ein nachge-
stelltes Funktionszeichen, z.B. ab+, wird auch Postfirnotation
oder polnische Notation genannt.

Definition 1.2. Sei o : G X (¢ 3 (a,b) — a0b € G eine Opera-
tion. Fiir die Operation gilt das
(1) Assoziativgesetz: <= Va,b,c € G[(aob)oc=ao(boc)].
(2;) Gesetz vom linksneutralen FElement :<—= Je; € GVa €
Glejoa = al;
(2,) Gesetz vom rechtsneutralen Element :<—= Je, € GVa €
Glaoe, = al;
(3;) Gesetz vom linksinversen Element (falls ein linksneutrales
Element ¢; existiert): <= Va € G3da’' € G[a' 0 a = ¢];
(3,) Gesetz vom rechtsinversen Flement (falls ein rechtsneu-
trales Element e, existiert): <= Va € G3a” € Glaod” =
e
(4) Kommutativgesetz: <= Ya,b € Glaob = bo al.

Ubung: Formulieren Sie das Assoziativgesetz in Postfixnotation.
Warum werden dabei keine Klammern bené6tigt?

Das Assoziativgesetz kann natiirlich auch bei mehr als drei Fak-
toren eingesetzt werden und gestattet auch dann beliebiges Um-
klammern. Das kann auch formal bewiesen werden. Man kann
daher bei der Produktbildung die Klammern véllig fortlassen.

Definition 1.3. Eine Menge (G zusammen mit einer Operation

v: G X G — G heifit
(1) Halbgruppe: <> (1) gilt;
) Monoid : <= (1), (2;) und (2,) gelten;
) Gruppe: <= (1), (2), (2,), (3;) und (3,) gelten;
) kommutative oder abelsche Gruppe : < (1), (2), (3)
und (4) gelten.

(2
(3
(4

Beispiele 1.4. a) (IN, +) ist eine Halbgruppe, aber kein Monoid.
b) (I, ) ist ein Monoid, aber keine Gruppe.
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c¢) Die Menge GG := Abb(M, M) der Abbildungen von M in sich
zusammen mit der Komposition o von Abbildungen ist ein Mo-
noid, aber keine Gruppe.

d) Die Menge der bijektiven Abbildungen f : {1,... ,n} —
{1,...,n} wird mit der Komposition o von Abbildungen wegen
I. 2.22 eine Gruppe S, die sogenannte symmetrische Gruppe
oder Permutationsgruppe.

e) (Z,+) ist eine kommutative Gruppe.

f) R* := R\ {0} zusammen mit der Multiplikation ist eine kom-
mutative Gruppe.

g) B zusammen mit der Multiplikation ist ein Monoid, aber keine
Gruppe.

h) Die Potenzmenge P(M) einer Menge M zusammen mit dem
Durchschnitt N ist ein Monoid, aber keine Gruppe.

i) Wenn GG und H Halbgruppen (Monoide, Gruppen) sind, dann
ist auch G x H eine Halbgruppe (ein Monoid, eine Gruppe)
mit der ,komponentenweisen“ Multiplikation (g,h) - (¢',h') =
(9g', hh'). Im Falle von Monoiden ist dann (e, ex) das neutrale
Element. Im Falle von Gruppen ist (¢!, h™") das inverse Ele-
ment von (g, h).

j) Bei Halbgruppen (Monoiden, Gruppen) mit nur endlich vielen
Elementen kann man die Verkniipfung auch in Form einer Tabel-
le, genannt Verknifungstafel oder Multiplikationstafel angeben.
Das folgende ist ein Beispiel fiir eine Multiplikationstafel einer
Gruppe G = {e, a,b} mit drei Elementen:

a
ele a b
ala b e
b|b e a

Ubung: Man zeige, daB fiir eine Halbgruppe (Monoid, Gruppe)
G und eine Menge [ auch die Menge Abb(I,G) = [[;G = G!
mit der  komponentenweisen“ Multiplikation eine Halbgruppe

(Monoid, Gruppe) bildet.
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Bemerkung 1.5. In einem Monoid gibt es nur ein linksneutra-
les Element e; und ein rechtsneutrales Element e, und diese sind
gleich. Es ist ndmlich ¢; = ¢;0e, = e,. Wir sprechen dann einfach
vom neutralen Flement.

Wenn in einer Halbgruppe die Gesetze (b;) und (¢;) erfiillt sind,
so sind auch (b,) und (¢,.) erfiillt und die Links- und Rechtsin-
versen a' bzw. a” eines Elements a sind eindeutig bestimmt und
stimmen tberein. Sei namlich a'a = ¢; und ad’ = ¢;, dann ist
aa’ = ¢lad’) = (ad')(ad") = a((d'a)a’) = a(ead’) = aad’ = ¢.
Weiter ist ae; = a(d’a) = (aa’)a = ea = a. Also ist ¢ auch
rechtsneutrales Element und o' auch Rechtsinverses von a. Ist
a'a = eund aa = e, so ist «’ = d’e = d'aa = ea = a. Damit sind
linksinverse und rechtsinverse Elemente von «a gleich und eindeu-
tig bestimmt. Wir sprechen dann einfach vom inversen Flement
a' von a. Das inverse Element von «’ ist a, denn aa’ = e. Das
inverse Element von ab ist b'a’, denn b'a’ab = b'eb = b'b = e.
Wenn die Operation durch a - b,ab,a * b oder a o b bezeichnet
wird, schreibt man fiir das Inverse von a gewshnlich a='. Wenn
die Operation durch a + b bezeichnet wird, schreibt man fiir das
Inverse —a oder (—a).

Bei konkreten Beispielen, wie z.B. der Gruppe (R, +), ist man oft
geneigt, auch unendliche Summen zu bilden und sie wie die end-
lichen Summen zu behandeln. Das ist jedoch prinzipiell nicht
moglich. Wir kénnen die Summe oder das Produkt von genau
zwei Elementen bilden. Durch Iteration kénnen wir die Addition
bzw. Multiplikation auch auf Familien von n Elementen ausdeh-
nen, wobei n € N ist, so dafl Ausdriicke der Form a;+as+...4+a,
sinnvoll sind. Es ist aber keine unendliche Summe (Produkt) mit
diesen Mitteln definierbar. Die bei reellen Zahlen definierbaren
unendlichen Summen und Produkte leben von der Konvergenz
von Folgen von endlichen Teilsummen (-produkten). Die meisten
Reihen konvergieren nicht. Und selbst wenn sie konvergieren,
kann man z.B. das Kommutativgesetz nicht unbeschrankt ver-
wenden. Hier spielt eine zusétzliche Struktur der reellen Zahlen,
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die Norm oder der Absolutbetrag, eine wesentliche Rolle.

Definition 1.6. Sei A eine Menge und A* die Menge aller end-
lichen Folgen in A

A" :={(e,n)|ln €N, A a:{l,... ,n} — A}.

A* heifit auch Kleene Abschluff von A. A heiit Alphabet, die
Elemente a € A Buchstaben, die Elemente von A* Wérter. Eine
beliebige Menge von Wértern iiber einem Alphabet A wird in
der Informatik auch Sprache genannt. Die Verkniipfung in A* ist
definiert durch

0: A* X A* S ((ar, ... ,am), (b1,... b)) —
(Cll,... ,am,bl,... ,bn) EA*

oder genauer

0: A" x A" 3 ((a,m), (B,n)) = (y,m+n) € A"

a(1) fir 1 <i<m,
Bli—m) firm<i<m-+n.

Lemma 1.7. (A%, 0) ist ein Monoid, genannt das (intern) freie
von A erzeugte Monoid.

BEWEIS. Wir schreiben statt (aq,...,a,) einfach ay...apn.
Dannistay...a¢,0by...0, =ay...a,b;...b, und

(a1...amo0by...by)ocr.c.cp =ay...apby...byocy...c, =
ay...amby...bper.cocp =ay. . ap0(by...b0c. . c).

Das neutrale Element ist (0,0) mit § : ) — A leere Abbildung.
Dabei fassen wir {1,...,0} als leere Menge auf. Die leere end-
liche Folge (0,0) in A* oder das leere Wort wird oft auch mit ¢
bezeichnet. Offenbar gilt €ay...a, = ay...a, = ay...ape. O
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Definition 1.8. Sei (G,0) eine Halbgruppe und A C G eine
Teilmenge. Wir definieren eine Teilmenge A C G durch

A:={ajo...0a,lmENA ay,...,a, € A}.

Wenn (G, 0) ein Monoid ist, dann definiert man

A:={ajo...0a,|lm EN,A ay,...,a, € A},

wobei im Falle m = 0 das leere Produkt das neutrale Element e
sei. Wenn (G, 0) eine Gruppe ist, dann definiert man

A={alo...0a|mEN,A a; € AN ¢ €{1,—1}}.
Man 1&Bt also bei der Produktbildung als Faktoren auch Inverse
von Elementen aus A zu. A heifit die von A erzeugte Menge in

(. Wenn (¢ = A, dann heifit G von A erzeugt.

Man spricht von den Mengen der Form A auch als durch A von
yinnen* erzeugt, weil alle ihre Elemente einzeln aus A konstruiert
werden. In 1.12 werden wir auch eine Methode kennen lernen,
wie man die Menge A von ,auBen* erzeugen kann.

Definition 1.9. Eine Teilmenge B C G in einer Halbgruppe,
einem Monoid oder einer Gruppe ((,0) heifit

(1) Unterhalbgruppe, wenn Ya,b € Blaob € BJ;

(2) Untermonoid, wenn B Unterhalbgruppe ist und e € B
gilt;

(3) Untergruppe, , wenn Va,b € Blaob € BA a™' € B] und
wenn B # ().

Eine Untergruppe ist insbesondere ein Untermonoid, weil auch
e = aoa ' € B gilt. Wir sagen auch, dafl B unter der Bil-
dung von Produkten, des neutralen Flements bzw. von Inversen
abgeschlossen ist. Eine Unterhalbgruppe (-monoid, -gruppe) ist
selbst eine Halbgruppe (Monoid, Gruppe).

Lemma 1.10. Sei (G, 0) eine Halbgruppe, ein Monoid oder eine
Gruppe und set A C G eine Teilmenge. Dann st die von A
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erzeugte Menge A die kleinste Unterhalbgruppe (-monoid bzw.
-gruppe), die A enthdlt.

BEWEIS. A ist so definiert, daB es unter der Multiplikation
(bzw. e € A, bzw. Inversenbildung) von (G, o) abgeschlossen ist.
Es ist daher A eine Unterhalbgruppe (-monoid, -gruppe). Ist aber
B C G eine Unterhalbgruppe (-monoid, -gruppe) mit A C B, so
gilt auch A C B; also ist A kleinste Unterstruktur von ' mit
ACA O

Satz 1.11. Seien (G,0) eine Halbgruppe (Monoid, Gruppe) und
seien B;, 1 € I Unterhalbgruppen (-monoide, -gruppen). Dann
ist Niey Bi wieder Unterhalbgruppe (-monoid, -gruppe).

BEWEIS. Wenn jedes der B; unter der Multiplikation (1 € B;,
Inversenbildung) abgeschlossen ist, dann auch der Durchschnitt

NB;,. O

Satz 1.12. Sei (G,0) eine Halbgruppe (Monoid, Gruppe) und
A C G eine Teilmenge. Dann ist

A=(WB C G|B Unlerstruktur A A C B}.

BEWEIS. Da A unter den zugelassenen B ist, gilt ,,D%. Da der
Durchschnitt wieder eine Unterstruktur ist, die A enthélt, und
da A kleinste solche Unterstruktur ist, gilt ,C*“. O

Die Erzeugung von A muf man als eine Erzeugung von ,auBen®
auffassen. Der Mechanismus der Gewinnung der einzelnen Ele-
mente aus A wird nicht angegeben. Man erhalt mit dieser Me-
thode zwar sehr schnell die Existenz des gewiinschten Objekts.
Die Methode ist aber nicht konstruktiv, weil man keinen Uber-
blick iiber alle Unterhalbgruppen (-monoide, -gruppen) hat, die
A umfassen. Man kann einzelne Elemente von A nicht angeben.
Im Falle von komplizierteren algebraischen Gebilden ist es jedoch
oft sehr schwer, die Konstruktion der Elemente explizit anzuge-
ben. Das war schon fiir Gruppen komplizierter, als fiir Monoide.
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Dann entwickelt die Methode der Durchschnittsbildung erst ihre
ganze Kraft.

2. Homomorphismen

Nachdem wir nun erste Beispiele und Eigenschaften von gewissen
algebraischen Strukturen kennen, folgt nun die Einfiihrung von
Abbildungen, die mit der gegebenen Struktur vertréglich sind,
sogenannten Homomorphismen.

Definition 2.1. Seien ((G,0) und (H,-) Halbgruppen (Monoide,
Gruppen). Eine Abbildung f : G — H heifit ein Homomorphis-
mus von

(1) Halbgruppen, wenn Vg1,92 € G[f(g1092) = f(g1)- f(g2)],

(2) Monoiden, wenn Vgy, g2 € G[f(gi1092) = f(g1)-f(g2)], und
flea) = em, (wobei e € G und ey € H die neutralen
Elemente sind),

(3) Gruppen, wenn Vg1, 92 € G[f(g1092) = f(g1) - f(g2)].

Lemma 2.2. [st f: G — H ein Homomorphismus von Grup-
pen, so gilt f(eq) = eg und Vg € G[f(¢7) = f(9)7].

BEWEIS. f(eq)- fleq) = flegoeq) = fleq) = h-h = h fur
h=fleg).—h=h""h-h=h""h=ey = fleg) = en.
fg)™ - flg) = en = flea) = flg7 o g) = flg7!) o flg) =
o9~ =flg™"). O

Lemma 2.3. Seien G\, H, K Halbgruppen (Monoide, Gruppen)
und f: G — H,f': H — K Homomorphismen. Dann ist
auch f'f + G — K ein Homomorphismus. Weiter ist idg :
G — G ein Homomorphismus.

BEWEIS. (f'f)(g1-92) = ['(f(91)-f(g2)) = (f'[)91)- (' [)(g2)
und (f'f)(ec) = ['(en) = ex. O

Definition 2.4. Ein Homomorphismus f : G — H heifit Iso-
morphismus, wenn es einen Homomorphismus f' : H — G so
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gibt, daBb ff’ = idg und f'f = idg. Wenn es einen Isomor-
phismus f : G — H gibt, dann heiflen G und H isomorph, in
Zeichen G’ = H.

Bemerkung 2.5. Isomorphe Objekte sind fiir alle mathemati-
schen Betrachtungen als gleichwertig anzusehen. Man kann nam-
lich die Verkniipfung von zwei Elementen auch durch die Ver-
kniipfung der entsprechenden Elemente im dazu isomorphen Ob-
jekt ausdriicken, d.h. fiir einen Isomorphismus f: G — H und
a,b e G gilt
a-b= [T (f(a)- f(b)).

Ist f : G — H ein bijektiver Homomorphismus, so ist f ein
[somorphismus, denn fiir die eindeutig bestimmte Umkehrabbil-
dung fT'H — G gilt f7(hi-ha) = [THfF7 () ff7H(R2)) =
U Ba) - f7H ) = 71 (ha) - f 7 (he) und f7H (en) = eq.

Lemma 2.6. Wenn f : ¢ — H ein Homomorphismus ist,

dann ist Bi(f) eine Unter-Halbgruppe (-Monoid, -Gruppe) von
H.

BEWEIS. Seien hy, hy € Bi(f). Dann gibt es ¢1,92 € G mit
flg1) = h1, f(g2) = ha. Da f ein Homomorphismus ist, ist Ay -
ha = f(g1)-f(g2) = f(g1-92) € Bi(f). Im Monoidfall ist auflerdem
ey = f(eq) € Bi(f). Ist schlieBlich f ein Homomorphismus von
Gruppen, dann ist A1 = f(¢9)™' = f(¢~!) € Bi(f). O

Beispiel 2.7. Ein wichtiges Beispiel fiir einen Isomorphismus ist
die Exponential-Abbildung oder e-Funktion. Die reellen Zahlen
bilden unter der Addition eine Gruppe (R, +). Weiter bildet die
Menge R, der positiven reellen Zahlen unter der Multiplikation
eine Gruppe (R4, -). Die Funktionalgleichung fiir die Exponenti-
alfunktion exp(a + b) = exp(a) - exp(b) besagt genau dafl diese
Abbildung ein Homomorphismus ist. Da sie bijektiv ist, ist sie
ein [somorphismus. Die Umkehrabbildung ist ebenfalls ein Iso-
morphismus und gentigt der Gleichung log(a-b) = log(a)+log(b).
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Man merke sich zudem, daff die Gruppen (R,+) und (Ry,-) zu-
einander isomorph sind.

3. Freie Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Eine besonders niitzliche Art von Strukturen sind die freien
Strukturen. Man kennt sie (bis auf Isomorphie), wenn man nur
ihre erzeugenden Elemente kennt. Sie erlauben es auch, beson-
ders einfach Homomorphismen in andere Strukturen zu konstru-
ieren. Allerdings geht ihre Definition von einer besonderen Eigen-
schaft aus, die sie haben, einer sogenannten universellen Figen-
schaft. Daher ist ihre Definition nicht ganz leicht verstandlich.
Erst nach dem Beweis ihrer Existenz (und Eindeutigkeit) kann
man diese Eigenschaft besser verstehen.

Definition 3.1. Sei A eine Menge. Eine Halbgruppe (Monoid,
Gruppe) F(A) zusammen mit einer Abbildung ¢ : A — F(A)
heifit eine (extern) freie Halbgruppe (Monoid, Gruppe), wenn zu
jeder Halbgruppe (Monoid, Gruppe) GG und zu jeder Abbildung
a : A — @ genau ein Homomorphismus [ : F(A) — G
existiert, so daf}

A—tr F(A)

kommutiert.

Bemerkung 3.2. Die Abbildung ¢ ist immer injektiv, so daf
man A als Teilmenge von F'(A) auffassen kann. Dann bedeutet
die obige Definition, daf} sich jede beliebige Zuordnung « von
Elementen aus G zu den Elementen aus A auf genau eine Weise
zu einem Homomorphismus von F'(A) nach G fortsetzen 1afit und
daf jeder Homomorphismus f : F'(A) — G schon vollstandig
durch die Werte bestimmt ist, die er auf Elementen aus A an-
nimmt.
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Satz 3.3. (1) Ist F(A) mitt: A — F(A) eine freie Halb-
gruppe (Monoid, Gruppe), so ist v injektiv.
(2) Sind F(A) und F'(A) mit t : A — F(A) und / : A —
F'(A) freie Halbgruppen (Monoide, Gruppen), so gibt ge-
nau einen Homomorphismus f: F(A) — F'(A) mit

A

F(A)
T~ |7
I'(A)

kommutativ (d.h. fo =1") und f ist ein Isomorphismus.

BEwEIs. (1) {1, —1} mit der Multiplikation ist eine Gruppe
(Halbgruppe, Monoid). Sei ¢ : A — F'(A) nicht injektiv. Dann
gibt es a,b € A mit «(a) = ¢«(b) und a # b. Wir definieren

a: A — {l,—1} durch a(c) = 11 c#a‘ Dann ist 1 =
-1 ¢c=a

a(b) = fu(b) = fula) = a(a) = —1, ein Widerspruch. Also ist ¢
injektiv.

(2) Die erste Aussage, daf} genau ein Homomorphismus f mit
fuo =1 existiert, ist die Definition einer freien Halbgruppe (Mo-
noid, Gruppe). Ebenso gibt es (genau) einen Homomorphismus
fiF'(A) — F( )mit f0' = ¢ Damit ist ff'' =/ = idpray ¢,
also ff" = idpr(a), weil (F'(A), ') frei ist, und es ist f'fr =1 =
idg(a) ¢, also f’ f idpay, weil (F/(A),¢) frei ist. Also ist f ein

Isomorphlsmus 0

Wir haben schon in 1.7 freie Monoide kennengelernt, jedoch nicht
durch die oben gegebene Abbildungseigenschaft. Diese Abbil-
dungseigenschaft beweisen wir im folgenden Satz. Ebenso geben
wir hier die Konstruktion einer freien Halbgruppe an. Die Kon-
struktion einer freien Gruppe ist schwieriger. Da wir sie spater
nicht benétigen, wollen wir diese Konstruktion auch hier nicht
angeben.
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Satz 3.4. (1) Sei A eine Menge. Dann ist A* zusammen mit
der Finbettung von A in A* freies Monoid.
(2) Sei A eine Menge. Dann ist A*\ {e} zusammen mit der
Finbettung von A in A*\ {e} freie Halbgruppe.

BEWEIS. (1) Sei @ : A — (G eine Abbildung in ein Mo-
noid GG. Wir definieren f : A* — G durch f(a;...a,) =
alar) - ... ala,) fir n > 1 und f(e) := eq. (Wir definieren das
0-fache Produkt von Elementen in i als eg.) f ist eine wohlde-
finierte Abbildung, weil durch jedes Element ay...a, € A* die

Komponenten ay,... ,a, € A eindeutig stimmt sind. Sie werden
benotigt, um den Wert f(ay...a,) zu beschreiben. Es ist f ein
Homomorphismus, denn f(a;...a,0b;...b,) = alay)-...-a(ay)-

a(by)-...calb,) = flar-...can)-f(by-...-b,) und f(e) = eq. Weiter
ist fu(a) = f(a) = ala), also fv = . Um die Eindeutigkeit von
f mit fi = « zu zeigen, sei ' : A* — G ein Homomorphismus
mit f'c = a. Dann ist f'(ay...a,) = f'(ar0...0a,) = f'(a1)-...-
flan) = fle(ar) ..o fllan) = alar) - ... - ala,) = flar...a,).
Weiter ist f'(¢) = eq = f(e). Also gilt f' = f.

(2) Der Beweis verlauft ebenso wie in Teil (1). Allerdings miissen
alle Referenzen zu ¢ € A* fortgelassen werden. [

Man kann auch zeigen, daf} es zu jeder Menge A eine freie Gruppe
t: A — F(A) gibt. Die Konstruktion ist jedoch wesentlich
komplizierter. Wir haben eine solche Konstruktion daher hier
nicht mit aufgenommen.

Beispiele 3.5. (1) (IN, +) ist freie Halbgruppe iiber A = {1}.
(2) (Ng,+) ist freies Monoid iiber A = {1}.
(3) (Z,4) ist freie Gruppe tiber A = {1}.

4. Kongruenzrelationen und Restklassen
Wir haben gesehen, daf} die freien Strukturen besonders giinstige

Eigenschaften haben. Wir kennen jedoch Beispiele von Halbgrup-
pen, Monoiden bzw. Gruppen, die nicht frei sind. Wir werden
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in diesem Abschnitt zeigen, dafl sich alle solchen Objekte zu-
mindest mit Hilfe von freien Objekten beschreiben lassen. Dazu
fithren wir zunédchst eine allgemeine Konstruktion der Restklas-
senbildung ein, wie wir sie bei der Bildung von Aquivalenzklassen
in dhnlicher Weise auch schon frither kennengelernt haben. Der
sogleich einzufithrende Begriff der Kongruenzrelation spielt fiir
Halbgruppen (Monoide, Gruppen) dieselbe Rolle, wie der Be-
griff der Aquivalenzrelation fiir Mengen. Insbesondere werden
wir Partitionen nach einer Kongruenzrelation bilden und einen
Faktorisierungssatz beweisen.

Definition 4.1. Sei (¢ eine Halbgruppe (Monoid, Gruppe). Ei-
ne Teilmenge R C G x G heiflt Kongruenzrelation, wenn R
eine Aquivalenzrelation und eine Unter-Halbgruppe (-Monoid,
-Gruppe) von i x (i ist. Dabei ist die Multiplikation auf G x G
komponentenweise definiert: (g1, 92) - (91, 9%) = (91 - 91,92 - G5)-

Ubung: Sei G eine Gruppe. Sei R C G x G eine Kongruenzre-
lation fiir die Halbgruppe GG. Man zeige, dafl R dann auch eine
Kongruenzrelation fiir die Gruppe (' ist.

(Hinweis: Ist (g, k) € R, so auch (h,g), (R™', k7 und (g7, ¢g71).
Dann ist (A1, h7Y)(h,g)(g7"g7") = (¢, h7") € R.)

Satz 4.2. Wenn R C G x G eine Kongruenzrelation auf G ist,
dann trigt G/ R genau eine Struktur einer Halbgruppe (Monoid,
Gruppe), so daff die Restklassenabbildung v : G — G/R ein

Homomorphismus ist.

BEWEIS. Im Halbgruppenfall definieren wir eine Operation
auf GG/R durch das kommutative Diagramm

GxG——*+~G/RxG|R
T~ b
G/R
mit a(g, k) := g - k. Die Abbildung f existiert und ist eindeutig
bestimmt, weil fir (g,¢'), (h,h') € R auch (g,q') - (h,h') = (g -
h,g"-h') € R C G x G gilt. Ist also g ~ ¢ und h ~ h', so ist
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g-h~g-W, alsog-h=g -k und damit a(g,h) = a(g’, h') Wir
schreiben die Multiplikation f(g, %) als §-h, also gilt g-h = g - h.
Die Multiplikation f : G/Rx G/R — (/R ist assoziativ wegen
goth-k)=g-(h-k)=g-(h-k)=1(g-h)-k=(g9-h) k=
(g - h) - k. Weiter ist die Restklassenabbildung v : G — G//R
ein Homomorphismus wegen v(g-h) = g-h = g-h = v(g) -
v(h). SchlieBlich ist f eindeutig dadurch festgelegt, dafi v ein
Homomorphismus ist, denn f(g,h) = f(v(g),v(h)) = (da v ein
Homomorphismus ist) v(g - h) = g-h. Im Falle von Monoiden
kommt das neutrale Element e € G hinzu. Wegene-g=¢-g =79
und g-€ = g-e = g ist € neutrales Element in G/R. Weiter ist
v(e) = €. Im Falle von Gruppen kommen inverse Elemente hinzu.

gt gt g1 invers

ESiStg_l-gzg_l-g:E:g-g—l:g.g—l -1

zu g und G/ R damit eine Gruppe. O

, also ist ¢

Beispiele 4.3. (1) In N ist die Partition
1={1},2={2},3={nenn>3}
von einer Kongruenzrelation abgeleitet, denn in
R=A(r,s)|r,s >3Vr=s}
gilt (r,s) + (r',s') = (r +1',s +s') € R, wie man durch

Nachrechnen sofort sieht. Dann hat /R die folgende Ver-
kniipfungstafel:

Wil DI —1 [+

O I DI | 1
W W Wl [N
W W Wl [l

(2) Sei n € Ny fest gewdhlt. In Z x Z sei R := {(r,s) €
Z x Z|3q € Z[g-n = r — s]}. Man sieht leicht, daf R
eine Kongruenzrelation (bzgl. der Addition von Z) ist.
Die Kongruenzklassen Z/R sind {0,1,... ,n — 1} im Fal-
len > 0 und {0,4&1,£2,43,...} fiir n = 0. Die Ver-
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kntipfungstafel fiir n > 0 ist wegen r + s =7r + s

+ 0 1 2 3 n—1
0 0 1 2 3 n—1
1 1 2 3 4 0
n—1|n—1 0 1 2 n—2

Im Falle n = 0 ist R die Gleichheitsrelation auf Z und
7/ R = 7 (als Gruppen). In diesem Beispiel schreiben wir
auch (n) := R und damit z/(n) fir n > 0 bzw. Z/(0) =
Z. Die hier betrachtete Aquivalenzrelation (n) ist die in
Beispiel 1. 4.2 (3) betrachtete.

Die Aquivalenzrelation (n) ist auch eine Kongruenzrelati-
on beziiglich der Multiplikation auf Z. Z ist dann ein Mo-
noid. Die Verkniipfungstafel fiir n = 6 ist wegen r-s =7-35

OO OO OO
CU =] W DN = O
el DO Ol DN O[N]
W D Wl O WO
DO Wl O DI | O ||
DO WOl e O Ol |

U = W DN =IO

Satz 4.4. (Faktorisierungssatz oder Homomorphiesatz) Sei f :
G — G ein Homomorphismus von Halbgruppen (Monoiden,
Gruppen) und R eine Kongruenzrelation in G. Wenn fir alle
(a,b) € R gilt f(a) = f(b), dann gibt es genau einen Homomor-
phismus f: G/R — G, so dafs

G—v wG/H

kommutiert.
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BEWEIS. Nach 1. 4.9 existiert genau eine Abbildung f mit
fv = f. Wir zeigen daher nur, da f ein Homomorphismus ist.
Da v nach 4.2 ein Homomorphismus ist gilt f(a - b) = f(v(a) -
W(b)) = fivla- ) = (F)la-b) = fla-b) = fla)- f(b) =
(fv)(a)-(fr)(b) = f(a)- f(b) und im Falle von Monoiden f(€) =
(fv)(e)=fle)=e O

Der vorstehende Satz ist das allgemeine und einzige Hilfmittel,
um einen Homomorphismus f : G/ R — G’ zu definieren. Wenn
man einen solchen Homomorphismus konstruieren soll, so muf}
man zunéchst einen Homomorphismus f : G — G’ konstruieren
und dann die Voraussetzungen des Satzes erfiillen. Wir wollen
das an einigen Beispielen studieren.

Beispiele 4.5. (1) Definiert die folgende Angabe einen Ho-
momorphismus:

Z/(6)>n—nezZ/(3)?

Hier ist eine Eigenheit der Notation der Restklassen be-
sonders zu beachten. Es ist 0 € Z/(6) die Menge 0 =
{0, 46,412, £18,...}. Weiter ist 0 € Z/(3) eine ginz-
lich andere Menge, namlich 0 = {0, 43, 46,49,...}. Der
Leser moge sich die Elemente 1 € Z/(6) und 1 € Z/(3)
in entsprechender Schreibweise klarmachen. Bei Verwen-
dung der Schreibweise n muf} also immer klar sein, in
welcher Menge dieses Element liegen soll. Wir sind insbe-
sondere mit der obigen Angabe weit von einer identischen
Abbildung entfernt.

Die wichtigste Frage ist jedoch, ob die oben angegebene
Zuordnung oder Relation eine (wohldefinierte) Abbildung
ist. Es kénnen namlich verschiedene Zahlen n € Z gleiche
Elemente n € Z/(6) bestimmen, z.B. 1 = 7. Wir haben
also zwei verschiedene Reprisentanten fiir 1, némlich 1
und 7. Dann muf} man iiberpriifen, daf in jedem solchen

Fall die Bilder n € Z/(3) nicht von der besonderen Wahl
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des Reprasentanten n fiir n abhéngt. Also ist der Fakto-
risierungssatz einzusetzen. Das geschieht so:

Die Abbildung o := v3 : Z — 7Z/(3) (die Restklassenab-
bildung) ist nach 4.2 ein Homomorphismus. Fiir R = (6)
ist (n,r) € R genau dann, wenn n —r = ¢ - 6 fir ein
g € Z. Dann gilt aber a(n) = 15(n) = 3(r + ¢-6) =
vs(r 4+ 2q - 3) = va(r) = afr). Also gibt es genau einen
Homomorphismus f : Z/(6) — Z/(3) mit frs = vs, d.h.
mit f(n) = v3(n) = n, also der gewilinschte Homomor-
phismus.

Wie sind wir nun gerade auf den Homomorphismus « :=
vy gekommen. Da das Dreieck

7——17/(6)
S~
7/(3)

kommutieren soll, muf}, falls f iiberhaupt existiert, a =
fr sein. Dann ergibt sich aber a(n) = furg(n) = f(n) =
n = vs(n).

Definiert die folgende Angabe einen Homomorphismus:

Z/(6)>n—nezZ/(4)?

Wieder setzen wir den Faktorisierungssatz ein. Als Homo-
morphismus a : Z — Z/(4) miissen wir wie zuvor o = 14
wahlen. Fiir (n,r) € (6), alson = r+¢-6 ist v4(n) = va(r)
oder (n,r) € (4) zu zeigen, also miissen wir priifen, ob n—
r auch durch 4 teilbar ist, wenn es durch 6 teilbar ist. Das
ist offenbar nicht der Fall und liefert und schon ein Gegen-
beispiel. In Z/(6) ist 6 = 0 = {0, 46, £12, £18,... }. Aber
in Z/(4) ist 6 = {2,-4,6,-8,10,...} # {0,£4, 48 &
12,...} = 0, also kann die angegebene Relation keine
Abbildung sein, weil ein Element 6 = 0 € Z/(6) zwei
verschiedene Bilder 6 # 0 in Z/(4) hat.
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(3) Definiert die folgende Angabe einen Homomorphismus:
7/(3) 3 n = n3 €2/(3)?

Der Homomorphismus o : Z — Z/(3) muf} die Abbil-
dung a(n) = n? sein. Das ist tatsdchlich ein Homomor-
phismus, denn

an+r)=(n+r)3=n343n2r+3nr2 + 3

und
an) +a(r) =n3+r3 =nd 3.

Die beiden rechten Seiten der Gleichungen stimmen tiber-
ein, weil n® + 3n%r 4+ 3nr? + 13 —n3 —r® = (n*r + nr?) - 3.
Ist weiterhin n ~ r, dh. n —r = ¢- 3, s0 ist n® = (r +
q-3°=r"4+(r*¢-34+r¢*-94+¢-9) -3, also a(n) =
n3 = r3 = a(r). Damit sind die Voraussetzungen des
Faktorisierungssatzes erfiillt.

Tatséchlich kann man leicht nachrechnen, daff die gege-

bene Abbildung sogar die identische Abbildung ist.

Satz 4.6. Sei [ : G — G’ ein Homomorphismus von Halbgrup-
pen (Monoiden, Gruppen). Dann ist die zu [ gehorige Aquiva-
lenzrelation a ~ b <= f(a) = f(b) (vgl. I. 4.3) eine Kongru-
enzrelation.

BEWEIS. Sei R C G x G die gegebene Aquivalenzrelation.
Seien (a,b),(a’,t) € R. Dann ist f(a-d') = f(a)- f(d') =
f(b) - f(t')y = f(b-b), also auch (a-da',b- V) € R. Ebenso ist im
Monoidfall (e, ¢) € R, weil R eine Aquivalenzrelation ist. Schlief-
lich ist im Falle von Gruppen mit (a,b) € R auch (¢ ',67!) € R,
denn f(a=) = fla) = f(B) = [, O

Bemerkung 4.7. Mit der Konstruktion von ¢/ R erhdlt man ei-
ne Bijektion zwischen der Menge aller Kongruenzrelationen in ¢
und der Menge aller moglichen Restklassenobjekte G/ R, d.h. der
Menge aller Partitionen von &, die die Struktur einer Halbgruppe
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(Monoid, Gruppe) so tragen, daB v : G — G/ R ein Homomor-
phismus wird (vgl. . 4.7). Die Aussagen von . 4.10 iibertragen
sich sinngeméaf. Insbesondere ist Bi(f) eine Unter-Halbgruppe
(-Monoid, -Gruppe) fiir einen Homomorphismus f : G — &,
und die von v : G/R — G’ induzierte Abbildung v' : G/R —
Bi(f) ist ein Isomorphismus, wobei R die zu f gehérige Kongru-
enzrelation ist.

Definition 4.8. Sei (¢ eine Halbgruppe (Monoid, Gruppe), die
von einer Menge A erzeugt wird. Dann gibt es nach 3.1 ge-
nau einen Homomorphismus f : F(A) — @, der die Inklu-
sion o : A — G fortsetzt. Eine Relation fir G bzgl. A ist
ein Paar (wq,wy) in F(A) x F(A) mit f(w;) = f(ws). Die
Menge der Relationen fiir G beziiglich A bezeichnen wir mit

Ra(A) i= {(wr,wz) € F(A) x F(A)|f(wr) = [(w,)}.

Folgerung 4.9. Die Menge der Relationen fir G beziiglich A ist
eine Kongruenzrelation auf F(A).

BEWEIS. Rq(A) ist die Kongruenzrelation, die durch den Ho-
momorphismus f : F(A) — G induziert wird. O

Satz 4.10. Jede Halbgruppe (Monoid, Gruppe) ist isomorph zu
einem Objekt F(A)/ R, wobei R eine Kongruenzrelation ist.

BEWEIS. Sei A eine Erzeugendenmenge von . Eine solche
existiert immer, z.B. A = (. Es gibt aber im allgemeinen sehr
viel kleinere Erzeugendenmengen fiir . Sei R := Rg(A). Wir
definieren einen surjektiven Homomorphismus f : F(A) — G
durch das kommutative Diagramm

A—tr F(A)

wobei o : A — G die Inklusionsabbildung ist. Da A C Bi(f)
und Bi(f) nach 2.6 eine Unter-Halbgruppe (-Monoid, -Gruppe)
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von (7 ist, ist nach 1.10 G = A C Bi(f) C G, also Bi(f) = &
und damit f surjektiv.

Dann induziert f : F(A) — G nach I. 4.9 und L. 4.10 (3) einen
bijektiven Homomorphismus f : F'(A)/R — G, so daf

F(A) =~ F(A)/R
|7
G
kommutiert, denn (w7 - @5) = F(@rrms) = Fulw, - ws) =
Jlwr - wa) = f(wi) - flwa) = fr(w) - fr(ws) = f(wr) - f(w
Im Falle von Monoiden gilt zusétzlich f(g) = f(e) =e. O

Bemerkung 4.11. Zur Darstellung einer Halbgruppe (Mono-
id, Gruppe) G in der Form F(A)/R geniigt es also, eine Er-
zeugendenmenge A fiir G und eine Erzeugendenmenge B fiir
R C F(A) x F(A) anzugeben. Gibt man eine Menge A und ei-
ne Teilmenge B C F(A) x F(A) vor, so kann man daraus eine
kleinste Kongruenzrelation R C F/(A) x F(A) mit B C R bilden
durch R :=N{S C F(A) x F(A)|S Kongruenzrelation NA C S}.
Damit definieren A und B eine Halbgruppe (Monoid, Gruppe)
F(A)/R durch Erzeugende A und Relationen B.

5. Restklassengruppen

Bei den Gruppen hingt die Restklassenbildung mit gewissen Un-
tergruppen mit einer ganz besonderen Figenschaft zusammen,
die man normale Untergruppen nennt. Genauer gibt es eine Bi-
jektion zwischen allen normalen Untergruppen einer Gruppe G
und allen Kongruenzrelationen auf (. Die etwas unhandlichen
Kongruenzrelationen lassen sich also durch einfachere normale
Untergruppen erzetzen. Auch die Faktorgruppen oder Restklas-
sengruppen lassen sich damit einfacher beschreiben.

Definition 5.1. Eine Untergruppe H einer Gruppe G heifit
Normalteiler (oder normale Untergruppe), wenn

Vg € G,h € HAR' € H[gh = I/qg].
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Bemerkung 5.2. Aquivalent dazu ist, daB fiir alle ¢ € G gilt
gHg™' = {ghg™'|h € H} C H oder daB fiir alle ¢ € G gilt
gH = Hg.

Die Bedingung 14t sich besonders einfach fiir abelsche (kom-
mutative) Gruppen G erfiillen, es ist ndmlich gh = hg fiir alle
h € H und alle ¢ € (. Zu g und h kann man also immer h € H
wahlen, um die Bedingung fiir die Normalitéat zu erfiillen. Es gilt
also: jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist eine normale
Untergrppe.

Satz 5.3. Sei GG eine Gruppe. Die Zuordnungen
P(G)> H— ReP(GxG)
mit R := {(a,b)lab™" € H} und
PG xG)> R— H € P(G)

mit H := {ab'|(a,b) € R} definieren eine Bijektion zwischen
der Menge der Normalteiler H von G und der Menge der Kon-
gruenzrelationen R auf G.

BEWEIS. 1. Behauptung: Wenn H ein Normalteiler ist, dann
ist R:={(a,b)|ab™' € H} eine Kongruenzrelation.
Beweis: R ist reflexiv, weil ¢ - a7 = ¢ € H fiir alle « € G
gilt. Ist (a,b),(b,c) € R, so ist a-b71 b ¢t € H, also auch
a-c¢t=(a-b7")-(b-¢') € H. Also ist (a,¢) € R und R
damit transitiv. Ist (a,b) € R, so ist a-b7' € H, also b-a™! =
(b_l)_l ca™t = (a- b_l)_l € H und damit (b,a) € R. Daher
ist R eine Aquivalenzrelation. Bisher haben wir nur verwendet,
dal H eine Untergruppe von G ist. Seien jetzt (a,b), (¢, d) € R.
Dann ist a-b',¢-d™' € H und damit (a-¢)-(b-d)™ =a-c-
d bt =a-h-0' =01 -a-b"' € H wobei h=c-d ' €¢ H
und a - h = h' - a, weil H ein Normalteiler ist. Damit ist auch
(a-¢,b-d) € R. Nach der Ubung im Anschluf an 4.1 ist R damit
eine Kongruenzrelation.
2. Behauptung: Wenn R eine Kongruenzrelation ist, dann ist

H :={ab™'|(a,b) € R} ein Normalteiler.
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Beweis: H ist eine Untergruppe von (. Wegen (e,e) € R ist
ce=c-e € H.

Ist = a-b"' € H mit (a,b) € R, so ist auch (b,a) € R, also
et =(a-b) ' =b-at e H.

Seien schlieBlich z = a-b™" und y = ¢-d™" in H mit (a,b), (¢,d) €
R. Dann ist auch (a,b)- (675,07 - (¢,d) - (d™ ,d7) = (a-b7"-
c-db-btd-d)y =(a-bt-e-dte) € Ryalso -y =
a-bt.c-dt.e7t e H.

Sei schlieBlich x € H und ¢ € G. Sei @ = a - b~} (a b) € R,
so ist auch (¢, ¢)- (a,b)- (b_l,b_) (¢t e 1):( b7ttt e
b-bte)y=(cra-bt e )ER alsoy—cab1 _1€H
Zux =a-b' und cist damlt ein y € H gefunden mit y - ¢ =
coa-bt-cloc=c-a-b7!' = c-z. Damit ist H ein Normalteiler.
3. Behauptung: Die Hintereinanderausfithrung H — R — H' ist
die Identitat.

Beweis: Es seien also

R:={(a,b)|lab™' € H} und H':= {ab”'|(a,b) € R}.

Wir zeigen H = H'. Sei x € H'. Dann ist = ab™! fiir ein
(a,b) € R. Fiir (a,b) gilt aber ab™ € H, also ist # € H und
damit H' C H. Ist umgekehrt h € H, so ist (h,e) € R und
damit h = he™! € H', also auch H C H'.

4. Behauptung: Die Hintereinanderausfithrung R — H +— R’ ist
die Identitat.

Beweis: Es seien also

H :={ab™'|(a,b) € R} und R :={(a,b)lab™" € H}.

Wir zeigen R = R'. Sei (a,b) € R. Dann ist ab™! € H und daher
(a,b) € R, also R C R'. Sei (a,b) € R'. Dann gilt ab™ € H, also
gibt es (¢,d) € R mit ed™' = ab™. Wegen (b,0),(d"*,d™") € R
folgt (a,b) = (ab™b,b) = (cd™'b,b) = (c,d)(d™",d"")(b,b) € R,
also (a,b) € R und damit auch R C R. [

Bemerkung 5.4. Man schreibt nun auch G/H := G//R. Die

Kongruenzklassen @ lassen sich schreiben als @ = {b € G|(b,a) €
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= h-d} =

= a-b ode

R} = {b|3h € H[b-a™' = h]} = {b|3h € H]
H -a = a- H. Die Verkniipfung in G/H ist @ -
(a-H)-(b-H)=(a-b)-H.

b
b

Definition 5.5. Sei H ein Normalteiler von . Die Gruppe
G/H ={a- Hla € G}
heiflt Restklassengruppe oder Faktorgruppe von G modulo H.

Satz 5.6. (Faktorisierungs- oder Homomorphiesatz fiir Grup-
pen) Sei f : G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen
und H ein Normalteiler in G. Wenn f(H) = {ew}, dann gibt
es genau einen Homomorphismus f: G/H — G', so dafl

G—v wG/H

kommutiert.

BEWEIS. Nach 1. 4.9 existiert f eindeutig als Abbildung, wenn
fir alle a,b € G mit (a,b) € R gilt f(a) = f(b). Aber wenn
(a,b) € R ist, dann ist a - 07" € H, also f(a-b"') = eq und
damit f(a) = f(b), denn f(a) - f(b)™' = f(a-b7') = eg. Da
die Multiplikation in G/ H auf den Représentanten durchgefiihrt
wird, gilt (wie im Beweis von 4.2) f(@-b) = f(a-b) = fv(a-b) =
Fla-b) = f(a)- f(b) = Fula) - To(b) = F(@) - F(B), also ist F cin

Homomorphismus. [
Beispiele 5.7. (1) Sein € N. Dann ist
Sy ={{1,... ,n} — {1,... ,n}|a bijektiv }

unter der Verkniipfung von Abbildungen eine Gruppe (I.
2.22). S, heifit symmetrische Gruppe oder Permutations-
gruppe. Nach (II. 4.6) ist 5, eine Gruppe mit n! Elemen-
ten. S, hat Frzeugende

12.3,....m) o (L23..n
2,1,3,....n) "M \2.3.4,... 1)
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Eine andere Erzeugendenmenge ist {o;} C S, fir ¢ =
1,...,n—1mit

1+ 1,  fir k=1,
oi(k) := <1, firk=1¢+1,
k

, sonst.

Die o; heiflen Transpositionen.

Die o; erfiillen die Relationen o;0; = o;0; fiir 1 < 3 —1
und 1 < 2,5 < n —1, und o,0,410; = 0,410,041 fir
1 <i<n-—2und o? =id fiir 1 <7< n—1. Man kann
S, auch darstellen als F/({o1,...,0,-1})/R, wobei R die
von den Relationen (o;0;,0;0;), (00,410, 0i410;0,41) und
(0,0:,¢) erzeugte Kongruenzrelation ist.

Die Untergruppe A, C S, mit A, = {s1 ... su|t €
NoAs; € {o1,...,0,_1}} heiBt Gruppe der geraden Per-
mutationen. Man kann zeigen, dafi A, C S, ein Normal-
teiler ist und daff A, # S5, gilt (n > 2). Dann hat 5, /A,
genau 2 Elemente id und 77, denn fiir s, -...-s, € S, gilt
S1 o8 ~id (810 ... -8 -id7h € A,), wenn t gerade
ist, und sy ... 8 ~ 01 (51-...-375-01 EAn),wenntun—
gerade ist. Dabei seien die s; Transpositionen. Es geniigt
Elemente der Form s;-...-s; zu betrachten, weil s; = 32»_1
gilt. Die Multiplikationstafel mufl daher

| id &
id id o7
ar | o7 id

sein. Die Abbildung [ : S,/A, — {1,—1} mit f(id) =
1, f(71) = —1 ist ein Isomorphismus, wenn man {1, —1}
als Gruppe mit der gewohnlichen Multiplikation auffafit:
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Der Homomorphismus S, — S, /A, SN {1,—1} heifit
Signatur oder Vorzeichen: sgn := fr. Eine Permutation
T € 5, heilt gerade, wenn sie sich als Produkt einer ge-
raden Anzahl von Transpositionen schreiben 1a8t. Sonst
heiflt sie ungerade. T € 5, ist genau dann gerade, wenn
sgn(7) =1 gilt.

Satz 5.8. (Cayley) Sei GG eine endliche Gruppe. Dann gibt es
eine Untergruppe U einer Permutationsgruppe S, , zu der G iso-
morph ist.

BEWEIS. Habe GG genau n Elemente und sei
G={e=uay,...,a,}.

Jedem a € G ordnen wir die Permutation o, : {1,... ,n} —
{1,... ,n} zu mit a- a; = a,,(). Offenbar gibt es zu jedem Index
i genau einen Index o4(¢) mit @ - a; = d,,(;y. Daher ist o, eine
Abbildung. Die Umkehrabbildung von o, ist 7 := 0,-1, denn a; =
al a- a; = a=l. Co,(i) = Qr(oa(i)) und a; = a - a”t. A = @ Qe(s) =
g, (+(i))s also gilt T(04(1)) =7 = 04(7(7)). Damit ist o, bijektiv,
also eine Permutation. Wir haben somit eine Abbildung o : G 3
a0, €S, definiert. Wegen a,, iy = (a-b)-a;=a-b-a; =a-
Ugy(i) = Uog(op(i)) 186 Oap = 0,003, also ist o ein Homomorphismus.
SchlieBlich ist o injektiv, denn aus o, = oy folgt « = a-e = a-a; =
Upo(1) = Ugy1) = b-ay = b Sei U := Bi(c). Dann ist U eine
Untergruppe von S, und der eingeschriankte Homomorphismus
o' : G — Bi(o) = U bijektiv, also ein Isomorphismus. O

Definition 5.9. (1) Sei (¢ eine endliche Gruppe. Die Anzahl
der Elemente von G heifit Ordnung von G.
(2) Sei a € (¢ ein Element einer beliebigen Gruppe. Wenn es
ein kleinstes n € N gibt mit ¢” = a - ... a(n-mal)= e,
dann heifit n die Ordnung von a. Gibt es kein solches n,
so sagen wir, daf} die Ordnung von « unendlich ist.
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Man beachte, daf} dieser Begriff einer Ordnung nichts zu tun hat
mit dem Begriff einer geordneten Menge.

Bemerkung 5.10. Wenn es ein n € N mit «” = e gibt, so
gibt es auch ein kleinstes solches n, da N wohlgeordnet ist. Wir
betrachten jetzt ein Element ¢ € G in einer endlichen Gruppe.
Wenn «” = a” ist und r < s, so ist ¢ = e, denn 7" =
as—rar(as)—l — as(as)—l — €.

Wir betrachten die Folge a, a?, a?,a?,.... Die Elemente kénnen
nicht alle paarweise verschieden sein, denn sie liegen in G und ¢
ist endlich. Sei nun s die kleinste Zahl, so dafl ein r mit 1 <r < s
existiert mit «” = @®. Sein := s—r. Dann ist ™ = e, die Elemente
a,a?, ..., a" sind alle paarweise verschieden (denn n = s—r < s,
weil > 1). Damit ist n die Ordnung von a. Fiir ¢t > n gibt es

eindeutig bestimmte ¢ und r mit ¢t = gn + r und 0 < r < n.

4

Dann ist ¢’ = " = a?a" = (a")?a” = ea” = a". Also ist
{a,a®,... a"}y ={a,d?, ... a",a"" ... }. Weiter ist a' - """ =
a" = e fir 1 < i < n, d.h. alle Elemente in {a,d? ... ,a""

haben ihr inverses Element ebenfalls in dieser Menge. Insgesamt
ist damit U = {a,d?, ... ,a"} eine Untergruppe der Ordnung n,
die von a erzeugte zyklische Untergruppe von (.

Wir haben damit allgemein bewiesen, daf ein Element der Ord-
nung n eine Untergruppe der Ordnung n erzeugt. Hat das Ele-
ment a unendliche Ordnung (in einer unendlichen Gruppe ),
so hat die von a erzeugte Untergruppe {a} ebenfalls unendlich
viele Elemente.

Man beachte, daf es in einer unendlichen Gruppe Elemente end-
licher Ordnung geben kann. In (R \ {0},-) hat z.B. (-1) die Ord-

nung 2.

Satz 5.11. (Lagrange) In einer endlichen Gruppe G ist die Ord-
nung jeder Untergruppe U ein Teiler der Ordnung der Gruppe.
Insbesondere ist die Ordnung jedes Elements ein Teiler der Ord-
nung der Gruppe.



6. RINGE UND KORPER 117

BEWEIS. Wir definieren auf ¢ eine Partition G/U := {aUla €
G}, wobei all := {au|u € U}. Wegen e € U gilt a € alU, also
ist UseqalU = G. Sei ¢ € aU NOU. Dann ist ¢ = auy = buy, also
a = buyuy' € bU und au = buyui'u € bU. Damit ist al/ C bU
und analog bU C aU, d.h. aU = bU. Damit ist gezeigt, daBl
G//U eine Partition ist. Zwischen aU/ und U gibt es eine bijektive
Abbildung aU/ 3 2 — ¢ 'z € U, denn wenn = au, dann ist
a 'z = a'au = u € U. Die Umkehrabbildung ist U > u
au € alUl. Daher haben alle Klassen aUU der Partition gleich viele
Elemente, etwa r Elemente. Da G = |JalU eine Vereinigung von
s paarweise disjunkten Mengen ist, hat (G genau s - r Elemente,
also ist r, die Ordnung von U, ein Teiler der Ordnung von GG. [

Bemerkung 5.12. Wir wissen zunachst nicht, wieviele paar-
weise verschiedene (und damit auch disjunkte) Mengen der Form
all' wir haben. Es kénnen « und b verschieden sein, und es kann
trotzdem aU = bU gelten. Da aber G endlich ist, kénnen nur
endlich viele (oben s) solche Klassen auftreten.

Bemerkung 5.13. Bezeichnen wir U\G := {Uala € G}, so ist
dies ebenfalls eine Partition von (. Die Partitionen U\G und
G//U sind im allgemeinen verschieden. Es gilt U\G' = G/U ge-
nau dann, wenn U ein Normalteiler ist. Wir beachten dazu die
Definition 5.1. Damit ist nur zu zeigen, dafl U/ = Ub impliziert

all = Ua. Aber aus aU = Ub folgt @ € Ub und damit wie oben
Ub="Ua.

6. Ringe und Korper

Bei den Mengen von Zahlen, etwa den ganzen oder den komple-
xen Zahlen, haben wir Beispiele gefunden, bei denen zwei ver-
schiedene Verkniipfungen, z.B. die Addition und die Multiplikati-
on, auftreten. Die beiden Verkniipfungen erfiillen Eigenschaften,
die nur mit beiden Verkniipfungen gemeinsam ausgedriickt wer-
den koénnen, wie das Assoziativgesetz. Wir werden daher jetzt
die Axiome dieser Beispiele betrachten und sie verallgemeinern.
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Definition 6.1. Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-) mit folgenden
Eigenschaften

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
(2) (R,-) ist eine Halbgruppe,
(3) Es gelten die Distributiv-Gesetze

Va,b,c,e Rl a-(b+¢)=a-b+a-cA
(a+b)-c=a-c+b-c]

(wobei die Multiplikation starker bindet (also Prézedenz
hat), als die Addition: @ -b+ ¢ = (a-b)+ ¢).

Ein Ring (R, +, -) heifit Ring mit Finselement oder unitdirer Ring,
wenn (R, -) ein Monoid ist. Ein Ring heifit kommutativer Ring,
wenn (R,-) kommutativ ist. Ein Ring heifit nullteilerfrei, wenn
gilt: Va,b € Rla-b=0= a =0Vb=0]. Wir schreiben im
folgenden das Produkt a-b auch als ab. Das neutrale Element von
(R,+) wird mit Null oder 0 bezeichnet. Das neutrale Element
von (R,-) fiir einen unitaren Ring wird mit Eins oder 1 bezeich-
net. Die Verkniipfungen +: R x R — Rbzw.-: RX R— R
heilen Addition bzw. Multiplikation. Das Inverse eines Elements
a € R unter der Addition wird mit —a oder (—a) bezeichnet,
unter der Multiplikation (falls es existiert) mit a™*

Lemma 6.2. (Rechengesetze in Ringen) Seien a,b € R. Dann
qilt

(1) 0a = a0 =0,

(2) (—ab) = (—a)b = a(-b),

(3) (—=a)(=b) = ab,

(4) (—a) = (—=1)a.

(5) Wenn 0 =1, dann ist R ={0}.

BEWEIS. (1) Es ist 0a = (0 + 0)a = 0a + 0a. Durch Subtra-
hieren von Oa (Addieren von (—0a)) erhdlt man 0 = 0a. Analog
ergibt sich 0 = «0.

(2) Es ist ab+ (—a)b = (a4 (—a))b = 0b = 0, also ist (—a)b =
(—ab) invers zu ab. Analog ist a(—b) = (—ab).
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(3) Es ist (—a)(=b) = (—a(=b)) = (—(—ab)) = ab.
(4) Es ist (—=1)a = (—1a) = (—a).
(5) Sei0=1und ¢ € R. Dann ist a = la =0a =0. O

Definition 6.3. Seien R und S Ringe und f : R — S eine
Abbildung. f heifit Homomorphismus von Ringen, wenn

Va,be R[f(a+b)= f(a)+ f(b) A fla-b) = f(a)- f(b)].
Seien R und S unitére Ringe und f: R — S eine Abbildung. f

heilt Homomorphismus von unitiren Ringen, wenn f: R — S
ein Homomorphismus von Ringen ist und gilt f(1) = 1.

Beispiele 6.4. (1) (Z,+,-),(Q,+,-),(R,+,-) und (C,+,-) sind
unitdre kommutative Ringe. (No, +, -) ist kein Ring, weil (Ng, +)
keine Gruppe ist.

(2) Sein € Ng fest gewdhlt. Dann ist Z/(n) mit der Addition und
Multiplikation der Kongruenzklassen definiert durch Addition
und Multiplikation der Représentanten wie in 4.3(2)

T+3s=r-+s, T-§=TS5

ein unitarer kommutativer Ring. Wegen 4.2 und 4.3(2) sind nur
die Distributivgesetze zu priifen:

TG54+ =T-(s+t)=r(s+t)=rsfri=Ts+rt=7-547-1
und analog
(T+3)-t=7-14+3-1

(3) Restklassentests: Sei a : W — Z eine Abbildung, deren Bild
eine endliche Teilmenge X C Z ist und fiir die gilt Vr € N[a(r) =
7], wobei die Restklassen in Z/(n) fiir ein festes n € Z betrach-
tet werden. Dann gilt a(r +s) = a(r)+ a(s) und o(r-s) =
a(r) - a(s), denn a(r+s) = r+s = a(s) = a(r) + a(s) und
alr-s)=7-5=T-F=a(r) - a(s) = a(r) - a(s). Diese Formeln
gestatten eine Uberpriifung von Additions- und Multiplikations-
aufgaben, indem man «a(r - s) und a(r) - «s) vergleicht. Diese
miissen kongruent modulo n sein. Da X eine endliche Menge
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ist, sind diese Kongruenzen leicht zu iiberpriifen. Wenn der ver-
meintliche Wert des Produktes r - s unter o nicht kongruent zu
a(r) - a(s) ist (letzteres Produkt ist leichter zu berechnen, evtl.
aufgrund einer expliziten Multiplikationstabelle auf X), so ist
bei der Berechnung von r- s ein Fehler aufgetreten. Analoges gilt
fiir Summen.

(4) Die Abbildung 8 : N — Z sei die sogenannte Quersumme
(der Dezimaldarstellung), d.h. 8(a, - 10" 4+ a,_1 10" + ... + ay -
10 + ap) == ap+ay + ...+ a,_; +a,. Dann ist 10° = 1 mod 9,
weil 10 =1 mod 9, und damit a;-10° = ¢; mod 9 und a,-10" +
oot ag = a4+ ... +ap mod9. Also ist B(r) = T fir alle r €
N. Sei « die iterierte Quersummenbildung a(r) = G...... B(r),
so oft iteriert, bis eine einstellige Zahl herauskommt. Dann gilt
a(r) = p...0(r) = ... = B(r) = 7. Aulerdem hat o das Bild
{0,1,2,...,9} = X. In X sind 2 Zahlen « und b genau dann
kongruent modulo 9, wenn sie gleich sind oder 0 und 9 sind. Die
Neunerprobe fiir die Multiplikation natiirlicher Zahlen ergibt sich
damit: die iterierte Quersumme des Produkts r - s stimmt mit
der Quersumme des Produkts der iterierten Quersummen der
einzelnen Faktoren iiberein, es sei denn, daf} sich Resultate 0
und 9 ergeben.

(5) Die Abbildung 3 : Z — Z sei die sogenannte alternierende
Quersumme, d.h. 8(a,-10"+...4ag) = (=1)"a, +(=1)""ta,_1 +
oo+ ag auf W und B(—r) := —F(r). Wegen —10 = 1 mod 11
ergibt sich wie zuvor 3(r) = r mod 11. Sei « die iterierte al-
ternierende Quersumme (stationér unter weiterer Quersummen-
bildung). Dann ist a(r) = T fiir alle » € N und die Bildmenge
von a ist X ={-9,—-8,—-7....,0,1,2,... ,9}. Wieder gilt eine
entsprechende Elferprobe fiir Summen und Produkte: a(r - s) =
a(a(r) - a(s)) mod 11.

(6) Schneidet man bei der Bindrdarstellung einer natiirlichen
Zahl alle vorderen Stellen, bis auf die letzten 8 Stellen ab: a(a, -
2"+ . Far-2+ ag) =ar-2"+...+ay -2+ ap mit a; € {0,1},
so gilt wieder a(2®) = 0 mod 28, also a(r) = 7 in Z/(256).
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Die Bildmenge von « ist X = {0,...,255}. Damit ist X so-
gar ein vollstdndiges Repréasentantensystem fiir Z/(256) und es
gilt a(a(r) - a(s)) = a(r - s), d.h. den Représentanten von 7 -3
in X findet man durch Bestimmung des Reprasentanten in X
von 7 - s. Diese besonders einfache Bildung der Restklassen und
Reprasentanten ist die Grundlage fiir die Rechenoperationen in
CPUs z.B. in 8 Bit-Registern. Addition und Multiplikation kann
man wie bei natiirlichen Zahlen durchfithren und dann die hoher-
wertigen Stellen (die Ubertrége) fortlassen. Dann erhélt man die
Rechenregeln eines Ringes, z.B. 7 /(256).

Definition 6.5. Ein Korperist ein kommutativer Ring, bei dem
die von 0 verschiedenen Elemente bei der Multiplikation eine
Gruppe bilden.

Bemerkung 6.6. Sei R ein unitérer Ring. Fine Kongruenzrela-
tion (R, R, S) (mit S C R x R) auf R ist eine Aquivalenzrelation
auf R, so daBl S ein Unterring von R x R ist, d.h. sowohl ei-
ne Untergruppe von (R x R,+) als auch ein Untermonoid von
(R x R,-). Dann bilden die Aquivalenzklassen R/S wieder einen
unitaren Ring und v : R — R/S ist ein Ringhomomorphis-
mus. Weiter gilt der Faktorisierungssatz fiir unitare Ringe: eine
eindeutige Faktorisierung f existiert mit

R—Y“ +R/S
\5

falls fiir alle (r,r") € S gilt f(r) = f(r').

Ahnlich wie wir bei Gruppen Kongruenzrelationen durch nor-
male Untergruppen H C G beschrieben haben, kénnen wir im
Falle von unitédren Ringen Kongruenzrelationen durch zweiseiti-
ge Ideale I C R beschreiben. Dabei heifit eine Teilmenge [ C R
ein zweiseitiges Ideal, wenn [ eine Untergruppe von (R, +) ist
und fiir alle r € Rund ¢ € I gilt ri,2r € R. Aus einem zwei-
seitigen Ideal I C R gewinnt man eine Kongruenzrelation durch
S = A(r,r") € R|r —r" € I} und umgekehrt erhélt man aus
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einer Kongruenzrelation S auf R ein zweiseitiges Ideal durch
I:={r—7'|(r,r") € S. Man schreibt dann auch R/S =: R/I.

Die Elemente in R/I sind von der Form r + [ = {r +ili €
I. Die Addition und Multiplikation auf R/ ist definiert durch
r+D+0"+D=0+rY+Tund (r+1)-(F+1):=r-r"+1.

Das gilt wegen 7+ ' =r+ ' und 7- ' =r - 1.

Satz 6.7. Firn € Ny ist Z/(n) genau dann ein Kéorper, wenn n
eine Primzahl ist.

BEWEIS. Sei p = n eine Primzahl. Die Elemente von Z/(p)

sind {0,1,2,...,p—1}. Sei 0 < k < p. Dann gibt es a,b € Z
mit ak + bp = 1, weil k und p teilerfremd sind. Damit ist @- k =
ak+b-p=ak+bp=1T1, denn p =0 in Z/(p), also ist @ invers
zu k und damit Z/(p) ein Kérper.
Sei jetzt n keine Primzahl. Ist n = 0, so ist 2 # 0. Wire 2
invertierbar, etwa 1 = 2 - @, so wire 1 = 2a¢ mod 0, also 2a = 1
in Z. Das ist aber nicht moglich. Ist n = 1, so hat Z/(1) genau
ein Element. Aber z/(1)V{0} = 0 kann keine Gruppe sein. Ist
schlieBilichn > 1, so mufl n ein Produkt sein: n = ab, mit 1 < a <
n, sonst wire es eine Primzahl. Dann ist 0 = 7 = @-b, aber @ # 0
undb#() Wire c-a =1, so wire 0 =¢-0 = E-a-bzl-b:b
im Widerspruch zu b # 0. O

Beispiele 6.8. Q, R, C sind Koérper, jedoch nicht N und Z.

Bemerkung 6.9. Sei R ein unitdrer Ring und X eine Menge.
Dann ist Abb(X,R) = {a : X — R|a Abbildung} ein Ring

mit den Operationen

(a+B)(x):=alx)+B(z),  (a-f)(z):=a(z)- B(x).
Es iibertragen sich die algebraischen Eigenschaften von R auf
RX = Abb(X, R). So ist z.B. die Eins in RX gegeben durch
a(z) = 1fiir allez € X. Ist R ein Korper, so ist B* kein Kérper,
denn o« # 0 bedeutet nicht, dafl a(x) # 0 fiir alle @ € X(dann
kénnte man a™*(z) = a(x)”! definieren), sondern nur, daf es
mindestens ein @ € X gibt mit a(x) # 0. Wenn dann aber fiir
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ein weiteres y € X gilt a(y) = 0, dann 1af}t sich o~ an der Stelle
y nicht sinnvoll definieren.

Definition 6.10. Sei K der Koérper @,R oder C. Die Menge
Klz] := {a : K — K|Jao,...,a, € KVb € Kla(b) = a,b" +

.+ a1b + ap}] ist ein Unterring von K und heilt Ring der
Polynom (-funktionen) auf K. Wir schreiben 7 ;2 = a,2" +

ot arx+ag = a, wenn a(b) = a,b" + ...+ a;b+a = 0 fir alle
b € K. Die Addition ist gegeben durch 3" a2’ + S0 bix' =
Yio(a; + bi)at, die Multiplikation durch Y272 a;a” - Y0 bja! =

Zn:"b” Zf:o a;bp_;z", wie man leicht nachrechnet.

Bemerkung 6.11. Aufler den genannten Koérpern Q,R,C und
Z/(p) (p Primzahl) gibt es noch viele weitere. Insbesondere gibt
es einen endlichen Kérper mit n Elementen genau dann, wenn n
von der Form p” mit einer Primzahl p ist. Die endlichen Koérper
mit p” Elementen heifien auch Galois-Felder GF(p"). Sie werden
insbesondere in der Codierungstheorie verwendet.

7. Boolesche Ringe und Algebren

Auch in der Potenzmenge einer Menge haben wir zwei Ver-
kniipfungen betrachtet, den Durchschnitt N und die Vereinigung
U. Sie erfiillen etwas andere Gesetze, als wir sie fiir Ringe und
Korper kennengelernt haben. Diese Gesetze sind jedoch beson-
ders wichtig, weil man sie nicht nur in Potenzmengen findet, son-
dern auch bei Ausdriicken mit logischen Verkniipfungszeichen.

Definition 7.1. Sei (A,U,N,") ein Quadrupel mit einer Menge
A, bindren Operationen U: A X A — Aund N: Ax A — A
und einer 1-stelligen Operation " : A — A. Das Quadrupel
(A,U,N,") heiBit eine Boolesche Algebra, wenn fiir alle a,b,c € A
gelten:

(1) (aUb)Uc=aU(bUc), (anbdb)Ne=an(bne),

(2) an(bUc)=(anNb)U(anNe),
Ubne)=(eUb)n(aU )

(3) aUb=">bUuaq, anb=
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(4) es gibt ein Element 0 € A, so daB fiir alle « € A gilt

OUa=a,
(5) es gibt ein Element 1 € A, so daB fiir alle « € A gilt
1Na=a,

(6) aUa =1, ana =0.

Beispiele 7.2. (1) P(A), die Potenzmenge einer Menge A,
zusammen mit der gewdhnlichen Vereinigung U, dem ge-
wohnlichen Durchschnitt N und der Komplementbildung
B':= A\ B ist eine Boolesche Algebra.

(2) {0,1} = B mit aUb = max(a,b) und a Nb = min(a,b) ist
eine Boolesche Algebra.

(3) P(A) mit BU C = Durchschnitt (!) von B und C,
B N C = Vereinigung von B und ¢ und B' = A\ B

ist eine Boolesche Algebra.

Satz 7.3. Fiir eine Boolesche Algebra (A,U,N,) und Elemente
a,b e A gelten

(1) das Nullelement 0 und das Finselement 1 sind eindeutig

bestimmt,
aNb=0ANaUb=1=d =0,
//:a}

"=1,1 =0,

Ua=a=aNa,
Ul=1,an0=0,

U(anb)=a, aN(aUb)=a,
(aUb) =d N, (aNb) =a" UV

BEWEIS. (1) (A,U,0) und (A,N, 1) sind Monoide.
(2) a' = a'U0 = a’U(anb) = (d’Ua)N(a’'Ub) = 1N(a'Ub) = a’'Ub.
Vertauscht man die Rollen von «’ und b, so erhalt man b = ' Ub,
also a’ = b.
(3) ’Ua =1 und ¢’ Na =0 impliziert nach (2) «” = «.
(4) Wegen 1N0=0und 1U0 =1 und (2) folgt 0’ = 1. Aus (3)
folgt 0 = 0" = 1",
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(5) aUa = (aUa)N1 = (aUa)N(aUda’) = aU(aNd’)
Weiter ist aNa = (aNa)U0=(aNa)U(aNd)=a
anNl=a.

(6) aUl = aUaUd’ = aUad’ = 1 und ¢N0 = aNaNa’ = ana’ = 0.
(7)aU(anb)=(aUa)N(aUb)=an (aUb). Wir weisen jetzt
aU(anbd)=a"nach. Esist aU(aNbd)Ud" =1U(aNbd) =1 und
(aU(and)Nd =(@n(aUb)nNa =0nN(aUb) =0, also ist
nach (2) und (3) a U (aNb) =d" = a.

(8) Es ist (¢/'Nb")UaUb = (a’'UaUb)N(b'UaUb) = (1Ub)N(1Ua)
lUl=1lund ¢ NbN(aUb)=(a’NONa)U ('’ N Nb)=(0
b YU(0Na') = 0U0 = 0. Damit und mit (2) folgt (¢ Ub) = a'NY'.
Weiter folgt (a Nb) = (" NY") = (' UV)" =d"UY. O

Definition 7.4. Ein Ring R heifit ein Boolescher Ring, wenn
gilt Vr € R[r* = 7).

Satz 7.5. Sei R ein Boolescher Ring. Dann ist R kommutativ,
und es gilt Vr € R[r +r = 0].

D

~

BEWEIS. Fiirr,s € Ristr+s=(r+s)? =r?+rs+sr+s*=
r+rs+sr+s = rs+sr = 0. Fiir s = r folgt r+r = r2+7r? = 0.
Damit ist r = —r und auch rs = —rs. Aus rs+ sr = 0 folgt nun
rs =sr. [

Satz 7.6. (1) Sei (A,U,N,) eine Boolesche Algebra. Dann
ist (A, +,-) ein Boolescher Ring mit
r+s =(rnNsHunNs) (=rds),
r-s =rMNs.
(2) Sei (A,+,-) ein Boolescher Ring. Dann ist (A,U,N,") ei-
ne Boolesche Algebra mit
rUs =r+s4r1-s,
rNs =r-s,
r' =14
BEWEIS. (1) 1. (a4b)+c= (((«NV)U(a'Nb))NYU(((aNbHU
(a’'Nb))'Ne) = (ant'N)U(a’'NbN)U((a'Ub)N(aUb)Ne) = (durch
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Auflosen des rechten Ausdrucks) (aNbd’'N¢)U(a’'NbN )U(a’ NN
¢)U(anbnc) und ebenso wegen der Symmetrie des Ausdrucks
at+(b+c)=(anbdndHu(dnbN)u(dnNdne)U(anbne).
2. a+b = b+ a, weil Vereinigung und Durchschnitt kommutativ
sind.

3.a+0=(an0)U(@N0)=(an1)UO0 = a, also existiert ein
neutrales Element.

4. a+a=(and)U(a' Na) =0, also existieren inverse Elemente.
5. (A,-) ist ein Monoid.

6. (a+b)-c=((d/Nb)U(anb))Ne=(a'NbNc)U(and Ne) =
(aNeN(B'U))U((d'Uc)NbNe) = (anen(bNe))U((aN)' NbNc) =
a-c+b-c Damit ist A ein Ring. Wegen aNa=a=a-aist A
ein Boolescher Ring.
(2)l.aUb=a+b+a-b=b4+a+b-a=bUa.

2. (aUb)Uc=(a+b+ab)+c+(a+b+abjc=a+b+c+ab+
ac+bc+abc=a+ (b+c+bc)+alb+c+be)=aU(bUec).
3.0Ua=04a+0a = a.

4. al0d =a+ad 4+ad =a+1+a+a+a=1undanda =
a(l+a)=a+a=0.

5. (A,N, 1) ist trivialerweise ein kommutatives Monoid.

6. aN(bUec)=a(b+ c+be) =ab+ ac+ abe = ab+ ac + abac =
(anb)U(ane) und aU(bNe) = a+be+abe = a+ab+ab+ac+be+
abe+ac+abe+abe = (a+b+ab)(a+c+ac) = (aUb)N(aUec). O

Bemerkung 7.7. Tatséchlich erhdlt man wechselseitig aus den
Strukturen der Booleschen Algebra und des Booleschen Ringes
und beim zweimaligen Ubergang die alten Strukturen zuriick. Es
ist namlich a +b+ab= (((aNd)U(a’'Nb))N(aNb))U(((aNb)U
(a'Nb))Nand)=((1N(aUb)N(d'UY)NL)N(dUY))U((1N(aU
byN(a’Ub)N1)YNand)=((aUb)N(@UY))U(((¢’NY)U(aN
b))Nand)=(a'Nb)U(anNd)U(a' NV Nanbd)U(aNbNand) =
(¢’ Nb)U(and)U(anb) = (a’'ND)U(aN(D'UD)) = (a’'Nb)Ua =
(¢’ Ua)N(aUb)=1N(aUb)=aUb.

Weiter ist (aNb")U(a’'Nb) = a(1+b)+(1+a)b+a(l1+b)(1+a)b=
a-+ab+b+ ab+ ab+ ab+ ab+ ab = a + b. Schliefilich ist
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l+a=1"Nna)U(lnd)=0Na)Ud" =0Ud =d.

Bemerkung 7.8. Boolesche Algebren und Boolesche Ringe sind
algebraische Strukturen. Es lassen sich Kongruenzrelationen und
Restklassenstrukturen bilden. Der Faktorisierungssatz gilt. Jede
Boolesche Algebra 18t sich als Restsklassenalgebra einer freien
Booleschen Algebra darstellen, insbesondere durch Erzeugende
und Relationen. Wenn A eine Boolesche Algebra ist, dann ist

auch Abb(X, A) = AX eine Boolesche Algebra mit komponen-

tenweisen Operationen.

Man weif} viel iiber die Struktur von Booleschen Algebren. Be-
sonders im endlichen Fall kann man diese Struktur vollstandig
beschreiben. Wir geben hier den entsprechenden Satz zur Infor-
mation an, ohne allerdings den Beweis durchzufiihren.

Satz 7.9. Jede endliche Boolesche Algebra ist isomorph zur Boo-
leschen Algebra auf der Potenzmenge P(M) einer endlichen
Menge M. Sie ist auflerdem isomorph zu einer Booleschen Alge-
bra der Form B", wobei B = {0, 1} die Struktur einer Booleschen
Algebra wie in Beispiel 7.2 (2) trdgt.

Definition 7.10. Sei A eine Boolesche Algebra. Eine Abbildung
f € Abb(A", A) aus der Booleschen Algebra Abb(A”, A) heifit
Boolesche Funktion mit Werten in A. Wir schreiben f =
flae, ..o ap).

Die Booleschen Funktionen ; : Ax...xA 3> (a1,...,a,) — a; €
A heiflen Projektionen (oder Variable), die Booleschen Funktio-
nen Ax...xA3 (ar,...,a,) — b € Afiir festes b € A konstante
Abbildungen. Da sie in der Booleschen Algebra Abb(A™, A) lie-
gen, kann man die kleinste von den Konstanten b € A und den
Variablen xy,...,2, (mit U, N, ') erzeugte Boolesche Unteral-
gebra Alxy,...,x,] C Abb(A", A) bilden. A[zy,...,x,] heifit
Boolesche Algebra der Polynomfunktionen.

Bemerkung 7.11. Die freie Boolesche Algebra iiber den FEr-
zeugenden X7, ..., X, mit Konstanten A ist A[Xq,...,X,], die
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Algebra der formalen Ausdriicke, die mit Elementen a € A,
X1,...,X,,U,N und ’ gebildet werden kénnen modulo den Re-
lationen fiir Boolesche Algebren, heifit Boolesche Algebra der
Polynome iiber A. Die Abbildung X; — x; induziert einen Ho-
momorphismus von Booleschen Algebren

A[Xl, Ce ,Xn] — A[l’l, Ce ,wn].
Man unterscheidet daher Polynome und Polynomfunktionen.

Satz 7.12. (1) Zu jeder Booleschen Polynomfunktion
f:A"— A
qibt es genau eine disjunktive Normalform

flag, ... a,) = U ai17.,,7inﬂx§1ﬂ...ﬂx;"

(i1, sin)

mit i; € {1, -1}, wobei v} = x; und 7' = z! sei.
2) Zu jeder Booleschen Polynomfunktion f : A®™ — A qibt
( j Y g
es genau eine konjunktive Normalform

flag, ... a,) = ﬂ ai17.,,7inUx§1U...Ux;"

(31, vin)
mit 1; € {1, —1}.

BEWEIS. Wir beweisen lediglich Teil (1) des Satzes. Zunéchst
weisen wir die Existenz einer disjunktiven Normalform nach.
Wenn eine Polynomfunktion f gegeben ist, so wenden wir even-
tuell mehrfach die Gleichungen von Satz 7.3 (2) an, um die Bil-
dung des Komplements auf die einzelnen Konstanten oder Va-
riablen zu ziehen. Dann verwenden wir das Distributivgesetz 7.1
(2) i), um den Durchschnitt N nach innen auf die einzelnen Kon-
stanten und Variablen zu ziehen. Wegen der Kommutativitét
und 7.3 (3) erhalten wir einen Ausdruck wie in der disjunkti-
ven Normalform, jedoch ist es mdoglich, dafl nicht alle Terme
@iy iy N J}Zf Nn...N :1;;" mit allen Variablen xq,... ,x, auftreten.
In diesem Falle bekommt man die fehlenden Variablen z;, indem
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man den entsprechenden Ausdruck mit 1 = x;Ux} schneidet und
den obigen Prozefl wiederholt. Zuletzt fasse man Ausdriicke mit
gleichen Komponenten ! N... Nz zusammen, indem man die
zugehorigen Konstanten a;, . ;, und b;,  ; in A vereinigt. Das
ergibt die gewiinschte Normalform.

Um die Eindeutigkeit der disjunktiven Normalform zu zeigen,

stn

wahlen wir ein n-Tupel (kq,...,k,) und setzen wir in
flag, ... a,) = Uaih...M N J}Zf N...N :1;;"
Argumente [q,... , [, ein mit

)L falls k=1,
)0, falls k; = —1.

Dann verschwinden alle Terme der disjunktiven Normalform,
bis auf den Term zum Index (kq,...,k,). Wir erhalten damit
fll, ... 1) = ag,... k.- Man kann also aus f allein die , Koeffi-
zienten“ der disjunktiven Normalform erhalten. Diese ist damit
eindeutig.

Hinweis zur Gewinnung der Koeflizienten «;,,  ;, in den Nor-

malformen aus der gegebenen Polynomfunktion. Es ist durch
Einsetzen ersichtlich, daf fiir

)L falls gy =1,
700, falls i; = —1,

in der disjunktiven Normalform gilt a;, . ;. = f(l1,...,1,). In
der konjunktiven Normalform setze man

)0, falls gy =1,
T, falls i = —1,

ein und erhélt a;, ., = f(h,...,1,). O

Beispiel 7.13. Die disjunktive Normalform von (x;Uzg)N (21N
xh) ist 1 Ny N ab, weil £(0,0) = £(0,1) = f(1,1) = 0 und
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f(1,0) = 1 ist. Tatséachlich ist

(rrUzz)N(zrNah) = (e NagNab)U(zaNay Nah =
(x1Nah)U0=a;Nah=1Nx Nab.

Boolesche Polynome stellen eine besonders einfache Klasse von
Booleschen Funktionen dar. In einem Spezialfall fallen diese bei-
den Begriffe jedoch sogar zusammen. Wir formulieren hier nur
den entsprechenden Satz ohne Beweis.

Satz 7.14. Ist B = {0,1}, so ist jede Boolesche Funktion in
Abb(B"™, B) ein Boolesches Polynom.

Bemerkung 7.15. (itber Gatter) Eine (technische Realisierung
einer) Booleschen Funktion f : B* — B mit B = {0, 1} heifit

ein Gatter.

flag, ... ) =2 Naa N Nay, heiit UND-Gatter,
flag, .. ya,) =2 Uz UL U, heiit ODER-Gatter,
f:B— Bmit f(z)=2a' heifit NICHT-Gatter
oder Inverter,
(X1, xn) = (z1 NagN...Nx,)" heiit NAND-Gatter,
flze, ... ya,) = (e Uaz U...Ua,) heift NOR-Gatter,
(x1,29) = (11 Uaz) =21 | a9 heifit Pierce-Gatter,
(x1,29) = (21 N a2) = xq|y heifit Sheffer-Gatter.

Die zugehérigen Gatter-Symbole sind:

US Norm:

DEDabelbe

AND Or Not SHEFFER

Deutsche Norm:
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DB DD

UND ODER NIcHT SHEFFER

Eine Parallelschaltung von Eingdngen von Gattern wird als dop-
pelte Anwendung derselben Variablen angesehen, z.B. sind mit
(f(x1,22), (21, 23)) zwei Eingénge x; der beiden Gatter f und
g parallel geschaltet.

Eine Serienschaltung von Gattern wird als Einsetzen einer Funk-
tion in eine andere Funktion angesehen. So ist z.B.

(z1 Uxg) N (21 Nay)

realisierbar durch die folgende Zusammenschaltung von Gattern

~
_/

L W

Da jede Boolesche Funktion in Abb(B", B) eine Polynomfunkti-
on ist, 1aBt sie sich durch Gatter darstellen. Die Sheffer-Operation
stellt alle Booleschen Funktionen dar, denn sei a \ b = (a N b).
Dann gelten

= (e Nay) = x|,
L1 N Lo = ((1’1 N 1’2)/ U (1'1 N 1'2)/)/ == ($1|$2)|($1|$2),
1 U o = ((1’1 N 1’1)/ U (1'2 N 1'2)/)/ = ($1|$1)|($2|$2).
Ebenso lassen sich alle Gatter in eindeutiger Weise mit Hilfe der
disjunktiven bzw. konjunktiven Normalform darstellen.



