KAPITEL I

Grundbegriffe der Mengenlehre

1. Mengen

An den Anfang der Mathematik stellt man gemeinhin die Men-
genlehre. Sie bietet die Sprache an, mit der sich Mathematiker
verstindigen konnen, prazise, kurz, exakt, aber fiir den Auflen-
stehenden auch oft unverstandlich. Thre elementaren Grundbe-
griffe sind jedoch leicht versténdlich. Mit der Sprache der Mengen
kénnen alle mathematischen Frgebnisse und FEinsichten formu-
liert werden. Uber diese Sprachenfunktion und Hilfsfunktion hin-
aus ist die Mengenlehre aber auch ein Teilgebiet der Mathematik,
in der wesentliche Forschung vor sich geht und besonders tieflie-
gende Resultate in den letzten Jahrzehnten erzielt worden sind.
Wir werden uns lediglich mit den Anfangsgriinden der Mengen-
lehre befassen und dabei die der Mathematik zugrunde liegende
Sprache einiiben.

Als Grundbegriffe verwendet die Mathematik den Begriff des
Elements und den der Menge, die man sich aus Elementen zu-
sammengefiigt vorstellt. Elemente konnen im wesentlichen alles
sein, was wir uns vorstellen kénnen. Und ihre Zusammenfassung
zu einer Menge scheint eine fast triviale Angelegenheit zu sein.
Man kann von der Menge der Hérer einer Vorlesung sprechen,
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2 I. GRUNDBEGRIFFE DER MENGENLEHRE

von der Menge aller Elementarteilchen des Universums, von der
Menge der Speicherplitze eines Computers, von der Menge aller
natiirlichen Zahlen, von der Menge aller denkbaren Computer-
programme und von vielen anderen Mengen.

Eine erste Definition des Begriffes einer Menge geht auf Georg
Cantor zuriick. Er definierte wie folgt:

Definition 1.1. (Georg Cantor, 1845 - 1918; Vater der Mengen-
lehre): Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unse-
res Denkens — welche Elemente der Menge genannt werden — zu
einem Ganzen.

Die Bedeutung dieser Definition fiir die Mathematik wird durch
einen Ausspruch Hilberts unterstrichen.

Zitat 1.2. (David Hilbert, 1862-1943): Niemand soll uns aus
dem Paradies der Mengenlehre vertreiben, das Cantor fiir uns
geschaffen hat.

DaB dieser Begriff einer Menge jedoch problematisch ist, sieht
man schon daran, dafl zu seiner Definition Begriffe herangezo-
gen wurden, deren Definition selbst fehlt: Zusammenfassung zu
einem Ganzen, bestimmte Objekte, wohlunterschiedene Objek-
te, Denken, Anschauung. Tatsdchlich wurde zu Beginn unseres
Jahrhunderts erkannt, dafl dieser Begriff der Menge schnell zu
Widerspriichen fithren kann. Wir geben einen solchen Wider-
spruch, die Russelsche Antinomie, am Ende dieses Paragraphen
an. Der Ausweg aus diesem Dilemma war eine strenge Fassung
der Mengenlehre in einem axiomatischen System, so wie auch
die Geometrie axiomatisch gefait wurde, und das mit groflem
Erfolg. Wir werden daher auch eine (nicht ganz strenge) axioma-
tische Fassung der Mengenlehre angeben. Sie wird uns entschei-
den helfen zu sagen, welche Mengen gebildet werden diirfen. Man
wird daher nur mit denjenigen Mengen und Elementen operieren
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diirfen, deren Existenz nach unserer Axiomatik garantiert wird.
Wir legen zunéchst einige Bezeichnungen fest.

Bezeichnung 1.3. Im allgemeinen werden Mengen mit grofien
lateinischen Buchstaben A, B,C, ..., Ay, Ay, As, ..., Elemente
mit kleinen lateinischen Buchstaben a,b,¢,... , ai,asz,as,... be-
zeichnet. Die Zugehorigkeit eines Elements x zu einer Menge
A wird durch € A angegeben, die Nicht-Zugehorigkeit durch
r & A

Die folgenden Axiome legen elementare Regeln tiber den Um-
gang mit Mengen, Elementen und den Zeichen € bzw. & fest.
Jede Kollektion von Objekten, die wir Elemente, Mengen, € und
¢ nennen, die den Axiomen geniigt, kann als eine Realisierung
der Mengenlehre angesehen werden. Wir geben keine konkrete
derartige Realisierung an, d.h. wir geben keine exakte Definiti-
on von Elementen und Mengen an. Es geniigt, sich auf die naive
Vorstellung zu stiitzen, formal in Beweisen jedoch nur die Regeln
aus den Axiomen zu verwenden. Die bewiesenen Aussagen sind
dann fiir jede Realisierung (Modell) richtig.

Axiom 1. (Elementebezeichnung und Existenz)

(1) Fiir jedes Element x und jede Menge A besteht genau ei-
ne der beiden Beziehungen (genauer: ist genau einer der
beiden Ausdriicke eine wahre, der andere eine falsche Aus-
sage):

r e A r ¢ A.

Im Falle + € A (d.h. wenn @ € A wahr ist) sagen wir
»r 1st Element der Menge A“, | x liegt in A“, ,z ist in A
enthalten®, ,x in A“ oder ,x aus A“. Im Falle z ¢ A (d.h.
wenn @ € A falsch ist) sagen wir @ ist nicht Element der
Menge A*.

(2) Es gibt mindestens eine Menge.

(3) Zu jedem Element x gibt es mindestens eine Menge A mit
x € A (ist wahr).
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Wir werden bei der Formulierung des néchsten Axioms gewis-
se Symbole verwenden, die den mathematischen Text abkiirzen
sollen. Schon im vorhergehenden Axiom haben wir bestimmte
mathematische Formulierungen verwendet, die sich hdufig wie-
derholen werden. Wir werden zunéchst folgende Abkiirzungen
verwenden:

fiir alle

es gibt

und

oder

dann und nur dann, wenn
daraus folgt

gilt nur, wenn

ﬂﬂﬂ<>l-l-l<

Im Klartext verwenden wir als Synonyme

fiir alle fiir jedes

es gibt es existiert

dann und nur dann, wenn ist notwendig und hinreichend
dann und nur dann, wenn gilt genau dann, wenn

daraus folgt impliziert
daraus folgt ist hinreichend fiir
gilt nur, wenn ist notwendig fiir

Es bedarf immer einiger Gew6hnung, bis man den Umgang mit
diesen Zeichen, Symbolen und Begriffen eingeiibt hat und sich
ein korrektes logisches Schlieflen angewthnt hat. Wenn wir die
Zeichen V oder 3 verwenden, dann werden unmittelbar danach
immer die Elemente genannt werden, iiber die wir etwas aussagen
wollen. Die Aussage, die wir dann iiber diese Elemente machen,
wird in Klammern [ und | angegeben®.

!Man kann eine prizise Syntax fiir die Verwendung (und Umformung)
dieser Zeichen und der Mengensymbole ineinander angeben. Dann kann die
Mathematik in grofien Teilen lediglich als Manipulation solcher Zeichenrei-
hen durchgefithrt werden. Mehr dazu im Kapitel iiber Logik.
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Axiom 2. (Axiom der Gleichheit oder Extensionsaxiom)

Seien A, B Mengen. Wenn fiir alle Elemente x die Aussage v € A
genau dann gilt, wenn = € B gilt, so folgt A = B. In mathema-
tischer Kurzschreibweise:

Ve[r€e A<= r€ B]=— A=8B.

Der umgekehrte Schluf A = B = Vz[zr € A <= z = B] folgt
aus den Figenschaften der Gleichheit. Wenn ndmlich A und B
gleich sind, dann darf man an jeder Stelle, wo A verwendet wird,
dieses durch B ersetzen, ohne die logische Bedeutung zu &ndern.

Das Axiom 2 bedeutet, dafl zwei Mengen genau dann gleich sind,
wenn sie dieselben Elemente besitzen. Damit ist klargestellt, dafl
eine Menge allein durch die Angabe ihrer Elemente beschrieben
wird und keine zusdtzliche Information besitzen soll. Wenn man
sich den Begriff der Menge als ,,Behélter” fiir ihre Elemente vor-
stellt, dann gibt es keine verschiedenen , Behilter®. Man sammelt
Elemente grundsétzlich in gleicher Weise. Um festzustellen, ob
zwei Mengen gleich sind, geniigt es daher, nur alle ithre Elemen-
te zu iiberpriifen. Das wird in Zukunft hdufig so geschehen, daf}
man zunachst zeigt, daf alle Elemente einer Menge A auch Ele-
mente einer weiteren Menge B und weiter daf} alle Elemente der
Menge B auch Elemente der Menge A sind. Wenn man das be-
wiesen hat, kann man dann wegen Axiom 2 unmittelbar A = B
folgern.

Damit haben wir schon einen weiteren elementaren Begriff an-
gesprochen. Es kommt oft vor, daf§ alle Elemente einer Menge
A auch Elemente einer Menge B sind. Wir definieren daher wie

folgt:

Definition 1.4. (1) Die Menge A heifit eine Teilmenge oder
Untermenge der Menge B (Kurzbezeichnung: A C B)
genau dann, wenn jedes Element von A auch Element
von B ist:
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AC B:<=Vz[r€ A=z € B~
(2) Ist A nicht Teilmenge von B, so wird A ¢ B geschrieben.
(3) A heifit eine echte Teilmenge von B (Kurzbezeichnung:
AG B), wenn AC B A (und) A # B gelten.

Bemerkung: Das Zeichen C heifit Inklusion und wird gelesen ,,ist
Teilmenge von®. Es ist

ACB < VYe[x€ A=z € B
< Vre Alr € B|.
AGB < ACBA Jz€BlzgA]
< Va € Alz € B]A Jx € Blx &€ A].

Folgerung 1.5. Die folgenden Gesetze gelten fir die Inklusion
von Mengen A, B und C':

(1) Reflexivitit: A C A.

(2) Transitivitit: AC BANBCC = ACC.

(3) Antisymmetrie: AC BABCA=— A=B.

BEWEIS. Wir geben diesen leichten Beweis ausschlieflich in
mathematischer Kurzschreibweise an. Der Leser mag sich an die-
ser Stelle in das Lesen dieser Kiirzelsprache einarbeiten.

(1) Ve[re A= € A] = AC A

(2) ACBABC(C =
Ve[r e A= 2 € BJA YVe[r € B= z € (] =
Ve[(re A=z € B)AN(z € B=z€()=
Ve[re A= €(C]= ACC.

3) ACBABCA
— Ve[t € A= 2 € B]\ Ve[x € B= 1z € A
= Vej[lrte A= a2 € B)N (v € B= 1 € A)]
— Vejr€e A<= 1€ Bl— A=8B.

U

2Das Zeichen :<=> soll bedeuten, dafl die linke Aussage durch die rechte
Aussage definiert wird, d.h. daf} sie durch Definition dquivalent zur rechten
Aussage ist.
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Bemerkung 1.6. (Notation und Schreibweise von Mengen)
Sind ay, as, . .. ,a; genau alle Elemente einer Menge A, so schreibt
man A = {aj,as,...,a;}. Die Zeichen { und } heiflen dabei
Mengenklammern. Dann gelten {1,2} = {2,1} und {1,2} =
{2,1,2,1,1}, weil jeweils beide Mengen dieselben Elemente ha-
ben (vgl. jedoch Kapitel 1.3 iber Multimengen).

Allerdings wissen wir noch nicht, ob diese Mengen iiberhaupt
existieren. Aus dem Axiom 1 kénnen wir nur entnehmen, daf
es mindestens eine Menge gibt. Mengen, wie die eben beschrie-
benen, werden wir erst bilden diirfen, wenn wir das Axiom 5
zur Verfligung haben werden. Wir kénnen also die angegebenen
Mengen zunéchst nur mit Vorbehalt hinschreiben. Wir tun dies,
um dem Leser schon jetzt Beispiele an die Hand zu geben, an de-
nen er sich die Begriffe klar machen kann. Noch komplizierter ist
die Situation bei den Zahlenmengen, die wir auch gleich angeben
werden. Thre Existenz wird erst durch das Unendlichkeitsaxiom
6 (in Kapitel 11.1) gesichert werden. Dennoch wollen wir diese
Zahlenmengen als veranschaulichende Beispiele auch hier schon
heranziehen.

Es gelten folgende Elementbeziehungen:

5 E {1727 37 57 7}7
XZ e {UY,UZ, XY, XZ,2Y, 27},
6 ¢ {1,2,3}.

Wir verwenden in den folgenden Beispielen Mengen, die allge-
mein bekannt sind, deren genaue Definition, Konstruktion bzw.
Existenz wir erst spéater diskutieren werden.

Die natiirlichen Zahlen bilden die Menge N = {1,2,3,4,...}
nach Axiom 6. Wir verwenden weiter als Bezeichnung
7Z=4{0,1,—1,2,—2,...} = Menge der ganzen Zahlen,

Q = Menge der rationalen Zahlen,
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R = Menge der reellen Zahlen,
C = Menge der komplexen Zahlen.

Fiir eine Menge A ist {A} eine neue Menge mit genau einem
Element A, also gilt A € {A}. Mengen kénnen also auch als Ele-
mente von anderen Mengen auftreten. Es ist {1,2} € {{1,2}},
1 ¢ {{1,2}} und 1 € {1,2}. Es gilt nicht {1,2} C {{1,2}}.

Wir bemerken nochmals, daf die Existenz der oben angegebenen
Mengen noch nicht gesichert ist.

Ein wichtiges Prinzip zur Bildung von Mengen ist die Konstruk-
tion von Teilmengen. Wenn man die Elemente einer gegebenen
Menge A auf bestimmte Eigenschaften hin untersucht, natiirliche
Zahlen z.B. darauf hin, ob sie gerade sind oder nicht, so méchte
man diejenigen Elemente, die die gegebene Figenschaft besitzen,
zu einer neuen Menge B zusammenfassen. Diese wird natiirlich
eine Teilmenge von A sein. Fine Figenschaft fiir Elemente wird
haufig auch ein Prddikat oder eine Aussage genannt. Es muf}
fiir die betrachteten Elemente feststehen, ob sie die Eigenschaft
besitzen, bzw. ob sie die Aussage erfiillen.

Axiom 3. (Teilmengenaxiom oder Prinzip der Abstraktion)
Sei B eine Menge und 2( ) ein Pradikat fiir Elemente x (d.h. eine
Aussage fiir Elemente z, fiir die bei fester Wahl von x feststeht,
ob sie wahr oder falsch ist). Dann gibt es eine Teilmenge A von
B, die genau die Elemente b € B enthélt, fiir die 21(b) wahr ist.
Fiir A wird

A={blbe BAADb)} ={be Blab)}
geschrieben.

Bemerkung 1.7. Beispiele fiir Teilmengen sind

{x € N|z gerade} = Menge der geraden natiirlichen Zahlen,
{zlr e NAz <10} ={1,2,3,...,9},

{x|x € N A z ist Primzahl} = Menge der Primzahlen,

{z]r e RA 1 < a <2} =][1,2] abgeschlossenes Intervall,
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{zl]r e RA 1 < 2 < 2} = (1,2) offenes Intervall.
Seien by, ... ,b, € B. Dann ist

{bi,...,b}:={zlz € BA(z =0, Va=byV...Va=0,)}"

eine Teilmenge von B. Fiir b € B ist {b} C B. Eine weitere
Teilmenge von B ist

0:={zlr € BAz & B}.
Sie heifit [eere Menge. Es gibt genau eine leere Menge. Diese ist
Untermenge jeder Menge B (wegen Axiom 2 und Axiom 3). Nach
Axiom 1 ist bisher allein die Existenz von ) sichergestellt. Fiir
be Bist {b} C B.
Die Mengenbildung {z|l < x < 5} ist nicht sinnvoll, weil nicht
klar ist, aus welcher Grundmenge U die Elemente zu wéhlen
sind. Wir halten daher oft eine solche Grundmenge U, genannt
Universum, fest, aus der alle betrachteten Elemente stammen
sollen. Ist also U = {1,3,5,7,9,...} = Menge der ungeraden
Zahlen, so ist {z|l < <5} ={1,3,5}. Fir U =R ist {z|l <
x <5} =[1,5] (abgeschlossenes Intervall von 1 bis 5).

Definition 1.8. Seien A, B Mengen.

(1) Der Durchschnitt von A und B ist die Teilmenge derjeni-
gen Elemente aus A, die auch in B liegen:

ANB: ={zcAlre B} ={z|lr € ANz € B}
={x € Blx € A}.

(2) Die Komplementirmenge von B in A ist die Teilmenge
der Elemente aus A die nicht in B liegen (,A ohne B“):
A\ B:={x € Alz ¢ B}.

(3) Zwei Mengen A, B heiflen disjunkt oder fremd, wenn
ANnB=0.

(4) Die Komplementirmenge von B im Universum U wird
mit B bezeichnet.

3Mit dem Zeichen := wird das linke Symbol durch die rechte Seite
definiert.
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An dieser Stelle sollte angemerkt werden, daf} die Zeichen = und
& génzlich unterschiedliche Bedeutung haben.

Wenn wir jetzt von Elementen und Mengen als mathematischen
Objekten sprechen, so steht fest, ob zwei beliebig vorgegebene
Objekte gleich sind oder nicht. Das Gleichheitszeichen ist da-
mit zwischen Elementen bzw. Mengen definiert. Mehr noch, wir
konnen sogar einen Test angeben, mit dem man feststellen (auf
eine einfachere Frage zuriickfiihren) kann, ob zwei Mengen gleich
sind, namlich den im Axiom der Gleichheit (Axiom 2) angege-
benen Test. So sind z. B. die folgenden Mengen gleich:

{1,2,3} ={zlr eNAx <4}
={zlr e NA Jy € {1,2,3}x =4 —y]}.

Die Mengenlehre basiert jedoch auf dem Umgang mit logischen
Satzen, sogenannten Aussagen, iiber die feststeht, ob sie wahr
oder falsch sind. Verschiedene solche Aussagen kénnen logisch
aquivalent sein, d.h. von zwei logischen Aussagen P und () ist
P genau dann wahr, wenn () wahr ist. Wir schreiben dann P <
Q). Solche logisch dquivalenten Aussagen kommen in der Praxis
verhdltnisméaBig selten in der Mathematik jedoch sehr hdufig vor.
Ein Beispiel ist:
»n 1st die kleinste Primzahl.“ & _n ist die kleinste gerade
natiirliche Zahl.*

Das Gleichheitszeichen kann also nur zwischen Elementen bzw.
Mengen stehen, die doppelte Implikation nur zwischen logischen
Aussagen. Insbesondere beachte man, dal AN B eine Menge ist,
wahrend A C B eine Aussage ist.

Wir bemerken auch noch, dafl sowohl P & () als auch A = B
Aussagen sind, d. h. daf} bei beiden Ausdriicken der Wahrheits-
gehalt festgesteht.

Wir geben in der nichsten Folgerung eine Reihe von Regeln fiir
das Rechnen mit Mengen an. Viele der Rechenregeln sind un-
mittelbar klar, andere bendtigen einen etwas ausfithrlicheren Be-
weis. Wir verzichten hier auf Beweise dieser Aussagen, da wir sie
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zum Teil auch spéater in allgemeinerer Form in Kapitel [.3 wieder
finden werden. Lediglich eine Aussage beweisen wir, damit der
Leser sieht, wie er solche Beweise fiithren sollte.

Folgerung 1.9. (Rechenregeln der Mengenalgebra)

(1) An B=BnNA, (Kommutativgesetz)

(2) (ANB)NC =AN(BNC), (Assoziativgesetz)

(3) AN A=A, (Idempotenzgesetz)

(4) AN B C A, ANBCB.

(5) Gilt fir eine Menge C: C C ANC C B, dann folgt
CCANB.

6) A\B=A\(ANB),

)V A\(A\ B)=ANB,

8) A\ D= A, A\NA=0,

9) (A\ B) C A,

BEWEIS. Die meisten Beweisschritte sind unmittelbar einsich-
tig. Als Muster beweisen wir den ersten Teil von (8): Wegen 1.5
(3)ist A\ND C Aund A C A\ 0 zu zeigen. A\ ) C A gilt we-
gen 1.8 (2). Fir A C A\ 0 haben wir nach Definition zu zeigen:
Velr € A= a2 € A\0]. Seia € A. Dann ist a € Aund a & ()
(Eigenschaft der leeren Menge), also a € {x € Alz & 0} = A\ (.
Also gilt Va[z € A = 2 € A\ 0] und damit ist A C A\ @
gezeigt. Also gilt A\ =A. O

(
(
(
(

In der folgenden Definition verwenden wir eine typische Schluf}-
weise der Mengenlehre. Wenn eine Menge M nicht leer ist, dann
muf sie ja mindestens ein Element enthalten. Wir kénnen also
ein (ansonsten beliebiges) Element ag aus dieser Menge M finden
und damit weitere Untersuchungen durchfithren.

Definition 1.10. Sei M eine Menge, deren Elemente selbst Men-
gen sind, und sei M #£ (). Sei Ag € M. Dann ist der Durchschnitt
der Mengen aus M definiert als

(H{AlAem}: ={ala€ Ag A VA€ Ma € A}
= {a|VA € Ma € A}
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Die erste Gleichung zeigt, dal N{A|A € M} als Teilmenge von
Ag existiert. Dann kann N{A|A € M} aber durch die zweite
Gleichung beschrieben werden und ist daher von der Wahl von
Ap unabhéngig.

Der Leser mége sich klarmachen, daf fiir Durchschnitte die fol-
gende Folgerung gilt.

Folgerung 1.11. Sei B eine Menge. Es gilt VA € M[B C A
genau dann, wenn B C N{A|A € m}. Weiter ist der Durch-
schnitt N{A|A € M} die grofite Menge X mit der Figenschaft:
VA emX C A

Axiom 4. (Vereinigungsmengenaxiom )

(1) Sind A und B zwei Mengen, dann gibt es eine Menge,
Vereinigungsmenge von A und B genannt und mit AU B
bezeichnet, die genau die Elemente enthilt, die in A oder
B enthalten sind:

AUB ={z|lr € AV e B}

(2) Sei M eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind.
Dann gibt es eine Menge, Vereinigungsmenge genannt
und mit U{A|A € M} bezeichnet, die genau die Elemente
enthilt, die in mindestens einem A € M liegen:

{A|A € m} = {234 € m[z € A]}.

Bemerkung: (1) folgt nicht aus (2), weil wir nicht wissen, ob es
eine Menge { A, B} gibt. Es ist J{A]|4 € 0} = 0, denn mit m =0
ist {z|3A € Mm[x € A]} = (: ware diese Menge nicht leer, so gabe
es ein x in ihr, also wire x € A fiir ein A € M, also wire M £ ().
Das ist ein Widerspruch!

Wir geben jetzt eine Reihe weiterer wichtiger Regeln fiir das
Rechnen mit Mengen an. Auch hier verzichten wir auf ausfithr-
liche Beweise, verweisen dazu aber auf Kapitel 1.3.
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Folgerung 1.12. (Weitere Rechenregeln der Mengenalgebra)
Seten A, B, C Mengen und U ein Universum. Dann gelten

(1) AUB = BUA, (Kommutativgesetz)

(2) (AUB)UC = A U (BUC), (Assoziativgesetz)

(3) AUA = A, (Idempotenzgesetz)

(4) n(BU C) (AN B)U(ANC), (Distributivgesetze)
UBNC)=(AUB)N(AUC),

(5) A\ (BNC) =(A\B)U(A\C), (de Morgansche Gesetze)

AV(BUC) = (4 B) 0 (A\ ),

(BNC)=BUC,
(BUC)=BnC,
(6) A= A, (Gesetz vom doppelten Komplement)
(7) AU =A, ANU = A, (Gesetz von der Identitit)
(8) AUA = U ANA=10, (Gesetz vom Inversen)
(9) AUU =U, AN =0, (Dominierungsgesetz)
(10) AU(ANB)=A,AN(AUB) = A, (Absorptionsgesetz).
(11) (A\ B)UuB=AUB.

Definition 1.13. Seien A, B Mengen. Die symmetrische Diffe-
renz von A und B ist die Menge

AAB:={r € AUB)lzx ¢ ANB}=(AUB)\ (AN B).

Folgerung 1.14. (Weitere Rechenregeln der Mengenalgebra)

(1) AAB = (A\ B)U(B\ A),

(2) AAB = BAA,

(3) AA(BAC) = (AAB)AC,
(4) AAA = @
(5)

Bemerkung 1.15. (Venn Diagramme) Man stellt sich Mengen
oft als Teilmengen der Ebene, eingegrenzt durch Kurven, vor.
Diese Vorstellung hilft Beweise fiir die genannten Rechenregeln
zu finden. Sie ersetzt aber nicht einen exakten Beweis.
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Einzelne Menge:

A
A=
Durchschnitt: A B
ANB=
Vereini :
ereinigung 4 B
AUB =
Komplement:
A B
A\ B =
Symmetrische Differenz:
A B
AAB =

(AUB)NC=(AnB)uC:

1 AB

fiihrt zu folgendem Beweis:




1. MENGEN 15

AUB=2U3U5U6U7, C=4U6U7TUS, (AUB)NC =
6UTUS, = (AUB)NC =1U2U3U4US5.
A=1U3U4U6, B=1U2U4U7 ANB=1U4, C =
lU2U3U5 = (ANB)UC=1U2U3U4U5.

Bemerkung 1.16. (Mengen im Computer) Im Computer wer-
den Mengen von Zahlen oder Daten gespeichert, z.B. die Adress-
daten von Geschiftspartnern, die statistisch verteilten Werte von
wiederholten Strahlungsmessungen, die Buchstaben des Alpha-
bets, die natiirlichen Zahlen.

Sie werden dann als Menge im obigen Sinn aufgefaBt werden
miissen, wenn mengentheoretische Operationen vorkommen, z.B.

{Buchstaben des Alphabets} U{ Ziffern 0,...,9}.

Es bieten sich grundsitzlich zwei verschiedene Arten an, wie
man Mengen im Computer realisieren und speichern kann. Ein-
mal kann man alle Elemente einer Menge einzeln abspeichern.
Aufgrund der Endlichkeit des Speichers kann man so natiirlich
nur verhdltnisméafig kleine Menge erfassen, wie das Alphabet,
die Eintrdge eines Lexikons oder die Daten einer statistischen
Erhebung, zum Beispiel einer Volkszahlung. Durch die Speiche-
rung aller Elemente einer Menge sind auch wiederholte Eintrége
desselben Elements méglich, die Ordnung des Speichers bedingt
auch eine Ordnung der Elemente der Menge. Es entsteht eine
geordnete Liste, deren Definition und Struktur wir spéter unter-
suchen.

Ist die Datenmenge jedoch zu grof, gar unendlich, wie z.B. N
oder 2N, so muf} das Bildungsgesetz selbst abgespeichert wer-
den. Die natiirlichen Zahlen betrachtet man als die Menge, die 1
enthalt und durch fortlaufendes Addieren von 1 zu immer neu-
en Zahlen kommt, die geraden Zahlen entstehen aus 2 und den
Zahlen, die man durch fortlaufendes Addieren von 2 erhélt. Man
hat damit zwar nicht alle Elemente ,gleichzeitig® im Compu-
ter zur Verfiigung, kann aber im Beispiel der natiirlichen Zah-
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len jede einzelne beliebig gewdhlte natiirliche Zahl nach end-
licher Rechenzeit erhalten und zum Beispiel auf dem Drucker
ausdrucken. Auf diese Weise kann man auch noch sogenannte
abzdhlbare Mengen elementweise beherrschen. Schliesslich kann
man statt der Angabe eines Bildungsgetzes und damit der Kon-
struktionsmoglichkeit jedes einzelnen Elements viel grolere Men-
gen dadurch beherrschen, daf man lediglich einen Algorithmus
angibt, der von einem vorgegebenen Element feststellt, ob es der
definierten Menge angehort. Diese Darstellung von Mengen fallt
jedoch schon unter die Moglichkeiten, Teilmengen (des Univer-
sums ,aller Elemente*) darzustellen.

Die Menge 2N erhélt man auch als {¢ € N|ds € N[2s = ¢]}. Diese
endliche Zeichenfolge kann gespeichert werden. Haufig stellt man
sich also auf den Standpunkt, dafl ein Universum als Grundmen-
ge gegeben ist, beschrieben etwa durch den Aufbau der verwen-
deten Elemente (z.B. alle Worte, die man mit Buchstaben und
Ziffern — alphanumerisch — schreiben kann), und beschreibt die
interessierenden Teilmengen A von U durch ein Pradikat 21(z),
also A = {z|%(x)} = {& € UlA(x)}, durch das festgestellt wer-
den kann, ob ein gegebenes Element der Teilmenge angehért.
2(x) ist dann ein Algorithmus, der fiir ein gegebenes Element «

einen Wert wahr (x € A) oder falsch (x ¢ A) ausgibt.

Fiir endliche elementweise im Computer gespeicherte Mengen
U gibt es noch ein weiteres haufig verwendetes Verfahren, um
Teilmengen A C U zu definieren. Man stellt einen weiteren Spei-
cher zur Verfiigung mit ebenso vielen Bits Speicherraum, wie die
Grundmenge Elemente hat. Jedem Element = von U steht da-
mit also sein eigener zusatzlicher Speicher von 1 Bit Lénge zur
Verfiigung. Um jetzt eine Teilmenge A zu bilden, schreibt man
fiir diejenigen Elemente x € U, die in A liegen, eine 1 in den
zu x gehorigen Speicher. Fir die Elemente @ € U mit « ¢ A
schreibt man eine 0 in den zugehérigen Speicher. Man hat damit
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eigentlich eine Funktion y4 : U — {0, 1} definiert mit

(2) 1, fir = € A,
) =
xa 0, fir « ¢ A.

Dadurch ist die Teilmenge A aber offensichtlich vollstandig be-
stimmt. Die Funktion x4 nennt man auch charakteristische
Funktion von A (vgl. auch Kapitel 1.3).

Zum Beispiel kann man bei der Beschreibung von Farbmischun-
gen aus den 3 Farben U := {blau, griin, rot} insgesamt 2* =
verschiedene Teilmengen finden. Die Teilmenge {blau, rot} wird

dabei dann durch die Bitfolge 101 definiert.

Bemerkung 1.17. (Mengenoperationen im Computer)

(1) Der Fall endlicher Mengen: Sind zwei endliche Mengen A und
B als geordnete Listen gegeben, so kann man A U B darstellen
durch Bildung einer neuen Liste, in die alle Elemente aus A und
B aufgenommen werden, im einfachsten Fall durch ein Aneinan-
derhdngen der Listen, oder dadurch, dafl man sich merkt, dafl die
Elemente aus AU B solche sind, die in A oder in B liegen, beide
Mengen also zur Wahl eines Elements zulafit. Der Durchschnitt
AN B ist fir die Bildung einer neuen Gesamtmenge schwieriger,
weil man hier tatséchlich eine neue Liste konstruieren muf}, zum
Beispiel nach dem Verfahren, alle Elemente aus A zu durchlau-
fen (das sind nur endlich viele!) und zu untersuchen, ob sie in B
liegen, und die dabei gefundenen Elemente in eine neue Liste auf-
zunehmen. Aber auch hier kann man stattdessen die abstrakte
Beschreibung des Durchschnitt verwenden, also nur solche Ele-
mente, die man sowohl in A als auch in B vorfindet (in A und
in B). Ahnliche Uberlegungen gelten fiir das Komplement A\ B
und die symmetrische Differenz AAB. Wenn man Teilmengen A
und B eines Universums U betrachtet und diese durch Bitfolgen,
d.h. durch ihre charakteristischen Funktionen x4 bzw. xyp dar-
stellt, so ist die Vereinigung einfach durch die charakteristische
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Funktion
XAuB(z) = max(xa(x), yB())

oder durch die OR Operation auf den Bitfolgen zu erhalten. Ahn-
lich erhédlt man den Durchschnitt durch

XanB(z) = min(x4(z), xB())

oder durch die AND Operation auf den Bitfolgen (vgl. hierzu
Kapitel 1.3).

(2) Der Fall groler und unendlicher Mengen gestattet nicht mehr
eine elementweise Aufbereitung der neuen Menge AU B, AN
B, A\ B bzw. AAB, allein schon weil die Ausgangsmengen A
und B nicht elementweise, sondern durch ein Pradikat gegeben
sind. Von den neuen Mengen sind also wieder die entsprechenden
Préadikate zu bilden. Dazu verwenden wir die logischen Zeichen
V (oder), A (und) und — (nicht). Wir legen auflerdem ein Uni-
versum U zugrunde, in dem sich alles abspielt. Seien die Mengen

A={z e Ul(z)}und B = {z € U|B(x)} gegeben. Dann gelten

AUB — (v € Ula(x) v B(x)).
AN B — {v € Ula(x) A B(x)).
A\ B = {z € Uja(z) A =B(z)},
AAB = {x € Ul(a(x) V B(x)) A ~(2(x) A B(x))}.

Das Rechnen mit Mengenoperationen kann also iibersetzt wer-
den in ein Rechnen mit Prédikaten. Die Vereinigung entspricht
dabei dem logischen OR, der Durchschnitt dem logischen AND.
Die Komplementédrmenge kann mit den logischen Operationen
AND NOT erhalten werden und die symmetrische Differenz mit
( OR ) AND NOT ( AND ). Mit diesen Zusammenhéangen wer-
den wir uns spéater noch genauer beschéaftigen, vor allem bei der
Untersuchung von Strukturen in der Logik. Bis dahin fassen wir
die logischen Operationen und Aussagen in ihrer urspriinglichen,
naiven Bedeutung auf.
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Axiom 5. (Potenzmengenaxiom)

Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, Potenzmenge von A ge-
nannt und mit P(A) bezeichnet, die genau alle Teilmengen von
A als Elemente enthélt. Diese wird auch mit

P(A)={B|B C A}
bezeichnet.

Beispiele 1.18. P({)) = {0} ist eine Menge mit einem Element.
P({a}) ={0,{a}} ist eine Menge mit zwei Elementen.
P({a,b}) = {0,{a},{b},{a,b}} ist eine Menge mit vier Elemen-

ten.

Folgerung 1.19. (Rechenregeln)

(1) P(A)nP(B) =P(AN B),
(2) P(A)UP(B) C P(AU B),
(3) AC B= P(A) C P(B),
(4) {BIBeP(A)} =0, U{B|BcPA)} = A

Jetzt sind wir endlich soweit, dal wir die Existenz von gewissen
interessanten Mengen beweisen kénnen, die wir frither schon in
Beispielen betrachtet haben, ohne zu wissen, ob sie existieren.

Folgerung 1.20. Seien ay,...,a, FElemente. Dann gibt es ei-
ne Menge {a,... ,a,}. Seien Aq,..., A, Mengen. Dann gibt es
cine Menge {Ay,... A}

BEWEIS. Nach Axiom 1 (3) gibt es zu jedem Element a; eine
Menge A; mit a; € A;. Nach Axiom 4 (1) kann man die Mengen
Bl = Al, B2 = Bl UAQ, B3 = BQUA:)),... 7Bn = Bn—l UAn
bilden, also Bn == ( .. ((A1UA2)UA3)U .. An_l)UAn == A1UA2U
AsU...UA,_1 UA, (nach 1.12 (2)). Damit gilt a; € B,,as €
B,,...,a, € B,. Dann ist {a,az,...,a,} := {& € B,z =
a;Va=ayV...x =a,} nach Axiom 3 eine Menge.
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Die Mengen A;, Ay,..., A, sind selbst Elemente, denn es gilt
A; € P(A;). Dann kann die erste Aussage dieser Folgerung ver-
wendet werden, um die Existenz der Menge {A;,...,A,} zu
erhalten. [J

Wir beenden diesen Paragraphen mit der berithmten Russel-
schen Antinomie. In der naiven Mengenlehre, die versucht, auf
der Mengendefinition von Georg Cantor aufzubauen, kann man
die Menge aller Mengen ebenfalls bilden. Russel hat dann ge-
zeigt, daf dieser Begriff einen Widerspruch in sich tragt. In ei-
nem axiomatischen Aufbau, wie wir ihn hier betrachten, 16st sich
dieser Widerspruch in der Aussage, daf} es nicht die Menge aller
Mengen geben kann. Dieser Beweis der Nicht-Existenz einer be-
stimmten Menge wird in &hnlicher Form in der Informatik dazu
verwendet, zu zeigen, daf} es gewisse Programme, die bestimmte
Forderungen erfiillen sollen, nicht geben kann, etwa Programme,
die von beliebigen vorgegebenen Programmen mit zugehorigen
Dateneingaben feststellen kénnen, ob sie abbrechen oder nicht.

Bemerkung 1.21 (Das Russelsche Paradoxon). Die Men-
ge aller Mengen existiert nicht. Wenn es ndmlich eine Menge
0 = {A|A ist eine Menge} aller Mengen gébe, dann wére auch
X :={A € QA ¢ A} eine Menge und ebenso V := Q\ X =
{A € QA € A}. Wire nun X € X, so folgte nach der Defini-
tion von Y daraus X € Y. Da weiter Y = Q \ X gilt, kann X
nicht Element von X sein; es gilt also X ¢ X. Wére umgekehrt
X ¢ X, so folgte daraus X € X nach der Definition von X. In
beiden Fallen haben wir einen Widerspruch zu Axiom 1 erhalten.
Deshalb kann X nicht existieren und damit auch nicht €.

2. Relationen und Abbildungen

Wir beginnen mit einer Vorbemerkung zum naiven Begriff ei-
nes Paares. Seien a und b zwei nicht notwendig verschiedene
Elemente. Ein Paar (a,b) hat zwei Elemente, eines, a, an er-
ster Stelle, und ein weiteres, b, an zweiter Stelle. Dabei diirfen «
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und b auch gleich sein. Zwei Paare werden als gleich angesehen:
(a,b) = (x,y) genau dann, wenn a = & und b = y gelten. Haufig
spricht man auch von einem geordneten Paar (im Unterschied zu
einer Menge {a,b} mit einem (a = b) oder zwei (a # b) Elemen-
ten). Es gilt fiir a # b zwar {a,b} = {b,a}, aber (a,b) # (b,a).
Die exakte mengentheoretische Erfassung dieses Begriffs gibt die

Definition 2.1. Seien a und b zwei nicht notwendig verschie-
dene Elemente. Dann wird das (geordnete) Paar (a,b) definiert

durch

(a,0) := {{a},{a,b}}.
a heift erstes Element des Paares (a,b), b heifit zweites Element
des Paares (a,b).

Bemerkung: Diese Menge existiert nach 1.20.

Der Wert dieser recht unanschaulichen Definition liegt darin, dafl
man den Begriff eines Paares so mit Hilfmitteln der Mengenlehre
ausdriicken kann und das folgende fundamentale Lemma bewei-
sen kann.

Lemma 2.2. (a,b) = (¢,d) <= a=cAb=d.

BEWEIS. ,,<=": Folgt aus der Eigenschaft der Gleichheit, da
man in einem Ausdruck gleiche Elemente a = ¢ bzw b = d erset-
zen darf und dabei der Ausdruck gleich bleibt.

»=—=": Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: « = b. Dann ist (a,b) = (a,a) = {{a},{a,a}} =
{fa) {a}} = {{a}}. Wegen {{c} {e.d}} = (ed) = (a.b) =
{{a}} folgt {c} = {a} und {¢,d} = {a}, alsoc=aund d = a =
b.

2. Fall: @ # b. Dann hat {a,b} genau zwei Elemente. Wegen
{fa}{,b}} = (@b) = (c,d) = {{c}, {e d}} folat daber {a,b} €
{{c},{c,d}}, also muB {a,b} = {c,d} gelten (denn {a,b} = {c}
wiirde ¢ = ¢ = b implizieren, was nach Voraussetzung nicht
moglich ist). Damit ist auch ¢ # d. Dann folgt {a} = {¢} und
a=c. Aus {a,b} = {c,d} folgt dann b=d. O
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Definition und Lemma 2.3. Zu je zwei (nicht notwendig ver-
schiedenen) Mengen A und B gibt es die Menge

Ax B:={(a,b)la e ANbE B},

genannt Produkt der Mengen A und B (auch Produktmenge, kar-
tesisches Produkt, direktes Produkt).

BEWEIS. Die Existenz ergibt sich aus der Tatsache (a,b) €
P(P(AU B)), denn {a} € P(A) C P(AU B) und {a,b} €
P(AU B) impliziert (a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(AU B)). Dann

setzen wir
Ax B:={z € P(P(AUB))|3a € A,b <€ B[z = (a,b)]}.

Das ist genau die Menge aller Paare (a,b) mit erstem Element
in A und zweitem Element in B. O

Wenn die Menge A oder die Menge B leer ist, passiert etwas
Merkwiirdiges. Fs kann dann ndmlich kein Paar in A x B geben,
denn das erste Element a eines solchen Paares (a,b) wire ein
Element in A und das zweite Element b ware ein Element in B,
was nicht gleichzeitig sein darf. Andrerseits gibt es sicher Paare
der Form (a,b), wenn A und B nicht leer sind. Also gilt:

Folgerung 2.4. Ax B=0 < A=10 oder B =1.

Bemerkung 2.5. Wir verwenden in Zukunft lediglich die Tat-
sache, dafl wir zu je zwei Elementen « und b ein Paar (a,b) (als
Menge) bilden kénnen (Existenz), dafi die Produktmenge A x B
von Paaren existiert und dafl zwei Paare genau dann gleich sind,
wenn ihre Komponenten gleich sind (2.2). Die exakte Definition
wird nicht mehr weiter benétigt.

Definition 2.6. Seien a, b, ¢ drei (nicht notwendig verschiedene)
Elemente. Ein Tripel (a,b,c) ist definiert durch

(a,b,¢):=((a,b),c).
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Bemerkung 2.7. Analog zu den Paaren gilt
(a,b,¢) = (z,y,2) = a=axANb=yANc=z.

Wir kommen jetzt zu dem zentralen Begriff dieses Paragraphen.
Wir wollen méglichst allgemein Beziehungen zwischen Elemen-
ten in zwei Mengen A und B beschreiben. Wie kann man eine
Bezichung, eine Verbindung, einen Zusammenhang oder Ahnli-
ches zwischen einem Element ¢ € A und einem Element b € B
moglichst allgemein fassen? Das tun wir, indem wir schlicht und
einfach sagen, ob die gewiinschte Beziehung zwischen ¢ und b
existiert oder nicht. Dann kénnen wir diejenigen Paare (a, b), fiir
die @ in der gewiinschten Beziehung zu b steht, in einer Menge R
zusammenfassen und kénnen dann genau feststellen, ob eine Be-
ziehung zwischen « und b besteht, indem wir ndmlich (a,b) € R
tiberpriifen. Auf diese Weise legen wir den Begriff der Beziehung,
oder wie wir dann sagen werden, der Relation, in keiner Weise
weiter fest, als dafl zwischen Elementen aus A und solchen aus
B eine Beziehung bestehen kann.

Um Relationen gut unterscheiden zu kénnen, fiigen wir in der
Definition auch noch die beiden Mengen A und B hinzu und
definieren wie folgt:

Definition 2.8. Eine Relation p = (A, B, R) ist ein Tripel von
Mengen A, B, R mit R C A x B.
Ist p = (A, B, R) eine Relation, so schreiben wir gelegentlich
auch

apb <= (a,b) € R.
p heifit auch Relation von A in B, von A nach B oder zwischen
A und B. Eine Relation der Form p = (A, A, R) heifit bindre
Relation auf A.

Da der Begriff der Relation so allgemein formuliert worden ist,
wird es viele Beispiele dafiir geben. Wir geben hier nur einige
wenige an, weitere werden sich spéter ergeben.
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Beispiele 2.9. (1) p = (A, B, A x B) heifit die grofite Re-

(2)

(3)

(4)
(5)

lation zwischen A und B. Jedes Element a € A steht in
Relation oder Beziehung zu jedem Element b € B.

p = (A, B,0) heifit die kleinste oder leere Relation zwi-
schen A und B. Dieses ist eine Relation, weil ) C A x B.
Bei ihr steht kein Element aus A in Relation zu einem
Element in B.

p = (A A {(a,a)la € A}) heiit die identische oder
Gleichheitsrelation von A. Zwei Elemente stehen in Re-
lation zueinander genau dann, wenn sie gleich sind. Diese
Relation ist also aus dem Gleichheitszeichen entstanden.
p=(RB,R {(z,2?%) |z € R})ist die reelle Funktion z*. Jedes
r € R steht namlich in Relation zu 2% € R.

Die Relation

p=(P(A),P(A),{(B,C)e P(A) x P(A)|B CC)

ist die Teilmengenrelation auf der Menge der Teilmengen
von A, d.h. auf der Potenzmenge von A.

Die Relation p = (I, N, {(m,n)|m,n € NAm < n}) ist
die Anordnungsrelation < auf den natiirlichen Zahlen. Es
gilt mpn < (m,n) € p <= m < n. Man schreibt
daher auch p = <. Eine graphische Darstellung fiir diese
Relation ist

410 00 © @ @ @ @
3100 e 0o 0 0 0 @
210 060606 06 0 0 @
1 |o o o 0o 06 0 0 @

12345678

wobei die Elemente aus R = {(m,n)|m,n € NAm < n}
durch dicke Punkte dargestellt sind und die Elemente aus
N x N, die nicht in R liegen, durch kleine Kreise dargestellt
sind. An dieser Darstellung sieht man auch deutlich, wie
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die Relation R als Teilmenge des Produkts N x N aufgefaft
wird.

(7) Ist B C C eine Teilmenge, so ist p = (B,C, R) mit
R = {(b,b) € Bx C|bec B} eine Relation, genannt Inklu-

stonsrelation.

Bemerkung 2.10. Zwei Relationen p; = (Ay, By, Ry) und py =
(Ag, By, Ry) sind genau dann gleich, wenn A; = Ay, By = By und
Ry = R, gelten. Es sind daher die Relationen (N,N,{(n,n)|n €
N}) und (N,R,{(n,n)|n € I}) verschieden. Ist eine der Mengen
A oder B leer, so gibt es genau eine Relation zwischen A und
B, namlich die leere Relation. Fiir A = () und eine Relation

p=(0,B,R) ist namlich R C 0 x B =10 (vgl. 2.4), also R = {.

Definition 2.11. Sei p = (A, B, R) eine Relation. Wir definie-
ren

(1) Quelle von p = Qu(p) := A,

(2) Ziel von p = Zi(p) := B,

(3) Graph von p = Gr(p) := R,

(4) Urbild von p = Ur(p) := {ala € AN 3b € B[(a,b) € R]},
(5) Bild von p = Bi(p) := {blb € B A Ja € A[(a,b) € R]}.

Definition 2.12. Seien die Relationen p = (A, B, R) und o =
(B, C,S) gegeben. Dann heifit die Relation

op:=(A,CT)
mit
T :={(a,¢)|(a,c) € Ax CAIbe Bl(a,b) € RA(b,c) € S]}

die Produkt- oder Verkniipfungsrelation von p und o. Gelegentlich
schreibt man fiir die Produktrelation auch o o p := op. Man
beachte, dafl op nur definiert ist, wenn Zi(p) = Qu(o) gilt. Man
beachte weiterhin die Reihenfolge von p und ¢ in der Produkt-
schreibweise op.
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Ist p die Teilmengenrelation von Beispiel 2.9 (5), so gilt pp = p,
weil B C C' und C' C D impliziert B C D.

Besonders wichtige Relationen in der Mathematik sind die Ab-
bildungen, die Aquivalenzrelationen und die Ordnungen. Wir be-
sprechen zunachst den Begriff der Abbildung. In der Informatik
werden oft Abbildungen bendtigt, die nicht total definiert sind.
Das sind die partiellen Abbildungen.

Definition 2.13. Eine Relation oo = (A, B, R) heifit eine parti-
elle Abbildung, wenn gilt

\V/CLEA\V/bl,bzeB[(a,bl)ER/\(a,bg)ER:>61262]. (1)

In Worten ausgedriickt heifit das, dal zu jedem Element a € A
héchstens ein Element b € B mit (a,b) € R existiert. Wenn
(a,b) € R gegeben ist, dann schreiben wir fiir das eindeutig
durch a definierte b auch a(a) (Funktionsschreibweise). Es gilt
also mit dieser Festlegung

(a,b) € R <= b= a(a).

Eine weitere Bezeichnungsweise fiir (a,b) € R = Gr(«) ist auch
a =5 b oder a — b mit der Sprechweise ,,dem Element a wird
durch o das Element b zugeordnet.“ Man nennt b auch das Bild
von a bei a und @ ein Urbild von b bei . Man beachte, dafl b
zwar durch die Vorgabe von a eindeutig bestimmt ist, daf} aber
a keinesfalls eindeutig durch b bestimmt ist, wenn b = a(a) gilt.
Das Bild von « ist eine Teilmenge von B, das Urbild von « eine
Teilmenge von A. Beide Teilmengen kénnen echte Teilmengen
sein. Man nennt das Bild von o« auch den Wertebereich (engl.
range) und das Urbild von « den Definitionsbereich (engl. do-
main).

Eine partielle Abbildung o = (A, B, R) wird auch mit der
Schreibweise o : A — B oder A = B bezeichnet. Gelegentlich
schreiben wir auch a: A3 a— b€ Boder A> ar— afa) € B,
wobei haufig a(a) auch ersetzt wird durch eine Formel mit der
a(a) aus a berechnet werden kann.
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Eine wesentliche Aufgabe wird es wieder sein festzustellen, ob
zwei partielle Abbildungen gleich sind oder nicht, so wie wir
schon Kriterien dafiir haben, ob zwei Mengen gleich sind (Axiom
2), zwei Paare gleich sind (2.2) oder ob zwei Relationen gleich

sind (2.10).

Bemerkung 2.14. Zwei partielle Abbildungen o = (A, B, R)
und 3 = (C, D, 5) sind genau dann gleich, wenn gelten

Qu(o) = Qu(s),
Zi(a) = Zi(f),

Ur(a) = Ur(f) und

Va € Ur(a)[a(a) = B(a)].

Definition 2.15. Eine Relation a = [A, B, R| heifit eine Ab-
bildung, eine Funktion oder eine Familie, wenn « eine partielle

Abbildung ist und gilt
Va € AJb € B[(a,b) € R]. (2)

Benutzt man fiir o die Bezeichnung Familie, dann heifit A die
Indexmenge der Familie.

Die Bedingungen (1) und (2) konnen wie folgt ausgedriickt wer-
den: Zu jedem a € A existiert genau ein b € B mit (a,b) € R. Bei
einer Abbildung stimmen Definitionsbereich und Quelle iiberein:

Ur(a) = Qu(a)?.

Warum sind hier drei verschiedene Ausdriicke, ndmlich Abbil-
dung, Funktion und Familie, fiir denselben Begriff eingefiihrt
worden? Man verwendet diese Begriffe in verschiedenem Zusam-
menhang. Von einer Funktion, statt von einer Abbildung, spricht
man oft, wenn das Ziel der Abbildung eine Menge von Zahlen
ist. Man denkt dabei z.B. an die Sinusfunktion (sin(x)) oder
die Exponentialfunktion (e” = exp(x)). Zum Begriff der Familie
werden wir noch mehr im Zusammenhang mit Produkten sagen.

4Wir werden hiufiger Aussagen von der Form ,.es gibt genau ein Element
mit ...“ benotigen und verwenden dafiir die Abkiirzung 3;.
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Wir kénnen jetzt schon andeuten, dafl man sich bei einer Fami-
lie mehr die Kollektion der Bildelemente vorstellt, wihrend man
bei einer Abbildung mehr an eine Zuordnungsvorschrift denkt.

Definition 2.16. Sei a: A — B eine Abbildung und A, C A.
Dann heifit a4, := (Ao, B, Gr(a) N (A x B)) die Finschrinkung

von « aul Ag. Weiter definieren wir
a(Ay) 1= {alo)|e € Ao},
Fir By C B definieren wir
a ' (By) := {x € Ala(z) € By}
SchlieBlich sei
a™(b) = a7 ({b}),

genannt Urbild von b.

Unter den vielen verschiedenen Abbildungen spielen die folgen-
den eine herausragende Rolle.

Definition 2.17. (1) Eine Abbildung o : A — B heifit sur-
jektiv oder eine Surjektion oder eine Abbildung von A auf
B, wenn gilt

Vb € Bia € Al(a,b) € R], (3)

das heifit, alle Elemente aus dem Ziel von « sind Bilder
von Elementen aus der Quelle von «, also Bi(a) = Zi(«).
(2) Eine Abbildung o : A — B heifit injektiv oder eine

Ingektion oder eine eineindeutige Abbildung, wenn gilt:

Vb € BYay,az € Al(a1,b) € R A (az,b) € R = a1 = as),

(4)

das heifit, je zwei verschiedene Elemente aus A werden
auf verschiedene Elemente aus B abgebildet.

(3) Eine Abbildung o« : A — B heifit bijektiv oder eine

Bijektion, wenn « injektiv und surjektiv ist.
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Bemerkung 2.18. Ist o = (A, B, R) eine Relation, so defi-
nieren wir eine Relation o' := (B, A, R') durch die Bedingung
(b,a) € R <= (a,b) € R und bezeichnen o als Umkehrre-
lation. Ist « eine bijektive Abbildung, so ist o' ebenfalls eine
bijektive Abbildung. Die Gesetze (3) und (4) fiir die Relation «
sind namlich die Gesetze (2) bzw (1) fiir die Umkehrrelation o
und die Gesetze (1) und (2) fiir o sind die Gesetze (4) bzw. (3)

fiir .

Beispiele 2.19. (1) Die identische Relation 2.9 (3) ist eine
Abbildung, die identische Abbildung oder Identitdt, be-
zeichnet mit 14 : A — A oder idy : A — A.

(2) N3 n+— 2-n €Nist eine Abbildung.

B)N>nw—2-n€{2,4,6,8,...} ist verschieden von der
Abbildung unter (2) (die Ziele sind verschieden). Die Ab-
bildung unter (2) ist injektiv, aber nicht surjektiv. Die
Abbildung unter (3) ist bijektiv.

(4) B 3 r+— [r] € Z, wobei [r] die grofite ganze Zahl < r sei,
ist surjektiv, aber nicht injektiv.

(5) @5 g+ q € Rist eine (injektive) Inklusionsabbildung.

(6) R > r — 2 € RY := {r € Blr > 0} ist eine bijektive
Abbildung.

Lemma 2.20. Seien o : A — B und § : B — C Abbildun-
gen. Dann ist das Produkt oder die Komposition (fa: A — C
wieder eine Abbildunyg.

BEwWEIS. Wir wissen aus der Diskussion in 2.12, dafli A die
Quelle der Produktrelation S ist, und dafi C' das Ziel ist. Es
bleibt zu zeigen, dafl die Produktrelation eine Abbildung ist.
Zu jedem a € A gibt es genau ein b € B mit a(a) = b (d.h.
(a,b) € Gr(e)). Zu diesem b € B gibt es genau ein ¢ € C
mit 3(b) = ¢ (d.h. (b,¢) € Gr(f3)), also auch mit (fa)(a) =
¢ (d.h. (a,¢) € Gr(Ba)). Das Element ¢ € C ist auch durch
die Bedingung (a,c) € Gr(fa) eindeutig festgelegt. Ist namlich
¢ € C mit (a,c') € Gr(fa), so gibt es nach Definition 2.12 ein
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b € B mit (a,0) € Gr(a) und (¥, ¢) € Gr(3). Aus der ersten
Bedingung folgt &' = b, weil a eine Abbildung ist. Damit ist
(b,c') € Gr(f), also ¢ = ¢, weil 3 eine Abbildung ist. Daher ist
¢ € C mit der Eigenschaft (a,c) € Gr(Ba) durch a eindeutig
bestimmt.

Wir kénnen jetzt insbesondere einfach schreiben (fa)(a) = ¢ =

p(b) = Blala)). O

Lemma 2.21. (1) Seten o« : A — B, : B — C und
v : C — D Abbildungen. Dann ist (v3)a = vy(fa) (As-
soziativgesetz).

(2) Fir Abbildungen o : A — B und 3 : C — A und 14
gelten: 140 = 0 und ol, = a. (Gesetz von der Identitit).

BEWEIS. Es ist leicht zu sehen, dafl die Komposition der Ab-
bildungen méglich ist, Quelle und Ziel jeweils iibereinstimmen.

Es geniigt daher ((v8)a)(a) = ~(8(ala))) = (yv(Ba))(a),
(1aB)(c) = 14(B(c)) = Blc) und (ala)(a) = a(la(a)) = a(a)

zu sehen. [

Satz 2.22. Sei o : A — B eine Abbildung. o ist genau dann
bijektiv, wenn es eine Abbildung B : B — A mit o8 = 1 und
Ba =14 gibt. (3 ist eindeutig durch o bestimmt.

Bemerkung: Wir verwenden die Bezeichnung ™! := 3 und nen-
nen o~ ! die inverse Abbildung oder Umkehrabbildung.

BEWEIS. Sei « eine bijektive Abbildung. Nach 2.18 wissen wir,

dafl die Umkehrrelation o/ = [ wieder bijektiv ist. Weiter ist
(a,b) € Gr(a) <= (b,a) € Gr(f). Damit gilt a(a) = b —
B(b) = a. Daraus folgt Sa(a) = B(b) = a, also fa = 14, und
ebenso af(b) = a(a) = b, also aff = 1.
Ist umgekehrt 3 : B — A mit fa = 14 und aff = 15 gegeben,
so schlieen wir so: a(a1) = alay) = fa(ar) = Pala) =
ay = aq, weil fa = 14 gilt. Damit ist « injektiv. Fiir b € B ist
a(B(b)) = b, also ist « surjektiv.
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Ist 3" eine weitere Umkehrabbildung mit a3’ = 1g und 'a = 14,
so ist mit 2.21 0" = 140" = faf’ = B14 = 3, also ist 3 eindeutig
durch « bestimmt. O

Mit der Bezeichnung o' mufl man vorsichtig umgehen. Sie war
auch schon in 2.16 eingefithrt worden. Dort hatten wir fir ei-
ne beliebige Abbildung « definiert a™*(b) := o' ({b}) = {z €
Ala(z) € {b}}. Diese Notation darf keinesfalls zu dem Schluf}
verfithren, dafi damit o™ die Umkehrabbildung von « sei, und
damit gar vorausgesetzt werde, dafl die Abbildung « bijektiv sei.
Wenn die Abbildung « jedoch tatsdchlich bijektiv ist, dann ist
mit der Definition von 2.16 a~!(b) := a7} ({b}) = {a € Ala(a) =
b}, d.h. a7 (b) = {a}, wenn a(a) = b gilt. Verwenden wir die
Definition der Umkehrabbildung, so erhalten wir a™(b) = a,
wenn a(a) = b gilt. Wir erhalten also aus diesen gleich benann-
ten Ausdriicken statt einer einelementigen Teilmenge von A nur
das eine Element dieser Teilmenge. Es wird sich aber aus dem
Zusammenhang jeweils ergeben, welche der beiden Definitionen
gemeint ist.

Folgerung 2.23. (1) Ist a : A — B bijektiv, so ist a™' :
B — A bijektiv, und es gilt (a™')™! = a.
(2) Sind o : A — B und g : B — C bijektiv, so ist fo :
A — C bijektiv, und es gilt (Ba)™' = o175

BEWEIS. (1) Wegen 2.22 ist a™! eine bijektive Abbildung und

es gilt a™'a = 1 und aa™! = 1. Fiir die Umkehrabbildung von
a~! erhalten wir dann (o) 'a ™' =1 =aa™" und a!(a™t)™!
= 1= a'a. Damit sind (™)™ und o Umkehrabbildungen von
o~ und daher nach 2.22 gleich: (a™')™! = a.
(2) Wir verwenden 2.21 und zeigen mit 2.22, daf o~ '3~ die
eindeutig bestimmte Umkehrabbildung von Sa ist: o 137 18a =
atlpa = o la =14 und Baa™ 371 = Blgp~t = B3~ = 1c.
Daraus folgt, dafi Sa bijektiv ist und daB (Ba)™! = o !57!
gilt. O



32 I. GRUNDBEGRIFFE DER MENGENLEHRE

Wir wenden uns jetzt dem Begriff der Familie zu. Nach Definition
ist eine Familie eine Abbildung. Wir verbinden mit einer Familie
jedoch eine andere Vorstellung, als mit einer Abbildung. Das
wird schon aus der Vielzahl der verschiedenen Schreibweisen fiir
eine Familie deutlich. Wir definieren zunéchst wie folgt.

Definition 2.24. Sei f : [ — A eine Familie mit Indexmenge
I. Dann heiBt f =: (f(i)|i € I) = (f(i)) = (fili € I) = (f;) =
(a;) (mit a; = f(2)) eine Familie mit Koeffizienten a; aus A.

Ist die Indexmenge N, so heifit f eine Folge.

Ist I ={1,...,n}, so heifit f eine endliche Folge (der Lange n)

oder ein n-Tupel.

Ein Beispiel ist die Familie (3] € N) = (1,3,1,51,...) = f
mit f : N — ©Q und f(i) := +. Hier wird deutlich, daf wir
uns eine Familie als Kollektion ihrer Koeffizienten vorstellen.
Die Koeffizienten sind mit einem Index versehen, der den Platz
angibt, den der Koeffizient in der Familie einnimmt. Koeffizi-
enten kénnen dabei mehrfach in einer Familie vorkommen, an-
verschiedenen Platzen vesteht sich, oder mit verschiedenen Indi-
zes. Damit ist eine Familie nicht einfach eine Menge. Die Fa-
milien (1,3,5,6) und (3,6,5,1) sind verschieden, die Mengen
{1,3,5,6} und {3,6,5,1} sind jedoch gleich. Ebenso sind die
Familien (1,2,1) und (1,2) verschieden, wéhrend die Mengen
{1,2,1} und {1,2} gleich sind. Das sind Eigenschaften, die wir
von Familien haben wollen. Sie sind durch den Begriff der Ab-
bildung erfiillt. Das erste gegebene Beispiel wird durch die Ab-
bildung

f4{1,2,3,4} — N
1 = 1
2 = 3
3 = 5
4 — 6

ausgesdriickt. Der Leser moge sich die weiteren Beispiele von
Familien als Abbildungen darstellen.
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Bei einer Familie wird die Indexmenge haufig explizit angege-
ben, nicht jedoch die Menge, aus der die Koeffizienten stammen.
Durch die Definition einer Familie als Abbildung sind die Fami-
lien (1,3,5,6) von natiirlichen Zahlen und (1,3,5,6) von reellen
Zahlen verschieden, denn es handelt sich im ersten Fall um eine
Abbildung f : {1,2,3,4} — N und im zweiten Fall um eine Ab-
bildung ¢ : {1,2,3,4} — R. Es stimmen zwar deren Graphen
iiberein, nicht jedoch die Ziele der beiden Abbildungen.

Man sollte eine Familie auch nicht etwa als eine geordnete Men-
ge ansehen, denn in einer Familie konnen (wie in einem Paar)
Koeffizienten mehrfach auftreten. Und eine Ordnung wird nur
dann suggeriert, wenn die Indexmenge schon geordnet ist.

Ahnlich wie wir Paare (,die wir spater auch als Familien, genauer
als 2-Tupel auffassen werden,) zur einer Menge von Paaren, der
Produktmenge, zusammengefait haben, kénnen wir auch Fami-
lien zu groBleren Mengen, den Produkten, zusammenfassen.

Definition 2.25. Sei (A;|i € [) eine Familie von Mengen A,.
Das Produkt ist definiert als

el el
Die Abbildungen p; : [T;e; 4 — A;, f — f(j) heilen Projek-
tionen, die A; die Faktoren des Produkts. Wenn I = {1,... ,n}

endlich ist, dann schreiben wir auch

Al X ... XAn:HAi = HAZ
i=1 i€l
Bemerkung 2.26. Das Produkt existiert als Menge, weil {f :
I — Uier Ai} C{I} x{Uier Ai} X P(I x User A;) existiert. Die
Elemente des Produktes [[;c; A; sind Familien mit einer gemein-
samen Indexmenge [. Der i-te Koeffizient einer solchen Familie
kann aus der Menge A; beliebig gewahlt werden. Alle Familien,
die so entstehen, bilden dann das Produkt.
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Beispiele 2.27. (1) Die Menge aller Abbildungen von einer
Menge A in eine Menge B ist ein Produkt und wird mit
{f: A — B|f Abbildung} = Abb(A,B) = [Tiex B =
B4 bezeichnet. (Dabei sei B; := B fiir alle 1 € A.)

(2) {f : W — R} ist die Menge der Folgen von reellen Zahlen
und wird auch als [ R =R geschrieben.

(3) {f : B — R} ist die Menge der reellen Funktionen.

(4) {f : {1,... ,n} — C} ist die Menge der komplexen n-
Trupel und wird auch mit C x ... x C = C" bezeichnet.

(5) Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen
{f:{1,2} — A} und A x A. Sie ordnet jedem 2-Tupel
(a1,a2) = (f :{1,2} — A) das Paar (a1, as) zu.

Damit haben wir die wesentlichen Grundtatsachen iiber Abbil-
dungen und Relationen zusammengestellt. Zum Abschlufl disku-
tieren wir jetzt den Begriff der endlichen und der unendlichen
Menge. Da wir die Menge der natiirlichen Zahlen noch nicht zur
Verfiigung haben, miissen wir eine recht unanschauliche Definiti-
on einer endlichen Menge geben. Um diese Definition zu motivie-
ren, nehmen wir zunichst an, dafl die Menge N der natiirlichen
Zahlen schon zur Verfiigung steht. Dann wird man eine Menge
A endlich nennen, wenn sie eine endliche Anzahl von Elementen
hat. Wie soll man das aber feststellen? Man muf} sie abzahlen,
und das kann man mit den natiirlichen Zahlen so machen, daf
man jedem Element von A genau eine natiirliche Zahl, von 1
beginnend und aufsteigend in N, zuordnet. Wenn dieser Prozef3
bei einer Zahl n € N abbricht, so wird man sagen, dal A genau
n Elemente hat.

Zwei Probleme ergeben sich hier. Zunéchst ist ein solcher Abzahl-
prozel noch nicht klar mit unseren Hilfsmitteln definiert. Weiter
ist auch nicht klar, ob die Anzahl der Elemente von A von der
Reihenfolge, in der wir gezéhlt haben, abhéngt. Das letzte Pro-
blem werden wir erst beim Studium der natiirlichen Zahlen in
Kapitel II behandeln. Das erste Problem wird dadurch gel&st,
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dafl man sagt, A sei endlich, wenn es ein n € N und eine bi-
jektive Abbildung von {1,... ,n} in A gibt, ndmlich die vorher
verwendete Zahlabbildung.

Das folgende Lemma wird also diese Grundkenntnis der natiirli-
chen Zahlen zunéchst voraussetzen.

Lemma 2.28. Seien A und B zwei Mengen mit n FElementen
(n € ). Dann sind fir eine Abbildung o : A — B dquivalent
(1) « ist surjektiv,
(2) «a ist injektiv,
(3) « ist bijektiv.

BEWEIS. Es geniigt offenbar (1) <= (2) zu zeigen, da eine
bijektive Abbildung injektiv und surjektiv ist. Sei « injektiv.
Die n verschiedenen Elemente aus A haben also n verschiedene
Bilder in B. Da B nur n Elemente enthélt, sind die Bildelemente
schon alle Elemente von B, also ist « surjektiv. Sei umgekehrt o
surjektiv. Seien by,... b, die Elemente von B. Jedes b; ist Bild
eines Elementes a; von A, also a(a;) = b;. Da o eine Abbildung
ist, sind die Elemente ay,... ,a, alle voneinander verschieden
und daher genau alle Elemente von A. a(a;) = b; besagt dann,
daf} verschiedene Elemente aus A verschiedene Bilder besitzen,
also ist a injektiv. [

Es folgt aus dem vorausgehenden Lemma insbesondere fiir eine
Menge A mit n Elementen, dafl jede injektive Abbildung von
A nach A surjektiv ist. Diese Eigenschaft nehmen wir zum An-
la} der folgenden Definition von endlichen Mengen, die wir jetzt
ohne Verwendung der natiirlichen Zahlen geben kénnen.

Definition 2.29. Eine Menge A heifit endlich, wenn jede injek-
tive Abbildung o : A — A surjektiv ist. Wenn eine Menge nicht
endlich ist, so heifit sie unendlich.
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Die Existenz einer unendlichen Menge werden wir in Kapitel II
axiomatisch fordern. Sie ist dquivalent zur Existenz der Menge
der natiirlichen Zahlen.

Die fiir endliche Mengen gegebene Definition ist bei ndherem
Hinsehen etwas schwicher, als die Aussage des Lemmas. Aus
dem Lemma geht ndmlich fiir Mengen A mit n Elemente her-
vor, dafl auch jede surjektive Abbildung o : A — A injektiv
ist. Tatséchlich kann man das fiir endliche Mengen jetzt aber
beweisen. Es gilt sogar

Satz 2.30. Fir eine Menge A sind dquivalent
(1) A ist endlich;
(2) jede surjektive Abbildung von A nach A ist injektiv (bi-
Jektiv);
(3) jede injektive Abbildung von A nach A ist surjektiv (bi-
Jektiv).

BEWEIS. Ist A =0, so sind (2) und (3) trivialerweise erfiillt,
also auch dquivalent. Sei also A # () und ag € A.
(3) < (1) ist die vorhergehende Definition.
(2) = (3): Sei o : A — A injektiv. Wir miissen zeigen, daf
« auch surjektiv ist. Zur Verfiigung haben wir die Bedingung,
daB jede surjektive Abbildung von A nach A auch injektiv ist.
Wie sollen wir diese beiden Bedingungen verbinden? Offenbar
miissen wir uns zuséatzlich zu « eine weitere Abbildung verschaf-
fen, die surjektiv ist, um die Bedingung (2) ausniitzen zu kénnen,
denn von «a wissen nicht, daf} es surjektiv ist. Und wenn wir das
schon wiiiten, dann brauchten wir nichts mehr zu zeigen. Wir
definieren also eine neue Abbildung #: A — A durch

a, falls 3a € Ala(a) = b],

5(6) = { “
ag, sonst

und hoffen, dafl wir von ihr nachweisen kénnen, daf} sie surjektiv

ist. Da o injektiv ist, gibt es zu vorgegebenem b héchstens ein a
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mit a(a) = b, damit ist 3 eine Abbildung. Da es zu jedem a ein b
gibt mit a(a) = b und damit 3(b) = «, ist 3 surjektiv und wegen
(2) dann auch injektiv. Sei nun b € A. Dann ist 3(b) = a mit
a(a) = b oder 3(b) = ag. Es ist aber auch f(a(ag)) = ag, denn
fiir by := a(ao) gilt nach Definition §(by) = ao. Da 3 injektiv ist,
kann ((b) = ag also nur fiir b = by eintreten. Damit gibt es aber
fiir jedes b € A ein a € A mit a(a) = b. Das bedeutet, daff o
surjektiv ist.

(3)=-(2): Sei a : A — A surjektiv. Hier miissen wir dhnlich wie
im vorhergehenden Teil eine weitere Abbildung definieren, um
die Voraussetzung ausnutzen zu kénnen. Wir definieren daher
B : A — A wie folgt. Fiir jedes a« € A ist a™'(a) # . Wir
wihlen also zu jedem a € A ein ¢’ € a™'(a) aus® und definieren
f(a) := . Dann gilt af(a) = a(d’) = a fir alle ¢ € A, also
gilt B(ay) = Blaz) = af(a1) = af(az) = a1 = ay. Damit ist
3 injektiv, nach (3) also bijektiv. Sei jetzt a(a1) = a(az). Dann
gibt es by, by mit 5(b1) = ay und F(b2) = aq, weil 3 surjektiv ist.
Es folgt by = af(b1) = alar) = a(az) = af(bz) = by und daraus
a; = [(by) = B(by) = az. Damit ist « injektiv. O

Folgerung 2.31. (1) FEine Menge A ist genau dann unend-
lich, wenn es eine injektive Abbildung o« : A — A ¢ibt,
die nicht surjektiv ist.

(2) Fine Menge A ist genau dann unendlich, wenn es eine
surjektive Abbildung o : A — A gibt, die nicht injektiv
ist.

3. Multimengen und Fuzzy-Mengen (fuzzy sets)

In diesem Abschnitt werden die Gesetze des Rechnens mit Multi-
mengen und Fuzzy-Mengen (fuzzy sets) entwickelt. Multimen-
gen und Fuzzy-Mengen werden hédufig in der Informatik ben6tigt.
Wir verallgemeinern diese beiden Begriffe in einer Weise, daf3

®Diese Schluffweise verwendet eigentlich das sogenannte Auswahlaxiom,
das wir spater erst in Axiom 7 und Kapitel II. 3.7 besprechen werden.
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auch der gewohnliche Mengenbegriff darunter fallt und definieren
daher zunéchst den Begriff der gewichteten Menge und fithren so-
dann die iiblichen mengentheoretischen Rechenoperationen ein,
die die Operationen Durchschnitt, Vereinigung und Teilmenge
von den gewohnlichen Mengen auf gewichtete Mengen verallge-
meinern. Schlieflich leiten wir hierfiir einige fundamentale Re-
chengesetze her und verwenden diese dann, um andere Rechenge-
setze der Mengenalgebra auch in dieser allgemeineren Situation
von gewichteten Mengen zu entwickeln. Damit geben wir auch
gleichzeitig Beweise fiir die Rechengesetze, die wir urspriinglich
fiir gewohnliche Mengen lediglich behauptet aber nicht bewiesen
hatten.

Wir stellen uns eine Multimenge im Gegensatz zum Begriff der
Menge als eine Zusammenfassung von Elementen zu einem Gan-
zen vor, in der auch einzelne Elemente mehrfach ,auftreten®
kénnen. Da das aber mit gew6hnlichen Mengen nicht durchfiihr-
bar ist, ordnen wir jedem FElement vermé&ge einer Abbildung
eine natiirliche Zahl zu, die angibt, wie oft das jeweilige Ele-
ment in der Menge auftritt“. Man kann sich etwa an das fol-
gende Beispiel (der Menge) aller Buchstaben des Wortes MIS-
SISSIPPI halten. Die Menge der Buchstaben ist lediglich A =
{I, M, P,S}. Wir wollen jedoch eine Zusammenfassung der Form
{l,1,1,[,M,P, P S, S, S, S}erhalten. Deshalb definieren wir die
Abbildung x : A — N durch x(I) =4, x(M) =1, x(P) = 2
und (5) = 4, mit der wir die Vielfachheit der Elemente z&dhlen
kénnen.

Fuzzy-Mengen gehen zunéchst von einem anderen Konzept aus,
namlich von einer graduellen oder ungenauen Zugehérigkeit ei-
nes Elements a zu einer Menge A. Der Grad oder das Gewicht
der Zugehorigkeit wird mit einer reellen Zahl zwischen 0 und 1
angegeben. Die Zahl soll die Sicherheit angeben, mit der man
wei}, ob das Element der Menge angehdrt. Damit kann man
in der Informatik, insbesondere in Expertensystemen, Aussagen
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und Eigenschaften subjektiv gewichten mit Wértern wie ,,sehr®,
yungefadhr*, typisch®, . im wesentlichen“,, viel gréfer als“, ., wird
beeinflufit von®, ,ist relevant fiir*, ,ist ahnlich®
“besonders grof}* und vielen anderen.

ist nahe zu®,

r” »”

Man kann zum Beispiel fiir Raumtemperaturen im Intervall von
2° C bis 40° C die Fuzzy-Menge W der warmen Temperaturen
definieren. Man bestimmt den Grad Zugehorigkeit einer Tempe-
ratur von z° C zu W oder allgemeiner zu dem Interval [2,40]
durch den Wert von

0, fir <8,
QN2
2<x248) : fiir 8 < & < 20,
xwlz) = x — 327
1-2( ) fiir 20 < x < 32,
24
1 fur 32 < x.

Danach wire also ein Raum mit 32° C und mehr definitiv als
warm anzusehen, ein Raum mit 8° C und weniger definitiv als
nicht warm und in dem Intervall [8,32] in verschiedenem Grade
als warm (weniger, etwas, ziemlich, sehr) anzusehen. Die Tem-
peraturen z° mit dem Wert () = 0 gehoren der Menge der
warmen Temperaturen W nicht an. Die iibrigen Temperaturen
gehéren W mit dem durch yw gegebenen Gewicht an.

In beiden Fallen, dem einer Multimenge und dem von Fuzzy-
Mengen, wird jedem Element einer Menge eine Zahl zugeordnet.
Wir verallgemeinern die Begriffe daher. Dazu benétigen wir an
dieser Stelle schon die Menge R der reellen Zahlen. Wir stel-
len uns auf den Standpunkt, dafl diese allgemein mit ithren Re-
cheneigenschaften bekannt sind. Ein exakte Einfithrung wird je-
doch erst am Ende des zweiten Katitels erfolgen. Wir behandeln
aus Griinden der Systematik diesen Abschnitt iiber Multimengen
und Fuzzy-Mengen schon an dieser Stelle. Wir definieren dazu
wie folgt
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Definition 3.1. Sei GG, die Gewichtsmenge, eine nichtleere Teil-
menge der Menge der nicht-negativen reellen Zahlen Ry = {r €
R0 < r} mit 0 € G. Sei U eine fest vorgegebene Menge, ein Uni-
versum (des Discourses). Eine G-gewichtete Menge iber U st
der Graph einer Abbildung A = Gr(ya : U — (), genannt Ge-
wicht oder Vielfachheit. Die dem Graphen zugehorige Abbildung
xa = (U,G, A) heiBt charakteristische Funktion von A.

Der Graph einer solchen Abbildung A besteht nach der Defini-
tion von Abbildungen aus Elementen der Form (u, xa(u)), also
aus Paaren, bestehend aus einem Element v € U und seinem Ge-
wicht oder seiner Vielfachheit. Da das Universum und die Ge-
wichtsmenge fest vorgegeben sind, bestimmt der Graph A die
Abbildung x4 vollstandig. Obwohl die betrachteten Mengen U
und die gewichteten Mengen A unendlich sein kénnen, kénnen
einzelne Elemente doch nur mit endlichem Gewicht (Vielfach-
heit) vorkommen. Wenn man dieses Gewicht dariiberhinaus ver-
groflern mochte, so mufl man eine Abbildung in eine gréflere ge-
ordnete Menge (& betrachten, z.B. eine Menge von Ordinalzah-
len. Das soll hier aber nicht weiter verfolgt werden.

Gewdohnliche Mengen kann man hier einordnen mit der Gewichts-
menge G = {0, 1}. Da man sich auf ein Universum bezieht, spre-
chen wir eigentlich immer nur von Teilmengen. Eine gewhnliche
Teilmenge A C U kann man beschreiben durch die Abbildung
Xa:U — {0,1} mit

() 0, fiir u ¢ A,
u) =
X 1, fir uw € A.

Die Abbildung x4 heifit auch bei gewohnlichen Mengen cha-
rakteristische Funktion von A C U. Auch hier ist A offenbar
vollstandig durch die Angabe seiner charakteristischen Funkti-
on festgelegt. Jede Abbildung y : U — {0,1} definiert eine
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Teilmenge A C U und ist die charakteristische Funktion dieser
Teilmenge.

Definition 3.2. (1) Eine Multimenge mit der Basis U ist ei-
ne G- gewichtete Menge mit G = Ny.
(2) Eine Fuzzy-Menge (oder Fuzzy-Teilmenge von U) ist eine
G-gewichtete Menge mit G = [0, 1], dem abschlossenen
Intervall von 0 bis 1.

Héufig verwendet man fiir Fuzzy-Mengen die Bezeichnung

A= [ xatw/u

falls U ein Kontinuum ist, und

A= xalun)fur + o xalun) fun = xalws) /i,
=1
falls U eine endliche Menge ist.

Wir haben damit gesehen, dafl wir mit dem Begriff der gewichte-
ten Menge einen gemeinsamen Oberbegriff fiir gewohnliche Teil-
mengen von U, fiir Fuzzy- (Teil-)Mengen in U und fiir Multimen-
gen tiber U gefunden haben. Wir wollen fiir diesen allgemeinen
Begriff die meisten Regeln der Mengenalgebra (Booleschen Al-
gebra) entwickeln. Dabei beweisen wir auch eine Reihe von Re-
chenregeln fiir gewéhnliche Mengen, die wir im ersten Abschnitt
nicht bewiesen, sondern nur behauptet haben.

Definition 3.3. Der Trdger (engl. support) einer gewichteten
Menge A ist die Teilmenge supp(A) := {u € U|xa(u) > 0}. Die
Héhe (engl. height) einer gewichteten Menge A ist das Supre-
mum hgt(A) := sup{xa(u)|u € U}, falls ein solches Supremum
existiert, sonst wird die Hohe als unendlich angenommen.
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Definition 3.4. Die Vereinigung von gewichteten Mengen A
und B mit charakteristischen Funktionen y4 und yp ist defi-
niert durch Angabe der charakteristischen Funktion von AU B
mit

Naup 1= max(X4, XB),
wobei max(x4, xg)(v) = max(ya(u), xs(u)) das Maximum der
Gewichte von u in A bzw. in B sei.
Der Durchschnitt von gewichteten Mengen A und B mit charak-
teristischen Funktionen y4 und yp ist definiert durch Angabe
der charakteristischen Funktion von AN B mit

Xang = min(x4, xB),

wobei min(y, yg)(u) = min(xa(u), ya(u)) das Minimum der
Gewichte von u in A bzw. in B sei.

Die leere gewichtete Menge () ist yp = 0, also xg(u) = 0 fiir alle
uel.

Eine gewichtete Menge A heifit (gewichtete) Teilmenge A C B
der gewichteten Menge B, wenn x4 < xp, d.h. wenn fiir alle

u € U gilt xa(u) < xp(u).

Zwei gewichtete Teilmengen A und B des Universums sind genau
dann gleich, wenn A C B und B C A gelten. Es ist ndmlich
X4 = xB genau dann, wenn x4 < yp und xg < ya4.

In der Informatik wird haufiger auch der Begriff der disjunkten
Vereinigung von Multimengen verwendet und dann einfach nur
Vereinigung genannt.

Definition 3.5. Die disjunkte Vereinigung AUB von Multimen-
gen A und B ist definiert durch x4 8 = x4 + x5, d.h. durch

Xaos(w) = xa(u) + ys(u) fir alle u € U.

Die Bildung einer disjunkten Vereinigung ist in dieser Weise fiir
Fuzzy-Mengen und gewohnliche Mengen nicht méglich, da bei
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diesen Mengen die Gewichtsmenge (& nicht gegeniiber der Addi-
tion abgeschlossen ist.

Definition 3.6. Fiir gewohnliche Mengen A und B definiert
man die disjunkte Vereinigung als AUB = {(a,1)]la € A} U
{(b,2)]b € B}.

Man beachte, dafl die Mengen A; := {(a,1)|a € A} und B, :=
{(b,2)|b € B} keine Elemente gemeinsam haben und jeweils ei-
ne bijektive Abbildung auf die Mengen A bzw. B gestatten. Es
werden also vor der Bildung der Vereinigung von A und B deren
Elemente so umbenannt, dafl nach der Umbenennung keine ge-
meinsamen Elemente mehr vorhanden sind. Erst nachdem man
die Mengen auf diese Weise disjunkt gemacht hat, wird die Ver-
einigung gebildet.

Wir beweisen jetzt einige Gesetze iiber das Rechnen mit diesen
Operationen, aus denen wir dann die iibrigen Gesetze der Men-
genalgebra herleiten.

Satz 3.7. Fir gewichtete Mengen A, B,C" gelten folgende Ge-
setze (Axiome der Mengenalgebra):

(1) (a) AUB=BUA,

AU(BUC)=(AUuB)UC,
AN(BNC)=(ANB)NC, (Assoziativgesetze)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC) = (ANB)U(ANC), (Distributivgesetze)
0 = A, (Gesetz von der Identitit)
0 =0, (Dominierungsgesetz)
(AN B) = A, (Absorptionsgesetz)

BEWEIS. (1) (a) Es ist max( x4, x5)(v) = max(xs, xa)(w) fir
alle w € U zu zeigen, also

max(ya(u), yp(u)) = max(yp(u), ya(u)),
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was aus der Formel max(a,b) = max(b, «) unmittelbar folgt.
(1) (b) folgt aus der Formel min(a, b) = min(b, a).
(2) (a) folgt aus
max(a, max(b, ¢)) = max(a, b, ¢) = max(max(a,b), c).
(2) (b) folgt aus
min(a, min(b, ¢)) = min(a, b, ¢) = min(min(a, b), c¢).
(3) (a) Fir das Minimum und Maximum von Zahlen a,b, ¢ gilt
das Distributivgesetz
max(a, min(b, ¢)) = min(max(a,b), max(a, ¢));
wenn man namlich die Félle a < b < ¢, b < a < cund b <
¢ < a einsetzt, erhdlt man jeweil die Resultate b = b, @ = a und
a = a. Wegen der Kommutativitat brauchen keine weiteren Félle
diskutiert zu werden. Ganz analog sieht man min(a, max(b, c)) =
max(min(a, b), min(a, ¢)).
(4) und (5) folgen aus max(a,0) = a bzw. min(a,0) = 0.
(6) folgt aus max(a, min(a,b)) = a.
(7) folgt aus min(a,a) = a. O

Satz 3.8. FEs ist A C B genau dann, wenn AN B = A.

BEWEIS. Es ist ¢ < b genau dann, wenn min(a,b) = a. Also
ist auch x4 < xp genau dann, wenn min(xa, xg) < xa. O

Man konnte durch die im Satz angegebene Bedingung den Be-
griff der gewichteten Teilmenge auch einfiithren (definieren) und
brauchte dann garnichts zu beweisen. Wir haben hier also le-
diglich iiberpriift, dal unsere obige Definition sich verniiftig in
die Entwicklung der Rechenregeln der Mengenalgebra einfiigt. In
den spéteren Beweisen werden wir ausschliellich auf die im Satz
gegebene Charakterisierung einer gewichteten Teilmenge zurtick-
greifen, d.h. den obigen Satz als Definition des Begriffes der Teil-
menge ansehen.

Satz 3.9. (Die ibrigen Rechenregeln der Mengenalgebra)
(1) AcC A
(2) ACBund BCC = ACC.
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3) ACBund BC A= A=B.

(4) AnB C A.

(5) AN(AUB)=A=AU(ANB).
(6) AC AUB.

(7) AUA = A.

(8) ACB & AUB=B.

(9 ACB=AnCCBNnC, AuC CBUC.
10) CCAundCCB=CCANB.
1)y AcCund BCC = AUBCC.
12) 0 C A.

13) ACh = A=0.

BEWEIS. Wir werden keine speziellen Hinweise auf die Kom-
mutativgesetze und die Assoziativititsgesetze geben. Alle ande-
ren Gesetze werden, wo sie im Beweis angewendet werden, durch
ihre Numerierung zitiert werden.

(1) AnA=A=(3.8) AC A

2) AC Bund BC(C =38 AnB=Aud BNC =18
= ANC=ANB)NC=AN(BNC)=ANB=A=(3.8)
AcCC.

B)ACBund BCA=ANB=Auwd BNA=B= A=
ANB=BNA=B0B.

A (ANB)NA=AN(ANB)=(ANA)NB=(3.77) ANB
=(3.8) Beh.

(5) AN(AUB) =3.7(3) (b)) (AN AU AN B) =(3.7(7))
AU (AN B)=(3.7(6)) A.

(6) AN (AU B) = A =(3.8) Beh.

(7) AUA=(3.71(7)) AU(AN A) =(3.7(6)) A.

(8) ACB=(38)AnNB=A= (AUB)NB =(5) (ANB)UB =
AUB =(3.8) AUB C B und (6) = AU B = B. Ungekehrt
git ANB=AN(AUB)=(5) A=(38) AC B.

9) AnCNBNC=ANBNCNC=ANC, AUCUBUC =
AUBUCUC =(8) BUC =(8) Beh.

(1) CCAund CC B=B38)CNA=CundCNB=C=
CNANB)=(CNANB=CNB=C=38) CCANB.
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(1) ACcCud BCC=B8)AUC=Cund BUC =C =
(AUB)UC =AU(BUC)=AUC=C=(8) AUBCC.
(12) DN A =0(3.7(5)) =(3.8) Beh.

(13) ACO =38 A=ANn0=(3.7(5)) 0. O

Wenn die Menge G beziiglich weiterer Verkniipfungen abge-
schlossen, wenn also weitere Abbildungen G x G — G (aufler
max und min) gegeben sind, so iibertragen sich diese jeweils
auch auf entsprechend gewichtete Mengen. So haben wir die dis-
junkte Vereinigung von Multimengen oben aus der Addition in
den natiirlichen Zahlen erhalten. Da sowohl Ny als auch [0, 1]
als auch {0,1} gegeniiber der Multiplikation abgeschlossen sind,
kann man das Produkt von diesen gewichteten Mengen bilden
durch ya.B := x4 - xB, ebenso die Potenz yar := (x4)?. Das
Produkt entspricht allerdings nicht dem in 2 besprochenen (kar-
tesichen) Produkt von Mengen. Fiir gewohnliche Mengen, also
fir G = {0,1}, ist das so definierte Produkt der Durchschnit
wegen x4 - xB = min(x4, x5). Insbesondere ist % = xa.

Bei Fuzzy-Mengen nennt man das Quadrat A% einer Fuzzy-
Menge A auch ihre Konzentration. Dann ist A* C A, weil alle
Werte von y 4 kleiner als 1 sind. Man verwendet A? oft, um eine
starkere Eigenschaft ,sehr® auszudriicken. In unserem Beispiel
der warmen Temperaturen nennt man dann die Fuzzy-Menge
der Temperaturen

0, fir z <8,
—8\?
4<x ) : fiir 8 < & < 20,
_ 24
e (@) = r — 327
(1—2( 5 ))2, fiir 20 < x < 32,
1 fur 32 < x.

»sehr warm®. Wenn man vereinbart, eine Temperatur erst ab
einem Grad der Zugehérigkeit von 0.5 als warm zu bezeichnen,
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so sind die Temperaturen iiber 20° C als ,warm® zu bezeichnen
und die Temperaturen tiber 22.8° C als ,sehr warm®.

Wenn das Universum U als Menge aller Menschen gewahlt wird
und die Fuzzy- Mengen A der alten Menschen und J der jungen
Menschen bekannt ist, dann kann man die Fuzzy-Mengen A*
der sehr alten Menschen, J? der sehr jungen Menschen, A'/?
der etwas dlteren Menschen, J'/? der mehr oder weniger jungen
Menschen, U \ J? der nicht sehr alten Menschen usw. bilden,
wobei A\ B definiert ist durch y 4\ := max(x4 — x5,0) und U
durch vy = 1.

Definition 3.10. Seien A;,..., A, gewichtete Mengen in den
Universen Uy, ... ,U,. Das kartesische Produkt A; x...x A, der
Mengen Ay, ..., A, wird definiert durch

XAy scAn (Uty ooy Uy) = min(xa, (w1)y .oy x4, (Un)).

Gelegentlich verwendet man bei der Definition des Durch-
schnitts statt des Minimums auch das Produkt in . Dann ver-
wendet man bel der Definition des kartesischen Produkts eben-
falls das Produkt in G, also ya,x..xa, (tU1,...  un) = xa,(u) -

XAy ().

Definition 3.11. Sei U = U; x ... x U, ein (mengentheoreti-
sches oder kartesisches) Produkt von Universen. Eine gewichtete
Relation R ist eine gewichtete (Teil-)Menge von U. Ist n = 2, so
heiflt die gewichtete Relation R auch gewichtete bindre Relation.
Die Komposition oder Verknipfung Ro S (in U x W) von ge-
wichteten bindren Relationen R in U x V und S in V x W wird
definiert durch

XROS(uv w) = maX{min(XR(uv U)v XS(Uv w))|v S V}
Wir betrachten in den letzten Definitionen dieses Abschnitts nur

noch Fuzzy- Mengen. Fiir die kann man Fuzzy-Aquivalenzrela-
tionen, -Ordnungen und - Abbildungen definieren.
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Definition 3.12. Eine bindre Fuzzy-Relation R in U x U heifit
reflexiv, wenn Yu € Ulygr(u,u) = 1],
symmetrisch, wenn Yu,u' € U[xgr(u,u’) = yr(u',u)],
antisymmetrisch, wenn
Vu,u' € Ulxr(u,u’) > 0A yr(u',u) >0 = u =],
transitiv, wenn
Vu,u',u” € Ulxr(u,u”) > min(yr(u, u'), yg(u', u"))].
Eine reflexive, symmetrische Fuzzy-Relation heifit Ndihe-Bezie-
hung. Eine reflexive, symmetrische und transitive Fuzzy- Relati-
on heibt Ahnlichkeits-Relation. Der transitive Abschluff Rt einer
reflexiven Fuzzy-Relation R ist definiert durch

Rt :==sup(R,R*, R>,... \R",...)
mit "™ = R" o R.

Fiir diese Definitionen wollen wir keine weiteren Beispiele an-
geben. Sie haben jedoch eine weitreichende Bedeutung fiir die
Anwendungen der Theorie der Fuzzy- Mengen. Wir schlieflen die-
sen Abschnitt mit einer Bemerkung zu Abbildungen von Fuzzy-
Mengen.

Definition 3.13. Seien U und V Universen und o : U — V
eine Abbildung. Sei A eine Fuzzy-Teilmenge von U. Dann ist
das Bild B von A unter o : U — V definiert durch xp(b) :=
sup{xa(a)|a(a) = b}. (Dabei sei sup(d) = 0.)

4. Aquivalenzrelationen

Eine besonders wichtige Art von Relationen ist die Aquivalenz-
relation. Sie verallgemeinert den Begriff der Gleichheit. In sehr
vielen mathematischen Begriffen ist sie im Hintergrund verbor-
gen. So kommen die Definitionen der Menge der ganzen Zahlen,
der rationalen Zahlen und der reellen Zahlen kaum ohne diesen
Begriff aus. Man stelle sich eine Aquivalenzrelation so vor, daB
sie lediglich gewisse Eigenschaften von Elementen iiberpriift und
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gemiB dieser Uberpriifung feststellt, ob die Elemente ,gleich*
sind oder nicht. Da die Gleichheit eine ganz bestimmte logische
Bedeutung hat und feststeht, ob gewisse Elemente gleich sind,
diirfen wir das Ergebnis, das bei der Uberpriifung von nur we-
nigen Figenschaften so herauskommt, natiirlich nicht auch als
Gleichheit ausdriicken. Wir sagen dann, dafl Elemente dquiva-
lent sind, wenn sie sich in den iiberpriiften Figenschaften nicht
unterscheiden. Wir werden jedoch weiter unten sehen, dafl man
mit Hilfe des Begriffs der Partition tatséchlich eine echte Gleich-
heitsrelation bei solchen Betrachtungen konstruieren kann.

Definition 4.1. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A ist
eine Relation p = (A, A, R) mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Va € Al(a,a) € R], (Reflexivitdit)
(2) Ya,b,c € Al(a,b) € RA(b,¢) € R = (a,¢) € R], (Tran-
sitivitdt)

(3) Va,be Al(a,b) € R = (b,a) € R], (Symmetrie).

Wir schreiben haufig auch a ~ b, wenn (a,b) € R gilt (lies: a ist
dquivalent zu b). Dann kénnen (1), (2) und (3) auch ausgedriickt
werden als

(1') Ya € Ala ~ al,

(2’) Ya,b,c€ Ala ~bNb~c=a~ ¢,

(3’) Ya,b e Ala ~ b= b~ qa].

Beispiele 4.2. (1) idy = (A4, A, {(a,a)la € A}) ist die
Gleichheits- (aquivalenz-)relation. Es gilt a ~ b <= a =
b. Diese Aquivalenzrelation ist wegen der Reflexivitit in
jeder Aquivalenzrelation auf A enthalten.
(2) (A, A, A x A) ist die totale Aquivalenzrelation. Jede wei-
tere Aquivalenzrelation auf A ist in ihr enthalten.
(3) Fiir n € Z,n # 0 und a,b € Z definieren wir

a~b<=nfa—b (nteilt a —b).

Dabei bedeutet n/a —b, daf es ein ¢ € Z gibt mit a — b =
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gn. Statt a ~ b schreibt man in diesem Falle auch
a =b (modn) (a ist kongruent b modulo n).

Man rechnet leicht nach, daB dieses eine Aquivalenzre-
lation ist. Fiir die Transitivitdt gilt beispielsweise: a =
b (modn) und b = ¢ (modn) = Jq1,q2 € Zla — b =
Ggn ANb—c = @n) = a—c=(a—b +(b—-¢) =
(g1 + ¢2)n = a = ¢ (modn).

Es gibt viele Beispiele aus der Praxis, die man hier nen-
nen koénnte. Wenn immer wir Elementen gewisse Eigen-
schaften zuschreiben kénnen, kénnen wir sagen, daf} die
Elemente dquivalent sind, wenn sie alle gegebenen Ei-
genschaften gemeinsam haben. So ist zum Beispiel der
Text einer Adresse in einer Adressensammlung eine Ei-
genschaft. Wenn zwei Adressen in der Adressensammlung
dieselben Text-Eintrage haben, dann kann man sie dqui-
valent nennen. Eigentlich ist man bei einer Sammlung von
Adressen nur an den zugehérigen Aquivalenzklassen inter-
essiert. Ein Doppeleintrag einer Adresse an verschiedenen
Stellen der Adressenliste ist uninteressant.

Wir haben anfangs dieses Abschnitts bemerkt, daB Aquivalenz-
relationen haufig daraus entstehen, dafl man Objekte beziiglich
gewisser Eigenschaften vergleicht. Die Zuordnung einer Eigen-

schaft zu einem gegebenen Objekt kann aber aufgefafit werden
als eine Abbildung von der Menge aller betrachteten Objekte in
die Menge der moglichen Eigenschaften (z.B. in die Menge der
Farben). Wir werden jetzt sehen, daf sich allgemein aus jeder
Abbildung eine Aquivalenzrelation ergibt. Es gilt namlich

Lemma 4.3. Sei o : A — B eine Abbildung. Fir aj,a; € A
sei a; ~ ay <= alay) = alaz). Dieses definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf A.

BEWEIS. Reflexivitat: Es gilt a(a) = ala) fir alle a € A.

Daraus folgt a ~ a fiir alle a € A.
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Transitivitadt: Aus a ~ bund b ~ ¢ folgt a(a) = a(b) und a(b) =
a(c), also a(a) = a(c) und damit a ~ c.

Symmetrie: Aus a ~ b folgt a(a) = a(b), also a(b) = a(a) und
damit b ~ a. [

Das Gegenstiick zum Begriff der Aquivalenzrelation ist der Be-
griff der Partition. Wir werden sogleich sehen, dafl diese beiden
Begriffe im Wesentlichen dasselbe beinhalten.

Definition 4.4. Eine Partition oder Klasseneinteilung P ist ei-
ne Menge von nichtleeren, paarweise disjunkten Teilmengen von
A, deren Vereinigung A ist, in Zeichen:

P C P(A)\ {0} und

VX, Y ep[X #Y = X NY =] und

H{X|X e p} = A

Die Elemente X € 9 einer Partition heiflen auch Klassen der
Partition. Ein Element a € X heif}t ein Reprdsentant der Klasse
X. Eine Teilmenge R C A heifit ein vollstindiges Reprisentan-
tensystem fiir die Partion 9, wenn fiir jedes X € 9 genau ein
a € R existiert mit a € X.

Die zweite Bedingung VX,V € B[X # Y = X NY = (] wird
oft auch in der gleichwertigen Form VX, Y € $[X NY # | —
X = Y] verwendet.

Definition 4.5. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Wir schrei-
ben a ~ b fiir (a,b) € Gr(p). Fiir @ € A bezeichne

a:=1{be Alb~ a}

die Menge der zu a dquivalenten Elemente. Die Menge a heifit
Aquivalenzklasse von a. Die Menge der Aquivalenzklassen wird
mit

A/~ :={ala € A}
(lies: A modulo ~-Relation) bezeichnet, wenn aus dem Zusam-
menhang klar ist, zu welcher Aquivalenzrelation p das Zeichen
~ gehort. Sonst schreibt man auch A/p = {ala € A}.
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Mit dieser Definition haben wir jetzt die Moglichkeit geschaf-
fen, das Aquivalenzzeichen durch das Gleichheitszeichen auszu-
driicken. Mit Teil (1) des folgenden Lemmas wird klar, dal durch
das Zusammenfassen von Elementen mit gemeinsamen Figen-
schaften, d.h. von Elementen, die aquivalent sind, wir tatsachlich
von Gleichheit (ndmlich der Aquivalenzklassen) sprechen kon-
nen, wenn zwei Elemente lediglich &quivalent sind.

Lemma 4.6. Sei p eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gelten
(1) a~b<=a€b<=a=0>b firalle a,be A.
(2) A/~ st eine Partition, die sogenannte Aquivalenzklas-
seneinteilung.

BEWEIS. (1) Sei @ C b. Dann gilt sofort « € a C b. Daraus

folgt ebenso unmittelbar ¢ ~ b. Gilt nun ¢ ~ b und ist ¢ € a, so
ist ¢ ~ a, also wegen der Transitivitit ¢ ~ b oder ¢ € b, womit
a C b bewiesen ist. Damit sind die Aussagen a ~ b, a € b und
@ C b aquivalent. Da aber a ~ b genau dann gilt, wenn b ~ «
gilt, folgt auch a = b.
(2) Wenna € A/~ ,dann ist a € a, also a # 0. Ist anb # @, dann
wihlen wir ein ¢ € @M b und es folgt ¢ ~ a und ¢ ~ b, also auch
a ~ b oder nach (1) @ = b. SchlieBlich ist jedes @ € A Element
in einer Aquivalenzklasse: a € a. Also ist A C U{ala € A} C A,
d.h. A=Wale € A}. O

Wir kommen jetzt zu dem Eingangs dieses Paragraphen erwahn-
ten Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und Partio-
nen. Es ist nach dem folgenden Satz gleichgiiltig, ob auf einer
Menge A eine Aquivalenzrelation oder eine Partition vorgegeben
wird. Man kann jeweils die eine Angabe in die andere umrechnen.

Satz 4.7. Bezeichne Ry die Menge aller Aquivalenzrelationen
auf A und Py die Menge aller Partitionen auf A. Dann ist

O:Rydp— Alp € Py
eine bijektive Abbildung.
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BEWEIS. Wir definieren die Umkehrabbildung ¥ : Py —
R4. Sei p € P4 eine Partition. Wir definieren die zugehorige
Aquivalenzrelation W() durch a ~ b:<= 3X € Pla,b € X].
Dann gelten
Va € Ala ~ a], weil A =U{X|X € p},

Va,b,c € Ala ~ bAb~ ¢ = a~ c|] wegen X # Y —
XNY =0 und

Va,b € Ala ~ b= b~ a] unmittelbar aus der Definition.
Damit ist eine Abbildung ¥ : Py — R4 definiert.

Wir zeigen jetzt, daf} die Komposition @V : Py — Ry — Py
die Identitét ist. Sei dazu P € P4 gegeben und ~ durch P
induziert. Sei @ € A/~ und a € a ein Reprasentant. Dann gilt
a={blb~ a} ={b3X € Pla,b € X]} = X, denn es gibt nur
ein X € P mit a« € X. Also gilt (A/~) C P. Ist aber X € p
und @ € X, so ist X = a wie zuvor, also gilt (A/~ ) = P.

Es bleibt zu zeigen, da} auch V& : Ry — P4 — R4 die
Identitat ist. Das folgt unmittelbar daraus, daf fiir ~ € R4 und
% die zugehorige Partition der Aquivalenzklassen gilt 3¢[a,b €
<= a~b. O

Beispiel 4.8. Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation
modulo n auf Z (Beispiel 4.2 (3)) sind von der Form a = {a,a +
ny,a+2n,...}=a+n-7Z.

Nachdem wir neue Elemente eingefiihrt haben, die Aquivalenz-
klassen, deren Gleichheit die Aquivalenzrelation ausdriickt, wol-
len wir jetzt untersuchen, wie Abbildungen mit diesen neuen
Elementen fertig werden. Ein besonders wichtiger Satz in diesem
Zusammenhang ist der Faktorisierungssatz. Er wird in spateren
Kapiteln sehr hdufig verwendet werden.

Der Satz ist durch die folgende Fragestellung motiviert. Wir be-
trachten rationale Zahlen an der Form

ge
p ¢
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Ein rationale Zahl ist also durch ein Paar (a,b) € Z x (z\ {0})
gegeben. Dabei ist b # 0, weil es im Nenner steht. Es gibt aber
verschiedene Paare (a,b) # (¢, d), die dieselbe rationale Zahl
¢ = 5 beschreiben. Zwei Paare (a,b) und (c,d) beschreiben ge-
nau dann dieselbe rationale Zahl, wenn gilt ad = ¢b. Dadurch
wird eine Aquivalenzrelation definiert, wie man leicht nachrech-
net, oder durch Anwendung von 4.3 sieht. Wenn wir uns nun auf
den Standpunkt stellen, dafl die ganzen Zahlen schon mit ihren
Rechenregeln bekannt sind, nicht jedoch die rationalen Zahlen, so
koénnte man die rationalen Zahlen gerade durch Aquivalenzklas-
sen beziiglich dieser Aquivalenzrelation definieren: eine rationale
Zahl ist eine Aquivalenzklasse eines Paares (a,b) und wir schrei-
ben fiir die zugehérige Aquivalenzklasse auch +- Tatsachlich wer-

den so die rationalen Zahlen spéater eingefiihrt.

Ein Problem ergibt sich nun mit der Addition. Wir wollen le-
diglich den Spezialfall Q@ > i o % = 2“2—2'6 € Q betrachten.
Um zu zeigen, dafl dieses eine Abbildung ist, miissen wir z.B.
zeigen, daf} % + % = % + %, oder allgemeiner, daf} fiir verschieden

dargestellte rationale Zahlen § = % das Ergebnis der Addition

2“2—2'6 = % gleich wird, sonst kann die Addition keine Abbil-
dung werden. Wir haben né&mlich das Ergebnis der Addition
unter Benutzung von den einzelnen Zahlen a und b beschrie-
ben. Zu diesem Zweck definieren wir die Abbildung zunéchst
auf Z x (2 \ {0}) 3 (a,b) — 222 € Q. Das ist sicherlich eine
Abbildung. Es ergibt sich die Frage, ob wir daraus dann eine

Abbildung @ — Q bilden kénnen. Das tut der folgende Satz.

Satz 4.9. (Fuaktorisierungssatz) )
Set a : A — B eine Abbildung und ~ eine Aquivalenzrelation
auf A mit der Figenschaft

Va,b e Ala ~ b= a(a) = a(b)],

(d.h. « ist konstant auf den Aquivalenzklassen}. Dann gibt es
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genau eine Abbildung o : A/~ — B, so daf$ das Diagramm
A A~

N

mit v(a) := a kommutiert, d.h. av = «. Die Abbildung v ist
surjektiv und heifst kanonische Surjektion oder Restklassenabbil-
dung.

Mit Hilfe dieses Satzes bekommen wir nun sofort die gewiinschte
Abbildung © 3 ¢ — % + 1 = 222'6 € Q, denn wenn (a,b) ~ (¢,d)
gilt, so ist ad = ¢b, also folgt (2a+b)2d = 4ad+2bd = 4¢b+2bd =

(2¢ + d)2b und damit auch 24 = o4

Folgerung 4.10. (1) Unter den Voraussetzungen von 4.9 ist
a genau dann injektiv, wenn

Va,be Ala ~ b <= a(a) = a(b)],

d.h. wenn die Aquivalenzrelation die von o gemdf 4.3
induzierte Aquivalenzrelation ist. Insbesondere lipt sich
jede Abbildung o in ein Produkt av = o einer surjektiven
mit einer injektiven Abbildung zerlegen.

(2) Ist o im Satz surjektiv, so ist auch & surjektiv.

(3) Ist ~ die durch o induzierte Aquivalenzrelation, so gibt
es eine bijektive Abbildung zwischen A/~ und Bi(a).

BEWEIS DER FOLGERUNG.

(1) « injektiv <= Va,b € Ala(a) = a(b) = a = b]
< VYa,b e Alav(a) = av(b) = a ~ b]
< VYa,b € Ala(a) = a(b) = a ~ b],

die fehlende Implikation.

(2) Wenn « surjektiv ist, dann ist jedes Element von B im Bild
von o = av, inshesondere also auch im Bild von a. Damit ist
auch & surjektiv.
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(3) Ist @ : A — B gegeben, so sei o : A — Bi(«) die Ein-
schrankung der Abbildung « auf das Bild, die surjektiv ist. «
und o definieren dieselbe Aquivalenzrelation auf A. Also ist
o : A/ ~— Bi(a) injektiv und surjektiv und damit bijek-
tiv. O

BEWEIS DES SATZES. Wir definieren a(a) := a(a). Um zu
zeigen, dafl & damit eine Abbildung wird, muf} festgestellt wer-
den, daf} es zu @ nur ein Paar (a,a(a)) in Gr(a) gibt, daf} also
a(a) nicht von der Wahl des Reprisentanten a« € a abhéngt.
Seien (a,a(a)), (b,a(b)) mit @ = b gegeben. Dann folgt a ~ b
und damit nach Voraussetzung des Satzes a(a) = a(b). Damit ist
a: A/~ — B eine Abbildung. Weiter gilt a(a) = a(a) = av(a)
fiir alle a € A, also o = av. Ist §: A/~ — B eine weitere Ab-
bildung mit o = S, so gilt f(a) = fr(a) = ala) = a(a) fir alle
a€ A/~ alsoista=p. O

5. Ordnungen

In diesem letzten Paragraphen des Kapitels fithren wir noch kurz
den Begriff der Ordnung ein. Er wird uns spater vor allem in zwei
Beispielen begegnen, bei Zahlenmengen und bei Potenzmengen.

Definition 5.1. Eine Ordnung (oder Anordnung) (gelegentlich
auch: teilweise oder partielle Ordnung) auf einer Menge A ist
eine Relation p = (A, A, R) mit folgenden Eigenschaften:
(1) Va € Al(a,a) € R], (Reflexivitit)
(2) Ya,b,c € Al(a,b) € RA(b,¢) € R = (a,¢) € R], (Tran-
sitivitdt)
(3) Ya,b € Al(a,b) € RA (b,a) € R= a =], (Antisymme-
trie).

Wir fiihren die iibliche Bezeichnungsweise fiir die Ordnungsrela-
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tion ein. Fiir Elemente a,b € A schreiben wir

a<b <= (a,b) €R,

a<b <= a<bAa#,

afb <= (a,b)¢ R.
Weiter verwenden wir wie iiblich die Zeichen in umgekehrter
Richtung, also z.B. b > a :<=a < 0.

Die Eigenschaften (1), (2), (3) kénnen dann in folgender Form
geschrieben werden:

(1') Ya € Ala < ],
(2’) Ya,b,c€ Ala <bANb<c¢= a <],
(3’) Va,b€ Ala<bAb<a= a=1]
Eine geordnete Menge ist ein Paar (A, <), bestehend aus einer

Menge A und einer Ordnung < = (A, A, R) auf der Menge A.

Beispiele 5.2. (1) Ist (A, <) eine geordnete Menge und B C
A eine Teilmenge, so ist (B, B, RN(B x B)) ebenfalls eine
Ordnung.

(2) Die Gleichheitsrelation ist eine Ordnung.
(3) Die Potenzmenge einer Menge ist durch C geordnet.

Definition 5.3. Sei (A, <) eine geordnete Menge.

(1) ao € Aheifit mazimales (minimales) Element in A genau
dann, wenn gilt:

Va € Alag < a = ag = 4]
(Va € Ala < ag = a = ag)).

(2) ap € A heifit groftes (kleinstes) Element in A genau
dann, wenn gilt:

Va € Ala < ao (Va € Alag < a)).
(3) ao € A heifit obere (untere) Schranke der Teilmenge B

in A genau dann, wenn gilt:

Vb e Blb < ag) (Vb € Blag < b]).
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(4) Sei B C A. Besitzt die Menge der oberen Schranken von
B in A ein kleinstes Element, so heifit dieses kleinste obere
Schranke oder Supremum von B in A, in Zeichen sup(B).

(5) Besitzt die Menge der unteren Schranken von B in A ein

grofites Element, so heiflit dieses griofite untere Schranke
oder Infimum von B in A, im Zeichen inf(B).

Bemerkung 5.4. Eine geordnete Menge (A, <) braucht weder
maximale noch minimale Elemente zu enthalten (z.B. (R, <)).
Wenn A ein grofites Element besitzt, so ist dieses eindeutig be-
stimmt und ein maximales Element von A. Wenn A genau ein
maximales Element besitzt, so braucht dieses kein gréfites Ele-
ment zu sein (z.B. NU {z} mit n < 2 fiir n < 2). A kann viele
maximale Elemente besitzen (z.B. Gleichheitsrelation auf A).

Definition 5.5. Eine geordnete Menge (A, <) heifit total geord-
net oder eine Kette, wenn
(4) Ya,be Ala < bV b<al.
Beispiele 5.6. (1) (R, <) ist totalgeordnet.
(2) Jede Teilmenge einer totalgeordneten Menge ist totalge-
ordnet.
(3) (1, <) ist totalgeordnet.

(4) Sind A und B totalgeordnete Mengen, so ist auch A x B
total geordnet mit der lexitkographischen Ordnung

(a,0) < (d,b) <= (a <d)V(a=d NbD)).



