
KAPITEL I

Grundbegri�e der Mengenlehre

1. Mengen

An den Anfang der Mathematik stellt man gemeinhin die Men-
genlehre. Sie bietet die Sprache an, mit der sich Mathematiker
verst�andigen k�onnen, pr�azise, kurz, exakt, aber f�ur den Au�en-
stehenden auch oft unverst�andlich. Ihre elementaren Grundbe-
gri�e sind jedoch leicht verst�andlich.Mit der Sprache der Mengen
k�onnen alle mathematischen Ergebnisse und Einsichten formu-
liert werden. �Uber diese Sprachenfunktion und Hilfsfunktion hin-
aus ist die Mengenlehre aber auch ein Teilgebiet der Mathematik,
in der wesentliche Forschung vor sich geht und besonders tie
ie-
gende Resultate in den letzten Jahrzehnten erzielt worden sind.
Wir werden uns lediglich mit den Anfangsgr�unden der Mengen-
lehre befassen und dabei die der Mathematik zugrunde liegende
Sprache ein�uben.

Als Grundbegri�e verwendet die Mathematik den Begri� des
Elements und den der Menge, die man sich aus Elementen zu-
sammengef�ugt vorstellt. Elemente k�onnen im wesentlichen alles
sein, was wir uns vorstellen k�onnen. Und ihre Zusammenfassung
zu einer Menge scheint eine fast triviale Angelegenheit zu sein.
Man kann von der Menge der H�orer einer Vorlesung sprechen,
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2 I. GRUNDBEGRIFFE DER MENGENLEHRE

von der Menge aller Elementarteilchen des Universums, von der
Menge der Speicherpl�atze eines Computers, von der Menge aller
nat�urlichen Zahlen, von der Menge aller denkbaren Computer-
programme und von vielen anderen Mengen.

Eine erste De�nition des Begri�es einer Menge geht auf Georg
Cantor zur�uck. Er de�nierte wie folgt:

De�nition 1.1. (Georg Cantor, 1845 - 1918; Vater der Mengen-
lehre): Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unse-
res Denkens { welche Elemente der Menge genannt werden { zu
einem Ganzen.

Die Bedeutung dieser De�nition f�ur die Mathematik wird durch
einen Ausspruch Hilberts unterstrichen.

Zitat 1.2. (David Hilbert, 1862-1943): Niemand soll uns aus
dem Paradies der Mengenlehre vertreiben, das Cantor f�ur uns
gescha�en hat.

Da� dieser Begri� einer Menge jedoch problematisch ist, sieht
man schon daran, da� zu seiner De�nition Begri�e herangezo-
gen wurden, deren De�nition selbst fehlt: Zusammenfassung zu
einem Ganzen, bestimmte Objekte, wohlunterschiedene Objek-
te, Denken, Anschauung. Tats�achlich wurde zu Beginn unseres
Jahrhunderts erkannt, da� dieser Begri� der Menge schnell zu
Widerspr�uchen f�uhren kann. Wir geben einen solchen Wider-
spruch, die Russelsche Antinomie, am Ende dieses Paragraphen
an. Der Ausweg aus diesem Dilemma war eine strenge Fassung
der Mengenlehre in einem axiomatischen System, so wie auch
die Geometrie axiomatisch gefa�t wurde, und das mit gro�em
Erfolg. Wir werden daher auch eine (nicht ganz strenge) axioma-
tische Fassung der Mengenlehre angeben. Sie wird uns entschei-
den helfen zu sagen, welcheMengen gebildet werden d�urfen. Man
wird daher nur mit denjenigen Mengen und Elementen operieren
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d�urfen, deren Existenz nach unserer Axiomatik garantiert wird.
Wir legen zun�achst einige Bezeichnungen fest.

Bezeichnung 1.3. Im allgemeinen werden Mengen mit gro�en
lateinischen Buchstaben A;B;C; : : : ; A1; A2; A3; : : : ; Elemente
mit kleinen lateinischen Buchstaben a; b; c; : : : ; a1; a2; a3; : : : be-
zeichnet. Die Zugeh�origkeit eines Elements x zu einer Menge
A wird durch x 2 A angegeben, die Nicht-Zugeh�origkeit durch
x 62 A:

Die folgenden Axiome legen elementare Regeln �uber den Um-
gang mit Mengen, Elementen und den Zeichen 2 bzw. 62 fest.
Jede Kollektion von Objekten, die wir Elemente, Mengen, 2 und
62 nennen, die den Axiomen gen�ugt, kann als eine Realisierung
der Mengenlehre angesehen werden. Wir geben keine konkrete
derartige Realisierung an, d.h. wir geben keine exakte De�niti-
on von Elementen und Mengen an. Es gen�ugt, sich auf die naive
Vorstellung zu st�utzen, formal in Beweisen jedoch nur die Regeln
aus den Axiomen zu verwenden. Die bewiesenen Aussagen sind
dann f�ur jede Realisierung (Modell) richtig.

Axiom 1. (Elementebezeichnung und Existenz)

(1) F�ur jedes Element x und jede Menge A besteht genau ei-
ne der beiden Beziehungen (genauer: ist genau einer der
beiden Ausdr�ucke eine wahre, der andere eine falsche Aus-
sage):

x 2 A; x 62 A:

Im Falle x 2 A (d.h. wenn x 2 A wahr ist) sagen wir

"
x ist Element der Menge A\,

"
x liegt in A\,

"
x ist in A

enthalten\,
"
x in A\ oder

"
x aus A\. Im Falle x 62 A (d.h.

wenn x 2 A falsch ist) sagen wir
"
x ist nicht Element der

Menge A\.
(2) Es gibt mindestens eine Menge.
(3) Zu jedem Element x gibt es mindestens eine Menge Amit

x 2 A (ist wahr).
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Wir werden bei der Formulierung des n�achsten Axioms gewis-
se Symbole verwenden, die den mathematischen Text abk�urzen
sollen. Schon im vorhergehenden Axiom haben wir bestimmte
mathematische Formulierungen verwendet, die sich h�au�g wie-
derholen werden. Wir werden zun�achst folgende Abk�urzungen
verwenden:

f�ur alle 8
es gibt 9
und ^
oder _
dann und nur dann, wenn ()
daraus folgt =)
gilt nur, wenn (=

Im Klartext verwenden wir als Synonyme

f�ur alle f�ur jedes
es gibt es existiert
dann und nur dann, wenn ist notwendig und hinreichend
dann und nur dann, wenn gilt genau dann, wenn
daraus folgt impliziert
daraus folgt ist hinreichend f�ur
gilt nur, wenn ist notwendig f�ur

Es bedarf immer einiger Gew�ohnung, bis man den Umgang mit
diesen Zeichen, Symbolen und Begri�en einge�ubt hat und sich
ein korrektes logisches Schlie�en angew�ohnt hat. Wenn wir die
Zeichen 8 oder 9 verwenden, dann werden unmittelbar danach
immer die Elemente genannt werden, �uber die wir etwas aussagen
wollen. Die Aussage, die wir dann �uber diese Elemente machen,
wird in Klammern [ und ] angegeben1.

1Man kann eine pr�azise Syntax f�ur die Verwendung (und Umformung)
dieser Zeichen und der Mengensymbole ineinander angeben. Dann kann die
Mathematik in gro�en Teilen lediglich als Manipulation solcher Zeichenrei-
hen durchgef�uhrt werden. Mehr dazu im Kapitel �uber Logik.
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Axiom 2. (Axiom der Gleichheit oder Extensionsaxiom)
Seien A;B Mengen. Wenn f�ur alle Elemente x die Aussage x 2 A
genau dann gilt, wenn x 2 B gilt, so folgt A = B: In mathema-
tischer Kurzschreibweise:

8x[x 2 A() x 2 B] =) A = B:

Der umgekehrte Schlu� A = B =) 8x[x 2 A() x = B] folgt
aus den Eigenschaften der Gleichheit. Wenn n�amlich A und B
gleich sind, dann darf man an jeder Stelle, wo A verwendet wird,
dieses durch B ersetzen, ohne die logische Bedeutung zu �andern.

Das Axiom 2 bedeutet, da� zwei Mengen genau dann gleich sind,
wenn sie dieselben Elemente besitzen. Damit ist klargestellt, da�
eine Menge allein durch die Angabe ihrer Elemente beschrieben
wird und keine zus�atzliche Information besitzen soll. Wenn man
sich den Begri� der Menge als

"
Beh�alter\ f�ur ihre Elemente vor-

stellt, dann gibt es keine verschiedenen
"
Beh�alter\. Man sammelt

Elemente grunds�atzlich in gleicher Weise. Um festzustellen, ob
zwei Mengen gleich sind, gen�ugt es daher, nur alle ihre Elemen-
te zu �uberpr�ufen. Das wird in Zukunft h�au�g so geschehen, da�
man zun�achst zeigt, da� alle Elemente einer Menge A auch Ele-
mente einer weiteren Menge B und weiter da� alle Elemente der
Menge B auch Elemente der Menge A sind. Wenn man das be-
wiesen hat, kann man dann wegen Axiom 2 unmittelbar A = B
folgern.

Damit haben wir schon einen weiteren elementaren Begri� an-
gesprochen. Es kommt oft vor, da� alle Elemente einer Menge
A auch Elemente einer Menge B sind. Wir de�nieren daher wie
folgt:

De�nition 1.4. (1) Die Menge A hei�t eine Teilmenge oder
Untermenge der Menge B (Kurzbezeichnung: A � B)
genau dann, wenn jedes Element von A auch Element
von B ist:
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A � B :() 8x[x 2 A =) x 2 B]2.
(2) Ist A nicht Teilmenge von B, so wird A 6� B geschrieben.
(3) A hei�t eine echte Teilmenge von B (Kurzbezeichnung:

A $ B), wenn A � B ^ (und) A 6= B gelten.

Bemerkung: Das Zeichen � hei�t Inklusion und wird gelesen
"
ist

Teilmenge von\. Es ist

A � B () 8x[x 2 A =) x 2 B]
() 8x 2 A[x 2 B]:

A $ B () A � B ^ 9x 2 B[x 62 A]
() 8x 2 A[x 2 B] ^ 9x 2 B[x 62 A]:

Folgerung 1.5. Die folgenden Gesetze gelten f�ur die Inklusion
von Mengen A, B und C:

(1) Re
exivit�at: A � A.
(2) Transitivit�at: A � B ^B � C =) A � C:
(3) Antisymmetrie: A � B ^B � A =) A = B:

Beweis. Wir geben diesen leichten Beweis ausschlie�lich in
mathematischer Kurzschreibweise an. Der Leser mag sich an die-
ser Stelle in das Lesen dieser K�urzelsprache einarbeiten.

(1) 8x[x 2 A =) x 2 A] =) A � A:
(2) A � B ^ B � C =)

8x[x 2 A =) x 2 B] ^ 8x[x 2 B =) x 2 C] =)
8x[(x 2 A =) x 2 B) ^ (x 2 B =) x 2 C)] =)
8x[x 2 A =) x 2 C] =) A � C:

(3) A � B ^ B � A
=) 8x[x 2 A =) x 2 B] ^ 8x[x 2 B =) x 2 A]
=) 8x[(x 2 A =) x 2 B) ^ (x 2 B =) x 2 A)]
=) 8x[x 2 A() x 2 B] =) A = B:

2Das Zeichen :() soll bedeuten, da� die linke Aussage durch die rechte
Aussage de�niert wird, d.h. da� sie durch De�nition �aquivalent zur rechten
Aussage ist.
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Bemerkung 1.6. (Notation und Schreibweise von Mengen)
Sind a1; a2; : : : ; at genau alle Elemente einerMengeA, so schreibt
man A = fa1; a2; : : : ; atg: Die Zeichen f und g hei�en dabei
Mengenklammern. Dann gelten f1; 2g = f2; 1g und f1; 2g =
f2; 1; 2; 1; 1g, weil jeweils beide Mengen dieselben Elemente ha-
ben (vgl. jedoch Kapitel I.3 �uber Multimengen).

Allerdings wissen wir noch nicht, ob diese Mengen �uberhaupt
existieren. Aus dem Axiom 1 k�onnen wir nur entnehmen, da�
es mindestens eine Menge gibt. Mengen, wie die eben beschrie-
benen, werden wir erst bilden d�urfen, wenn wir das Axiom 5
zur Verf�ugung haben werden. Wir k�onnen also die angegebenen
Mengen zun�achst nur mit Vorbehalt hinschreiben. Wir tun dies,
um dem Leser schon jetzt Beispiele an die Hand zu geben, an de-
nen er sich die Begri�e klar machen kann. Noch komplizierter ist
die Situation bei den Zahlenmengen, die wir auch gleich angeben
werden. Ihre Existenz wird erst durch das Unendlichkeitsaxiom
6 (in Kapitel II.1) gesichert werden. Dennoch wollen wir diese
Zahlenmengen als veranschaulichende Beispiele auch hier schon
heranziehen.

Es gelten folgende Elementbeziehungen:

5 2 f1; 2; 3; 5; 7g;
XZ 2 fUY;UZ;XY;XZ;ZY;ZZg;

6 62 f1; 2; 3g:

Wir verwenden in den folgenden Beispielen Mengen, die allge-
mein bekannt sind, deren genaue De�nition, Konstruktion bzw.
Existenz wir erst sp�ater diskutieren werden.
Die nat�urlichen Zahlen bilden die Menge N = f1; 2; 3; 4; : : : g
nach Axiom 6. Wir verwenden weiter als Bezeichnung
Z= f0; 1;�1; 2;�2; : : : g = Menge der ganzen Zahlen,
Q= Menge der rationalen Zahlen,
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R= Menge der reellen Zahlen,
C = Menge der komplexen Zahlen.

F�ur eine Menge A ist fAg eine neue Menge mit genau einem
Element A, also gilt A 2 fAg:Mengen k�onnen also auch als Ele-
mente von anderen Mengen auftreten. Es ist f1; 2g 2 ff1; 2gg,
1 62 ff1; 2gg und 1 2 f1; 2g: Es gilt nicht f1; 2g � ff1; 2gg:
Wir bemerken nochmals, da� die Existenz der oben angegebenen
Mengen noch nicht gesichert ist.

Ein wichtiges Prinzip zur Bildung von Mengen ist die Konstruk-
tion von Teilmengen. Wenn man die Elemente einer gegebenen
MengeA auf bestimmteEigenschaften hin untersucht, nat�urliche
Zahlen z.B. darauf hin, ob sie gerade sind oder nicht, so m�ochte
man diejenigen Elemente, die die gegebene Eigenschaft besitzen,
zu einer neuen Menge B zusammenfassen. Diese wird nat�urlich
eine Teilmenge von A sein. Eine Eigenschaft f�ur Elemente wird
h�au�g auch ein Pr�adikat oder eine Aussage genannt. Es mu�
f�ur die betrachteten Elemente feststehen, ob sie die Eigenschaft
besitzen, bzw. ob sie die Aussage erf�ullen.

Axiom 3. (Teilmengenaxiom oder Prinzip der Abstraktion)
SeiB eine Menge und A(x) ein Pr�adikat f�ur Elemente x (d.h. eine
Aussage f�ur Elemente x, f�ur die bei fester Wahl von x feststeht,
ob sie wahr oder falsch ist). Dann gibt es eine Teilmenge A von
B, die genau die Elemente b 2 B enth�alt, f�ur die A(b) wahr ist.
F�ur A wird

A = fbjb 2 B ^ A(b)g = fb 2 BjA(b)g

geschrieben.

Bemerkung 1.7. Beispiele f�ur Teilmengen sind
fx 2 Njx geradeg = Menge der geraden nat�urlichen Zahlen,
fxjx 2 N^ x < 10g = f1; 2; 3; : : : ; 9g,
fxjx 2 N^ x ist Primzahlg = Menge der Primzahlen,
fxjx 2 R^ 1 � x � 2g = [1; 2] abgeschlossenes Intervall,
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fxjx 2 R^ 1 < x < 2g = (1; 2) o�enes Intervall.
Seien b1; : : : ; bn 2 B. Dann ist

fb1; : : : ; bng := fxjx 2 B ^ (x = b1 _ x = b2 _ : : : _ x = bn)g3

eine Teilmenge von B. F�ur b 2 B ist fbg � B: Eine weitere
Teilmenge von B ist

; := fxjx 2 B ^ x 62 Bg:
Sie hei�t leere Menge. Es gibt genau eine leere Menge. Diese ist
Untermenge jeder Menge B (wegen Axiom 2 und Axiom 3). Nach
Axiom 1 ist bisher allein die Existenz von ; sichergestellt. F�ur
b 2 B ist fbg � B:
Die Mengenbildung fxj1 � x � 5g ist nicht sinnvoll, weil nicht
klar ist, aus welcher Grundmenge U die Elemente zu w�ahlen
sind. Wir halten daher oft eine solche Grundmenge U , genannt
Universum, fest, aus der alle betrachteten Elemente stammen
sollen. Ist also U = f1; 3; 5; 7; 9; : : : g = Menge der ungeraden
Zahlen, so ist fxj1 � x � 5g = f1; 3; 5g: F�ur U = R ist fxj1 �
x � 5g = [1; 5] (abgeschlossenes Intervall von 1 bis 5).

De�nition 1.8. Seien A;B Mengen.

(1) Der Durchschnitt von A und B ist die Teilmenge derjeni-
gen Elemente aus A, die auch in B liegen:

A \B : = fx 2 Ajx 2 Bg = fxjx 2 A ^ x 2 Bg
= fx 2 Bjx 2 Ag:

(2) Die Komplement�armenge von B in A ist die Teilmenge
der Elemente aus A die nicht in B liegen (

"
A ohne B\):

A nB := fx 2 Ajx =2 Bg:
(3) Zwei Mengen A;B hei�en disjunkt oder fremd, wenn

A \ B = ;:
(4) Die Komplement�armenge von B im Universum U wird

mit B bezeichnet.

3Mit dem Zeichen := wird das linke Symbol durch die rechte Seite
de�niert.
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An dieser Stelle sollte angemerkt werden, da� die Zeichen = und
, g�anzlich unterschiedliche Bedeutung haben.
Wenn wir jetzt von Elementen und Mengen als mathematischen
Objekten sprechen, so steht fest, ob zwei beliebig vorgegebene
Objekte gleich sind oder nicht. Das Gleichheitszeichen ist da-
mit zwischen Elementen bzw. Mengen de�niert. Mehr noch, wir
k�onnen sogar einen Test angeben, mit dem man feststellen (auf
eine einfachere Frage zur�uckf�uhren) kann, ob zwei Mengen gleich
sind, n�amlich den im Axiom der Gleichheit (Axiom 2) angege-
benen Test. So sind z. B. die folgenden Mengen gleich:

f1; 2; 3g = fxjx 2 N^ x < 4g
= fxjx 2 N^ 9y 2 f1; 2; 3g[x = 4 � y]g:

Die Mengenlehre basiert jedoch auf dem Umgang mit logischen
S�atzen, sogenannten Aussagen, �uber die feststeht, ob sie wahr
oder falsch sind. Verschiedene solche Aussagen k�onnen logisch
�aquivalent sein, d.h. von zwei logischen Aussagen P und Q ist
P genau dann wahr, wenn Q wahr ist. Wir schreiben dann P ,
Q. Solche logisch �aquivalenten Aussagen kommen in der Praxis
verh�altnism�a�ig selten in der Mathematik jedoch sehr h�au�g vor.
Ein Beispiel ist:

"
n ist die kleinste Primzahl.\ ,

"
n ist die kleinste gerade

nat�urliche Zahl.\

Das Gleichheitszeichen kann also nur zwischen Elementen bzw.
Mengen stehen, die doppelte Implikation nur zwischen logischen
Aussagen. Insbesondere beachte man, da� A\B eine Menge ist,
w�ahrend A � B eine Aussage ist.
Wir bemerken auch noch, da� sowohl P , Q als auch A = B
Aussagen sind, d. h. da� bei beiden Ausdr�ucken der Wahrheits-
gehalt festgesteht.

Wir geben in der n�achsten Folgerung eine Reihe von Regeln f�ur
das Rechnen mit Mengen an. Viele der Rechenregeln sind un-
mittelbar klar, andere ben�otigen einen etwas ausf�uhrlicheren Be-
weis. Wir verzichten hier auf Beweise dieser Aussagen, da wir sie



1. MENGEN 11

zum Teil auch sp�ater in allgemeinerer Form in Kapitel I.3 wieder
�nden werden. Lediglich eine Aussage beweisen wir, damit der
Leser sieht, wie er solche Beweise f�uhren sollte.

Folgerung 1.9. (Rechenregeln der Mengenalgebra)

(1) A \ B = B \ A, (Kommutativgesetz)
(2) (A \ B) \ C = A \ (B \ C), (Assoziativgesetz)
(3) A \ A = A, (Idempotenzgesetz)
(4) A \ B � A; A \ B � B.
(5) Gilt f�ur eine Menge C: C � A ^ C � B, dann folgt

C � A \ B.
(6) A nB = A n (A \B),
(7) A n (A nB) = A \B,
(8) A n ; = A; A nA = ;,
(9) (A nB) � A,

Beweis. Die meisten Beweisschritte sind unmittelbar einsich-
tig. Als Muster beweisen wir den ersten Teil von (8): Wegen 1.5
(3) ist A n ; � A und A � A n ; zu zeigen. A n ; � A gilt we-
gen 1.8 (2). F�ur A � A n ; haben wir nach De�nition zu zeigen:
8x[x 2 A =) x 2 A n ;]: Sei a 2 A: Dann ist a 2 A und a 62 ;
(Eigenschaft der leeren Menge), also a 2 fx 2 Ajx 62 ;g = A n ;:
Also gilt 8x[x 2 A =) x 2 A n ;] und damit ist A � A n ;
gezeigt. Also gilt A n ; = A.

In der folgenden De�nition verwenden wir eine typische Schlu�-
weise der Mengenlehre. Wenn eine Menge M nicht leer ist, dann
mu� sie ja mindestens ein Element enthalten. Wir k�onnen also
ein (ansonsten beliebiges) Element a0 aus dieser MengeM �nden
und damit weitere Untersuchungen durchf�uhren.

De�nition 1.10. SeiM eineMenge, deren Elemente selbst Men-
gen sind, und sei M 6= ;. Sei A0 2 M: Dann ist der Durchschnitt
der Mengen aus M de�niert als\

fAjA 2 Mg : = faja 2 A0 ^ 8A 2 M[a 2 A]g
= faj8A 2 M[a 2 A]g:
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Die erste Gleichung zeigt, da�
T
fAjA 2 Mg als Teilmenge von

A0 existiert. Dann kann
T
fAjA 2 Mg aber durch die zweite

Gleichung beschrieben werden und ist daher von der Wahl von
A0 unabh�angig.

Der Leser m�oge sich klarmachen, da� f�ur Durchschnitte die fol-
gende Folgerung gilt.

Folgerung 1.11. Sei B eine Menge. Es gilt 8A 2 M[B � A]
genau dann, wenn B �

T
fAjA 2 Mg: Weiter ist der Durch-

schnitt
T
fAjA 2 Mg die gr�o�te Menge X mit der Eigenschaft:

8A 2 M[X � A]:

Axiom 4. (Vereinigungsmengenaxiom)

(1) Sind A und B zwei Mengen, dann gibt es eine Menge,
Vereinigungsmenge von A und B genannt und mit A[B
bezeichnet, die genau die Elemente enth�alt, die in A oder
B enthalten sind:

A [B = fxjx 2 A _ x 2 Bg:

(2) Sei M eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind.
Dann gibt es eine Menge, Vereinigungsmenge genannt
und mit

S
fAjA 2 Mg bezeichnet, die genau die Elemente

enth�alt, die in mindestens einem A 2 M liegen:[
fAjA 2 Mg = fxj9A 2 M[x 2 A]g:

Bemerkung: (1) folgt nicht aus (2), weil wir nicht wissen, ob es
eine Menge fA;Bg gibt. Es ist

S
fAjA 2 ;g = ;; denn mitM = ;

ist fxj9A 2 M[x 2 A]g = ;: w�are diese Menge nicht leer, so g�abe
es ein x in ihr, also w�are x 2 A f�ur ein A 2 M, also w�are M 6= ;.
Das ist ein Widerspruch!

Wir geben jetzt eine Reihe weiterer wichtiger Regeln f�ur das
Rechnen mit Mengen an. Auch hier verzichten wir auf ausf�uhr-
liche Beweise, verweisen dazu aber auf Kapitel I.3.
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Folgerung 1.12. (Weitere Rechenregeln der Mengenalgebra)
Seien A, B, C Mengen und U ein Universum. Dann gelten

(1) A [ B = B [ A, (Kommutativgesetz)
(2) (A [ B) [ C = A [ (B [ C), (Assoziativgesetz)
(3) A [ A = A, (Idempotenzgesetz)
(4) A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C), (Distributivgesetze)

A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C),
(5) An (B\C) = (AnB)[ (AnC), (de Morgansche Gesetze)

A n (B [ C) = (A nB) \ (A n C),
(B \ C) = B [ C,
(B [ C) = B \ C,

(6) A = A, (Gesetz vom doppelten Komplement)
(7) A [ ; = A; A \ U = A, (Gesetz von der Identit�at)
(8) A [ A = U; A \ A = ;, (Gesetz vom Inversen)
(9) A [ U = U; A \ ; = ;, (Dominierungsgesetz)
(10) A [ (A \B) = A;A \ (A [B) = A, (Absorptionsgesetz).
(11) (A nB) [B = A [B.

De�nition 1.13. Seien A;B Mengen. Die symmetrische Di�e-
renz von A und B ist die Menge

A�B := fx 2 A [B)jx 62 A \ Bg = (A [ B) n (A \B):

Folgerung 1.14. (Weitere Rechenregeln der Mengenalgebra)

(1) A�B = (A nB) [ (B nA),
(2) A�B = B�A,
(3) A�(B�C) = (A�B)�C,
(4) A�A = ;,
(5) A�; = A.

Bemerkung 1.15. (Venn Diagramme) Man stellt sich Mengen
oft als Teilmengen der Ebene, eingegrenzt durch Kurven, vor.
Diese Vorstellung hilft Beweise f�ur die genannten Rechenregeln
zu �nden. Sie ersetzt aber nicht einen exakten Beweis.
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Einzelne Menge:

A = &%
'$
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�

A

Durchschnitt:

A \ B = &%
'$
A

&%
'$
��

��
�
�

B

Vereinigung:

A [ B = &%
'$

�
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

A

&%
'$

�
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
B

Komplement:

A nB = &%
'$
&%
'$

�
�

�
�
�

����

A B

Symmetrische Di�erenz:

A�B = &%
'$
&%
'$

�
�

�
�
�

����
�

�

�
�
�

��
��A B

(A [B) \ C = (A \B) [ C :

&%
'$
&%
'$

&%
'$A B

C

1
2 3

4

5

67 8

f�uhrt zu folgendem Beweis:
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A [ B = 2 [ 3 [ 5 [ 6 [ 7; C = 4 [ 6 [ 7 [ 8; (A [ B) \ C =
6 [ 7 [ 8; =) (A [B) \ C = 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5:
A = 1 [ 3 [ 4 [ 6; B = 1 [ 2 [ 4 [ 7; A \ B = 1 [ 4; C =
1 [ 2 [ 3 [ 5 =) (A \B) [ C = 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5:

Bemerkung 1.16. (Mengen im Computer) Im Computer wer-
den Mengen von Zahlen oder Daten gespeichert, z.B. die Adress-
daten von Gesch�aftspartnern, die statistisch verteiltenWerte von
wiederholten Strahlungsmessungen, die Buchstaben des Alpha-
bets, die nat�urlichen Zahlen.

Sie werden dann als Menge im obigen Sinn aufgefa�t werden
m�ussen, wenn mengentheoretischeOperationen vorkommen, z.B.
fBuchstaben des Alphabetsg [f Zi�ern 0; : : : ; 9g:

Es bieten sich grunds�atzlich zwei verschiedene Arten an, wie
man Mengen im Computer realisieren und speichern kann. Ein-
mal kann man alle Elemente einer Menge einzeln abspeichern.
Aufgrund der Endlichkeit des Speichers kann man so nat�urlich
nur verh�altnism�a�ig kleine Menge erfassen, wie das Alphabet,
die Eintr�age eines Lexikons oder die Daten einer statistischen
Erhebung, zum Beispiel einer Volksz�ahlung. Durch die Speiche-
rung aller Elemente einer Menge sind auch wiederholte Eintr�age
desselben Elements m�oglich, die Ordnung des Speichers bedingt
auch eine Ordnung der Elemente der Menge. Es entsteht eine
geordnete Liste, deren De�nition und Struktur wir sp�ater unter-
suchen.

Ist die Datenmenge jedoch zu gro�, gar unendlich, wie z.B. N
oder 2N, so mu� das Bildungsgesetz selbst abgespeichert wer-
den. Die nat�urlichen Zahlen betrachtet man als die Menge, die 1
enth�alt und durch fortlaufendes Addieren von 1 zu immer neu-
en Zahlen kommt, die geraden Zahlen entstehen aus 2 und den
Zahlen, die man durch fortlaufendes Addieren von 2 erh�alt. Man
hat damit zwar nicht alle Elemente

"
gleichzeitig\ im Compu-

ter zur Verf�ugung, kann aber im Beispiel der nat�urlichen Zah-
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len jede einzelne beliebig gew�ahlte nat�urliche Zahl nach end-
licher Rechenzeit erhalten und zum Beispiel auf dem Drucker
ausdrucken. Auf diese Weise kann man auch noch sogenannte
abz�ahlbare Mengen elementweise beherrschen. Schliesslich kann
man statt der Angabe eines Bildungsgetzes und damit der Kon-
struktionsm�oglichkeit jedes einzelnen Elements viel gr�o�ere Men-
gen dadurch beherrschen, da� man lediglich einen Algorithmus
angibt, der von einem vorgegebenen Element feststellt, ob es der
de�nierten Menge angeh�ort. Diese Darstellung von Mengen f�allt
jedoch schon unter die M�oglichkeiten, Teilmengen (des Univer-
sums

"
aller Elemente\) darzustellen.

Die Menge 2N erh�alt man auch als ft 2 Nj9s 2 N[2s = t]g: Diese
endliche Zeichenfolge kann gespeichert werden. H�au�g stellt man
sich also auf den Standpunkt, da� ein Universum als Grundmen-
ge gegeben ist, beschrieben etwa durch den Aufbau der verwen-
deten Elemente (z.B. alle Worte, die man mit Buchstaben und
Zi�ern { alphanumerisch { schreiben kann), und beschreibt die
interessierenden Teilmengen A von U durch ein Pr�adikat A(x),
also A = fxjA(x)g = fx 2 U jA(x)g, durch das festgestellt wer-
den kann, ob ein gegebenes Element der Teilmenge angeh�ort.
A(x) ist dann ein Algorithmus, der f�ur ein gegebenes Element x
einen Wert wahr (x 2 A) oder falsch (x =2 A) ausgibt.

F�ur endliche elementweise im Computer gespeicherte Mengen
U gibt es noch ein weiteres h�au�g verwendetes Verfahren, um
TeilmengenA � U zu de�nieren. Man stellt einen weiteren Spei-
cher zur Verf�ugung mit ebenso vielen Bits Speicherraum, wie die
Grundmenge Elemente hat. Jedem Element x von U steht da-
mit also sein eigener zus�atzlicher Speicher von 1 Bit L�ange zur
Verf�ugung. Um jetzt eine Teilmenge A zu bilden, schreibt man
f�ur diejenigen Elemente x 2 U , die in A liegen, eine 1 in den
zu x geh�origen Speicher. F�ur die Elemente x 2 U mit x =2 A
schreibt man eine 0 in den zugeh�origen Speicher. Man hat damit
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eigentlich eine Funktion �A : U �! f0; 1g de�niert mit

�A(x) =

8<
:1; f�ur x 2 A;

0; f�ur x =2 A:

Dadurch ist die Teilmenge A aber o�ensichtlich vollst�andig be-
stimmt. Die Funktion �A nennt man auch charakteristische
Funktion von A (vgl. auch Kapitel I.3).

Zum Beispiel kann man bei der Beschreibung von Farbmischun-
gen aus den 3 Farben U := fblau, gr�un, rotg insgesamt 23 = 8
verschiedene Teilmengen �nden. Die Teilmenge fblau, rotg wird
dabei dann durch die Bitfolge 101 de�niert.

Bemerkung 1.17. (Mengenoperationen im Computer)
(1) Der Fall endlicher Mengen: Sind zwei endliche Mengen A und
B als geordnete Listen gegeben, so kann man A [ B darstellen
durch Bildung einer neuen Liste, in die alle Elemente aus A und
B aufgenommen werden, im einfachsten Fall durch ein Aneinan-
derh�angen der Listen, oder dadurch, da� man sich merkt, da� die
Elemente aus A[B solche sind, die in A oder in B liegen, beide
Mengen also zur Wahl eines Elements zul�a�t. Der Durchschnitt
A\B ist f�ur die Bildung einer neuen Gesamtmenge schwieriger,
weil man hier tats�achlich eine neue Liste konstruieren mu�, zum
Beispiel nach dem Verfahren, alle Elemente aus A zu durchlau-
fen (das sind nur endlich viele!) und zu untersuchen, ob sie in B
liegen, und die dabei gefundenen Elemente in eine neue Liste auf-
zunehmen. Aber auch hier kann man stattdessen die abstrakte
Beschreibung des Durchschnitt verwenden, also nur solche Ele-
mente, die man sowohl in A als auch in B vor�ndet (in A und
in B). �Ahnliche �Uberlegungen gelten f�ur das Komplement A nB
und die symmetrische Di�erenz A�B. Wenn man Teilmengen A
und B eines Universums U betrachtet und diese durch Bitfolgen,
d.h. durch ihre charakteristischen Funktionen �A bzw. �B dar-
stellt, so ist die Vereinigung einfach durch die charakteristische
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Funktion

�A[B(x) = max(�A(x); �B(x))

oder durch die OR Operation auf den Bitfolgen zu erhalten. �Ahn-
lich erh�alt man den Durchschnitt durch

�A\B(x) = min(�A(x); �B(x))

oder durch die AND Operation auf den Bitfolgen (vgl. hierzu
Kapitel I.3).

(2) Der Fall gro�er und unendlicher Mengen gestattet nicht mehr
eine elementweise Aufbereitung der neuen Menge A [ B, A \
B, A n B bzw. A�B, allein schon weil die Ausgangsmengen A
und B nicht elementweise, sondern durch ein Pr�adikat gegeben
sind. Von den neuen Mengen sind also wieder die entsprechenden
Pr�adikate zu bilden. Dazu verwenden wir die logischen Zeichen
_ (oder), ^ (und) und : (nicht). Wir legen au�erdem ein Uni-
versum U zugrunde, in dem sich alles abspielt. Seien die Mengen
A = fx 2 U jA(x)g und B = fx 2 U jB(x)g gegeben. Dann gelten

A [ B = fx 2 U jA(x) _B(x)g;
A \ B = fx 2 U jA(x) ^B(x)g;
A nB = fx 2 U jA(x) ^ :B(x)g;
A�B = fx 2 U j(A(x) _B(x)) ^ :(A(x) ^ B(x))g:

Das Rechnen mit Mengenoperationen kann also �ubersetzt wer-
den in ein Rechnen mit Pr�adikaten. Die Vereinigung entspricht
dabei dem logischen OR, der Durchschnitt dem logischen AND.
Die Komplement�armenge kann mit den logischen Operationen
AND NOT erhalten werden und die symmetrische Di�erenz mit
( OR ) AND NOT ( AND ). Mit diesen Zusammenh�angen wer-
den wir uns sp�ater noch genauer besch�aftigen, vor allem bei der
Untersuchung von Strukturen in der Logik. Bis dahin fassen wir
die logischen Operationen und Aussagen in ihrer urspr�unglichen,
naiven Bedeutung auf.
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Axiom 5. (Potenzmengenaxiom)
Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, Potenzmenge von A ge-
nannt und mit P(A) bezeichnet, die genau alle Teilmengen von
A als Elemente enth�alt. Diese wird auch mit

P(A) = fBjB � Ag

bezeichnet.

Beispiele 1.18. P(;) = f;g ist eine Menge mit einem Element.
P(fag) = f;; fagg ist eine Menge mit zwei Elementen.
P(fa; bg) = f;; fag; fbg; fa; bgg ist eine Menge mit vier Elemen-
ten.

Folgerung 1.19. (Rechenregeln)

(1) P(A) \ P(B) = P(A \B),
(2) P(A) [ P(B) � P(A [ B),
(3) A � B =) P(A) � P(B),
(4)

T
fBjB 2 P(A)g = ;,

S
fBjB 2 P(A)g = A.

Jetzt sind wir endlich soweit, da� wir die Existenz von gewissen
interessanten Mengen beweisen k�onnen, die wir fr�uher schon in
Beispielen betrachtet haben, ohne zu wissen, ob sie existieren.

Folgerung 1.20. Seien a1; : : : ; an Elemente. Dann gibt es ei-
ne Menge fa1; : : : ; ang. Seien A1; : : : ; An Mengen. Dann gibt es
eine Menge fA1; : : : ; Ang.

Beweis. Nach Axiom 1 (3) gibt es zu jedem Element ai eine
Menge Ai mit ai 2 Ai. Nach Axiom 4 (1) kann man die Mengen
B1 := A1, B2 := B1 [ A2, B3 := B2 [ A3; : : : ; Bn := Bn�1 [An

bilden, also Bn = (: : : ((A1[A2)[A3)[: : : An�1)[An = A1[A2[
A3 [ : : : [ An�1 [ An (nach 1.12 (2)). Damit gilt a1 2 Bn; a2 2
Bn; : : : ; an 2 Bn. Dann ist fa1; a2; : : : ; ang := fx 2 Bnjx =
a1 _ x = a2 _ : : : x = ang nach Axiom 3 eine Menge.
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Die Mengen A1; A2; : : : ; An sind selbst Elemente, denn es gilt
Ai 2 P(Ai). Dann kann die erste Aussage dieser Folgerung ver-
wendet werden, um die Existenz der Menge fA1; : : : ; Ang zu
erhalten.

Wir beenden diesen Paragraphen mit der ber�uhmten Russel-
schen Antinomie. In der naiven Mengenlehre, die versucht, auf
der Mengende�nition von Georg Cantor aufzubauen, kann man
die Menge aller Mengen ebenfalls bilden. Russel hat dann ge-
zeigt, da� dieser Begri� einen Widerspruch in sich tr�agt. In ei-
nem axiomatischen Aufbau, wie wir ihn hier betrachten, l�ost sich
dieser Widerspruch in der Aussage, da� es nicht die Menge aller
Mengen geben kann. Dieser Beweis der Nicht-Existenz einer be-
stimmten Menge wird in �ahnlicher Form in der Informatik dazu
verwendet, zu zeigen, da� es gewisse Programme, die bestimmte
Forderungen erf�ullen sollen, nicht geben kann, etwa Programme,
die von beliebigen vorgegebenen Programmen mit zugeh�origen
Dateneingaben feststellen k�onnen, ob sie abbrechen oder nicht.

Bemerkung 1.21 (Das Russelsche Paradoxon). Die Men-
ge aller Mengen existiert nicht. Wenn es n�amlich eine Menge

 = fAjA ist eine Mengeg aller Mengen g�abe, dann w�are auch
X := fA 2 
jA 62 Ag eine Menge und ebenso Y := 
 n X =
fA 2 
jA 2 Ag. W�are nun X 2 X, so folgte nach der De�ni-
tion von Y daraus X 2 Y . Da weiter Y = 
 n X gilt, kann X
nicht Element von X sein; es gilt also X 62 X. W�are umgekehrt
X 62 X, so folgte daraus X 2 X nach der De�nition von X. In
beiden F�allen haben wir einenWiderspruch zu Axiom 1 erhalten.
Deshalb kann X nicht existieren und damit auch nicht 
.

2. Relationen und Abbildungen

Wir beginnen mit einer Vorbemerkung zum naiven Begri� ei-
nes Paares. Seien a und b zwei nicht notwendig verschiedene
Elemente. Ein Paar (a; b) hat zwei Elemente, eines, a, an er-
ster Stelle, und ein weiteres, b, an zweiter Stelle. Dabei d�urfen a
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und b auch gleich sein. Zwei Paare werden als gleich angesehen:
(a; b) = (x; y) genau dann, wenn a = x und b = y gelten. H�au�g
spricht man auch von einem geordneten Paar (im Unterschied zu
einer Menge fa; bg mit einem (a = b) oder zwei (a 6= b) Elemen-
ten). Es gilt f�ur a 6= b zwar fa; bg = fb; ag, aber (a; b) 6= (b; a).
Die exakte mengentheoretische Erfassung dieses Begri�s gibt die

De�nition 2.1. Seien a und b zwei nicht notwendig verschie-
dene Elemente. Dann wird das (geordnete) Paar (a; b) de�niert
durch

(a; b) := ffag; fa; bgg:

a hei�t erstes Element des Paares (a; b), b hei�t zweites Element
des Paares (a; b).

Bemerkung: Diese Menge existiert nach 1.20.

Der Wert dieser recht unanschaulichen De�nition liegt darin, da�
man den Begri� eines Paares so mit Hilfmitteln der Mengenlehre
ausdr�ucken kann und das folgende fundamentale Lemma bewei-
sen kann.

Lemma 2.2. (a; b) = (c; d)() a = c ^ b = d.

Beweis.
"
(=\: Folgt aus der Eigenschaft der Gleichheit, da

man in einem Ausdruck gleiche Elemente a = c bzw b = d erset-
zen darf und dabei der Ausdruck gleich bleibt.

"
=)\: Wir unterscheiden zwei F�alle:
1. Fall: a = b. Dann ist (a; b) = (a; a) = ffag; fa; agg =
ffag; fagg = ffagg. Wegen ffcg; fc; dgg = (c; d) = (a; b) =
ffagg folgt fcg = fag und fc; dg = fag, also c = a und d = a =
b.
2. Fall: a 6= b. Dann hat fa; bg genau zwei Elemente. Wegen
ffag; fa; bgg = (a; b) = (c; d) = ffcg; fc; dgg folgt daher fa; bg 2
ffcg; fc; dgg, also mu� fa; bg = fc; dg gelten (denn fa; bg = fcg
w�urde a = c = b implizieren, was nach Voraussetzung nicht
m�oglich ist). Damit ist auch c 6= d. Dann folgt fag = fcg und
a = c. Aus fa; bg = fc; dg folgt dann b = d.
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De�nition und Lemma 2.3. Zu je zwei (nicht notwendig ver-
schiedenen) Mengen A und B gibt es die Menge

A�B := f(a; b)ja 2 A ^ b 2 Bg;

genannt Produkt der Mengen A und B (auch Produktmenge, kar-
tesisches Produkt, direktes Produkt).

Beweis. Die Existenz ergibt sich aus der Tatsache (a; b) 2
P(P(A [ B)), denn fag 2 P(A) � P(A [ B) und fa; bg 2
P(A[B) impliziert (a; b) = ffag; fa; bgg 2 P(P(A[B)). Dann
setzen wir

A�B := fx 2 P(P(A [B))j9a 2 A; b 2 B[x = (a; b)]g:

Das ist genau die Menge aller Paare (a; b) mit erstem Element
in A und zweitem Element in B.

Wenn die Menge A oder die Menge B leer ist, passiert etwas
Merkw�urdiges. Es kann dann n�amlich kein Paar in A�B geben,
denn das erste Element a eines solchen Paares (a; b) w�are ein
Element in A und das zweite Element b w�are ein Element in B,
was nicht gleichzeitig sein darf. Andrerseits gibt es sicher Paare
der Form (a; b), wenn A und B nicht leer sind. Also gilt:

Folgerung 2.4. A�B = ; () A = ; oder B = ;.

Bemerkung 2.5. Wir verwenden in Zukunft lediglich die Tat-
sache, da� wir zu je zwei Elementen a und b ein Paar (a; b) (als
Menge) bilden k�onnen (Existenz), da� die Produktmenge A�B
von Paaren existiert und da� zwei Paare genau dann gleich sind,
wenn ihre Komponenten gleich sind (2.2). Die exakte De�nition
wird nicht mehr weiter ben�otigt.

De�nition 2.6. Seien a; b; c drei (nicht notwendig verschiedene)
Elemente. Ein Tripel (a; b; c) ist de�niert durch

(a; b; c) := ((a; b); c):
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Bemerkung 2.7. Analog zu den Paaren gilt

(a; b; c) = (x; y; z)() a = x ^ b = y ^ c = z:

Wir kommen jetzt zu dem zentralen Begri� dieses Paragraphen.
Wir wollen m�oglichst allgemein Beziehungen zwischen Elemen-
ten in zwei Mengen A und B beschreiben. Wie kann man eine
Beziehung, eine Verbindung, einen Zusammenhang oder �Ahnli-
ches zwischen einem Element a 2 A und einem Element b 2 B
m�oglichst allgemein fassen? Das tun wir, indem wir schlicht und
einfach sagen, ob die gew�unschte Beziehung zwischen a und b
existiert oder nicht. Dann k�onnen wir diejenigen Paare (a; b), f�ur
die a in der gew�unschten Beziehung zu b steht, in einer Menge R
zusammenfassen und k�onnen dann genau feststellen, ob eine Be-
ziehung zwischen a und b besteht, indem wir n�amlich (a; b) 2 R
�uberpr�ufen. Auf diese Weise legen wir den Begri� der Beziehung,
oder wie wir dann sagen werden, der Relation, in keiner Weise
weiter fest, als da� zwischen Elementen aus A und solchen aus
B eine Beziehung bestehen kann.
Um Relationen gut unterscheiden zu k�onnen, f�ugen wir in der
De�nition auch noch die beiden Mengen A und B hinzu und
de�nieren wie folgt:

De�nition 2.8. Eine Relation � = (A;B;R) ist ein Tripel von
Mengen A;B;R mit R � A�B.
Ist � = (A;B;R) eine Relation, so schreiben wir gelegentlich
auch

a�b :() (a; b) 2 R:

� hei�t auch Relation von A in B, von A nach B oder zwischen
A und B. Eine Relation der Form � = (A;A;R) hei�t bin�are
Relation auf A.

Da der Begri� der Relation so allgemein formuliert worden ist,
wird es viele Beispiele daf�ur geben. Wir geben hier nur einige
wenige an, weitere werden sich sp�ater ergeben.
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Beispiele 2.9. (1) � = (A;B;A � B) hei�t die gr�o�te Re-
lation zwischen A und B. Jedes Element a 2 A steht in
Relation oder Beziehung zu jedem Element b 2 B.

(2) � = (A;B; ;) hei�t die kleinste oder leere Relation zwi-
schen A und B. Dieses ist eine Relation, weil ; � A�B.
Bei ihr steht kein Element aus A in Relation zu einem
Element in B.

(3) � = (A;A; f(a; a)ja 2 Ag) hei�t die identische oder
Gleichheitsrelation von A. Zwei Elemente stehen in Re-
lation zueinander genau dann, wenn sie gleich sind. Diese
Relation ist also aus dem Gleichheitszeichen entstanden.

(4) � = (R;R; f(x;x2)jx 2 Rg) ist die reelle Funktion x2. Jedes
x 2 R steht n�amlich in Relation zu x2 2 R.

(5) Die Relation

� = (P(A);P(A); f(B;C) 2 P(A)�P(A)jB � C)

ist die Teilmengenrelation auf der Menge der Teilmengen
von A, d.h. auf der Potenzmenge von A.

(6) Die Relation � = (N;N; f(m;n)jm;n 2 N ^ m � ng) ist
die Anordnungsrelation � auf den nat�urlichen Zahlen. Es
gilt m�n () (m;n) 2 � () m � n: Man schreibt
daher auch � = �. Eine graphische Darstellung f�ur diese
Relation ist

4 � � � � � � � �
3 � � � � � � � �
2 � � � � � � � �
1 � � � � � � � �

1 2 3 4 5 6 7 8

wobei die Elemente aus R = f(m;n)jm;n 2 N ^m � ng
durch dicke Punkte dargestellt sind und die Elemente aus
N�N, die nicht in R liegen, durch kleine Kreise dargestellt
sind. An dieser Darstellung sieht man auch deutlich, wie
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die RelationR als Teilmenge des Produkts N�N aufgefa�t
wird.

(7) Ist B � C eine Teilmenge, so ist � = (B;C;R) mit
R = f(b; b) 2 B�Cjb 2 Bg eine Relation, genannt Inklu-
sionsrelation.

Bemerkung 2.10. Zwei Relationen �1 = (A1; B1; R1) und �2 =
(A2; B2; R2) sind genau dann gleich, wennA1 = A2,B1 = B2 und
R1 = R2 gelten. Es sind daher die Relationen (N;N; f(n;n)jn 2
Ng) und (N;R;f(n; n)jn 2 Ng) verschieden. Ist eine der Mengen
A oder B leer, so gibt es genau eine Relation zwischen A und
B, n�amlich die leere Relation. F�ur A = ; und eine Relation
� = (;; B;R) ist n�amlich R � ; �B = ; (vgl. 2.4), also R = ;.

De�nition 2.11. Sei � = (A;B;R) eine Relation. Wir de�nie-
ren

(1) Quelle von � = Qu(�) := A,
(2) Ziel von � = Zi(�) := B,
(3) Graph von � = Gr(�) := R,
(4) Urbild von � = Ur(�) := faja 2 A ^ 9b 2 B[(a; b) 2 R]g,
(5) Bild von � = Bi(�) := fbjb 2 B ^ 9a 2 A[(a; b) 2 R]g.

De�nition 2.12. Seien die Relationen � = (A;B;R) und � =
(B;C; S) gegeben. Dann hei�t die Relation

�� := (A;C; T )

mit

T := f(a; c)j(a; c) 2 A� C ^ 9b 2 B[(a; b) 2 R ^ (b; c) 2 S]g

die Produkt- oder Verkn�upfungsrelation von � und �. Gelegentlich
schreibt man f�ur die Produktrelation auch � � � := ��. Man
beachte, da� �� nur de�niert ist, wenn Zi(�) = Qu(�) gilt. Man
beachte weiterhin die Reihenfolge von � und � in der Produkt-
schreibweise ��.
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Ist � die Teilmengenrelation von Beispiel 2.9 (5), so gilt �� = �,
weil B � C und C � D impliziert B � D.

Besonders wichtige Relationen in der Mathematik sind die Ab-
bildungen, die �Aquivalenzrelationen und die Ordnungen. Wir be-
sprechen zun�achst den Begri� der Abbildung. In der Informatik
werden oft Abbildungen ben�otigt, die nicht total de�niert sind.
Das sind die partiellen Abbildungen.

De�nition 2.13. Eine Relation � = (A;B;R) hei�t eine parti-
elle Abbildung, wenn gilt

8a 2 A 8b1; b2 2 B[(a; b1) 2 R ^ (a; b2) 2 R =) b1 = b2]: (1)

In Worten ausgedr�uckt hei�t das, da� zu jedem Element a 2 A
h�ochstens ein Element b 2 B mit (a; b) 2 R existiert. Wenn
(a; b) 2 R gegeben ist, dann schreiben wir f�ur das eindeutig
durch a de�nierte b auch �(a) (Funktionsschreibweise). Es gilt
also mit dieser Festlegung

(a; b) 2 R () b = �(a):

Eine weitere Bezeichnungsweise f�ur (a; b) 2 R = Gr(�) ist auch
a

�
7! b oder a 7! b mit der Sprechweise

"
dem Element a wird

durch � das Element b zugeordnet.\ Man nennt b auch das Bild
von a bei � und a ein Urbild von b bei �. Man beachte, da� b
zwar durch die Vorgabe von a eindeutig bestimmt ist, da� aber
a keinesfalls eindeutig durch b bestimmt ist, wenn b = �(a) gilt.
Das Bild von � ist eine Teilmenge von B, das Urbild von � eine
Teilmenge von A. Beide Teilmengen k�onnen echte Teilmengen
sein. Man nennt das Bild von � auch den Wertebereich (engl.
range) und das Urbild von � den De�nitionsbereich (engl. do-
main).
Eine partielle Abbildung � = (A;B;R) wird auch mit der
Schreibweise � : A * B oder A

�
* B bezeichnet. Gelegentlich

schreiben wir auch � : A 3 a 7! b 2 B oder A 3 a 7! �(a) 2 B;
wobei h�au�g �(a) auch ersetzt wird durch eine Formel mit der
�(a) aus a berechnet werden kann.
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Eine wesentliche Aufgabe wird es wieder sein festzustellen, ob
zwei partielle Abbildungen gleich sind oder nicht, so wie wir
schon Kriterien daf�ur haben, ob zwei Mengen gleich sind (Axiom
2), zwei Paare gleich sind (2.2) oder ob zwei Relationen gleich
sind (2.10).

Bemerkung 2.14. Zwei partielle Abbildungen � = (A;B;R)
und � = (C;D; S) sind genau dann gleich, wenn gelten

Qu(�) = Qu(�);
Zi(�) = Zi(�);
Ur(�) = Ur(�) und
8a 2 Ur(�)[�(a) = �(a)]:

De�nition 2.15. Eine Relation � = [A;B;R] hei�t eine Ab-
bildung, eine Funktion oder eine Familie, wenn � eine partielle
Abbildung ist und gilt

8a 2 A9b 2 B[(a; b) 2 R]: (2)

Benutzt man f�ur � die Bezeichnung Familie, dann hei�t A die
Indexmenge der Familie.
Die Bedingungen (1) und (2) k�onnen wie folgt ausgedr�uckt wer-
den: Zu jedem a 2 A existiert genau ein b 2 B mit (a; b) 2 R. Bei
einer Abbildung stimmen De�nitionsbereich und Quelle �uberein:
Ur(�) = Qu(�)4.

Warum sind hier drei verschiedene Ausdr�ucke, n�amlich Abbil-
dung, Funktion und Familie, f�ur denselben Begri� eingef�uhrt
worden? Man verwendet diese Begri�e in verschiedenem Zusam-
menhang. Von einer Funktion, statt von einer Abbildung, spricht
man oft, wenn das Ziel der Abbildung eine Menge von Zahlen
ist. Man denkt dabei z.B. an die Sinusfunktion (sin(x)) oder
die Exponentialfunktion (ex = exp(x)). Zum Begri� der Familie
werden wir noch mehr im Zusammenhang mit Produkten sagen.

4Wir werden h�au�ger Aussagen von der Form
"
es gibt genau ein Element

mit ...\ ben�otigen und verwenden daf�ur die Abk�urzung 91.
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Wir k�onnen jetzt schon andeuten, da� man sich bei einer Fami-
lie mehr die Kollektion der Bildelemente vorstellt, w�ahrend man
bei einer Abbildung mehr an eine Zuordnungsvorschrift denkt.

De�nition 2.16. Sei � : A �! B eine Abbildung und A0 � A:
Dann hei�t �jA0

:= (A0; B;Gr(�)\ (A0�B)) die Einschr�ankung
von � auf A0. Weiter de�nieren wir

�(A0) := f�(x)jx 2 A0g:

F�ur B0 � B de�nieren wir

��1(B0) := fx 2 Aj�(x) 2 B0g:

Schlie�lich sei

��1(b) := ��1(fbg);

genannt Urbild von b.

Unter den vielen verschiedenen Abbildungen spielen die folgen-
den eine herausragende Rolle.

De�nition 2.17. (1) Eine Abbildung � : A �! B hei�t sur-
jektiv oder eine Surjektion oder eine Abbildung von A auf
B, wenn gilt

8b 2 B9a 2 A[(a; b) 2 R]; (3)

das hei�t, alle Elemente aus dem Ziel von � sind Bilder
von Elementen aus der Quelle von �, also Bi(�) = Zi(�):

(2) Eine Abbildung � : A �! B hei�t injektiv oder eine
Injektion oder eine eineindeutige Abbildung, wenn gilt:

8b 2 B8a1; a2 2 A[(a1; b) 2 R ^ (a2; b) 2 R =) a1 = a2];
(4)

das hei�t, je zwei verschiedene Elemente aus A werden
auf verschiedene Elemente aus B abgebildet.

(3) Eine Abbildung � : A �! B hei�t bijektiv oder eine
Bijektion, wenn � injektiv und surjektiv ist.
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Bemerkung 2.18. Ist � = (A;B;R) eine Relation, so de�-
nieren wir eine Relation �0 := (B;A;R0) durch die Bedingung
(b; a) 2 R0 :() (a; b) 2 R und bezeichnen �0 als Umkehrre-
lation. Ist � eine bijektive Abbildung, so ist �0 ebenfalls eine
bijektive Abbildung. Die Gesetze (3) und (4) f�ur die Relation �
sind n�amlich die Gesetze (2) bzw (1) f�ur die Umkehrrelation �0

und die Gesetze (1) und (2) f�ur � sind die Gesetze (4) bzw. (3)
f�ur �0.

Beispiele 2.19. (1) Die identische Relation 2.9 (3) ist eine
Abbildung, die identische Abbildung oder Identit�at, be-
zeichnet mit 1A : A �! A oder idA : A �! A:

(2) N 3 n 7! 2 � n 2 N ist eine Abbildung.
(3) N 3 n 7! 2 � n 2 f2; 4; 6; 8; : : : g ist verschieden von der

Abbildung unter (2) (die Ziele sind verschieden). Die Ab-
bildung unter (2) ist injektiv, aber nicht surjektiv. Die
Abbildung unter (3) ist bijektiv.

(4) R3 r 7! [r] 2 Z, wobei [r] die gr�o�te ganze Zahl � r sei,
ist surjektiv, aber nicht injektiv.

(5) Q 3 q 7! q 2 R ist eine (injektive) Inklusionsabbildung.
(6) R 3 r 7! 2r 2 R+ := fr 2 Rjr > 0g ist eine bijektive

Abbildung.

Lemma 2.20. Seien � : A �! B und � : B �! C Abbildun-
gen. Dann ist das Produkt oder die Komposition �� : A �! C
wieder eine Abbildung.

Beweis. Wir wissen aus der Diskussion in 2.12, da� A die
Quelle der Produktrelation �� ist, und da� C das Ziel ist. Es
bleibt zu zeigen, da� die Produktrelation eine Abbildung ist.
Zu jedem a 2 A gibt es genau ein b 2 B mit �(a) = b (d.h.
(a; b) 2 Gr(�)). Zu diesem b 2 B gibt es genau ein c 2 C
mit �(b) = c (d.h. (b; c) 2 Gr(�)), also auch mit (��)(a) =
c (d.h. (a; c) 2 Gr(��)). Das Element c 2 C ist auch durch
die Bedingung (a; c) 2 Gr(��) eindeutig festgelegt. Ist n�amlich
c0 2 C mit (a; c0) 2 Gr(��), so gibt es nach De�nition 2.12 ein
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b0 2 B mit (a; b0) 2 Gr(�) und (b0; c0) 2 Gr(�). Aus der ersten
Bedingung folgt b0 = b, weil � eine Abbildung ist. Damit ist
(b; c0) 2 Gr(�), also c0 = c, weil � eine Abbildung ist. Daher ist
c 2 C mit der Eigenschaft (a; c) 2 Gr(��) durch a eindeutig
bestimmt.
Wir k�onnen jetzt insbesondere einfach schreiben (��)(a) = c =
�(b) = �(�(a)).

Lemma 2.21. (1) Seien � : A �! B;� : B �! C und

 : C �! D Abbildungen. Dann ist (
�)� = 
(��) (As-
soziativgesetz).

(2) F�ur Abbildungen � : A �! B und � : C �! A und 1A
gelten: 1A� = � und �1a = �. (Gesetz von der Identit�at).

Beweis. Es ist leicht zu sehen, da� die Komposition der Ab-
bildungen m�oglich ist, Quelle und Ziel jeweils �ubereinstimmen.
Es gen�ugt daher ((
�)�)(a) = 
(�(�(a))) = (
(��))(a),
(1A�)(c) = 1A(�(c)) = �(c) und (�1A)(a) = �(1A(a)) = �(a)
zu sehen.

Satz 2.22. Sei � : A �! B eine Abbildung. � ist genau dann
bijektiv, wenn es eine Abbildung � : B �! A mit �� = 1B und
�� = 1A gibt. � ist eindeutig durch � bestimmt.

Bemerkung: Wir verwenden die Bezeichnung ��1 := � und nen-
nen ��1 die inverse Abbildung oder Umkehrabbildung.

Beweis. Sei � eine bijektive Abbildung. Nach 2.18 wissen wir,
da� die Umkehrrelation �0 = � wieder bijektiv ist. Weiter ist
(a; b) 2 Gr(�) () (b; a) 2 Gr(�). Damit gilt �(a) = b ()
�(b) = a. Daraus folgt ��(a) = �(b) = a, also �� = 1A, und
ebenso ��(b) = �(a) = b; also �� = 1B.
Ist umgekehrt � : B �! A mit �� = 1A und �� = 1B gegeben,
so schlie�en wir so: �(a1) = �(a2) =) ��(a1) = ��(a2) =)
a1 = a2, weil �� = 1A gilt. Damit ist � injektiv. F�ur b 2 B ist
�(�(b)) = b, also ist � surjektiv.
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Ist �0 eine weitere Umkehrabbildungmit��0 = 1B und �0� = 1A,
so ist mit 2.21 �0 = 1A�0 = ���0 = �1A = �, also ist � eindeutig
durch � bestimmt.

Mit der Bezeichnung ��1 mu� man vorsichtig umgehen. Sie war
auch schon in 2.16 eingef�uhrt worden. Dort hatten wir f�ur ei-
ne beliebige Abbildung � de�niert ��1(b) := ��1(fbg) = fx 2
Aj�(x) 2 fbgg. Diese Notation darf keinesfalls zu dem Schlu�
verf�uhren, da� damit ��1 die Umkehrabbildung von � sei, und
damit gar vorausgesetzt werde, da� die Abbildung � bijektiv sei.
Wenn die Abbildung � jedoch tats�achlich bijektiv ist, dann ist
mit der De�nition von 2.16 ��1(b) := ��1(fbg) = fa 2 Aj�(a) =
bg, d.h. ��1(b) = fag, wenn �(a) = b gilt. Verwenden wir die
De�nition der Umkehrabbildung, so erhalten wir ��1(b) = a,
wenn �(a) = b gilt. Wir erhalten also aus diesen gleich benann-
ten Ausdr�ucken statt einer einelementigen Teilmenge von A nur
das eine Element dieser Teilmenge. Es wird sich aber aus dem
Zusammenhang jeweils ergeben, welche der beiden De�nitionen
gemeint ist.

Folgerung 2.23. (1) Ist � : A �! B bijektiv, so ist ��1 :
B �! A bijektiv, und es gilt (��1)�1 = �:

(2) Sind � : A �! B und � : B �! C bijektiv, so ist �� :
A �! C bijektiv, und es gilt (��)�1 = ��1��1:

Beweis. (1) Wegen 2.22 ist ��1 eine bijektive Abbildung und
es gilt ��1� = 1 und ���1 = 1. F�ur die Umkehrabbildung von
��1 erhalten wir dann (��1)�1��1 = 1 = ���1 und ��1(��1)�1

= 1 = ��1�. Damit sind (��1)�1 und � Umkehrabbildungen von
��1 und daher nach 2.22 gleich: (��1)�1 = �.
(2) Wir verwenden 2.21 und zeigen mit 2.22, da� ��1��1 die
eindeutig bestimmte Umkehrabbildung von �� ist: ��1��1�� =
��11B� = ��1� = 1A und ����1��1 = �1B��1 = ���1 = 1C .
Daraus folgt, da� �� bijektiv ist und da� (��)�1 = ��1��1

gilt.
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Wir wenden uns jetzt demBegri� der Familie zu. Nach De�nition
ist eine Familie eine Abbildung. Wir verbinden mit einer Familie
jedoch eine andere Vorstellung, als mit einer Abbildung. Das
wird schon aus der Vielzahl der verschiedenen Schreibweisen f�ur
eine Familie deutlich. Wir de�nieren zun�achst wie folgt.

De�nition 2.24. Sei f : I �! A eine Familie mit Indexmenge
I. Dann hei�t f =: (f(i)ji 2 I) = (f(i)) = (fiji 2 I) = (fi) =
(ai) (mit ai = f(i)) eine Familie mit Koe�zienten ai aus A.
Ist die Indexmenge N, so hei�t f eine Folge.
Ist I = f1; : : : ; ng, so hei�t f eine endliche Folge (der L�ange n)
oder ein n-Tupel.

Ein Beispiel ist die Familie (1
i
ji 2 N) = (1; 1

2
; 1
3
; 1
4
; : : : ) = f

mit f : N �! Q und f(i) := 1

i
. Hier wird deutlich, da� wir

uns eine Familie als Kollektion ihrer Koe�zienten vorstellen.
Die Koe�zienten sind mit einem Index versehen, der den Platz
angibt, den der Koe�zient in der Familie einnimmt. Koe�zi-
enten k�onnen dabei mehrfach in einer Familie vorkommen, an-
verschiedenen Pl�atzen vesteht sich, oder mit verschiedenen Indi-
zes. Damit ist eine Familie nicht einfach eine Menge. Die Fa-
milien (1; 3; 5; 6) und (3; 6; 5; 1) sind verschieden, die Mengen
f1; 3; 5; 6g und f3; 6; 5; 1g sind jedoch gleich. Ebenso sind die
Familien (1; 2; 1) und (1; 2) verschieden, w�ahrend die Mengen
f1; 2; 1g und f1; 2g gleich sind. Das sind Eigenschaften, die wir
von Familien haben wollen. Sie sind durch den Begri� der Ab-
bildung erf�ullt. Das erste gegebene Beispiel wird durch die Ab-
bildung

f : f1; 2; 3; 4g �! N
1 7! 1;
2 7! 3;
3 7! 5;
4 7! 6

ausgesdr�uckt. Der Leser m�oge sich die weiteren Beispiele von
Familien als Abbildungen darstellen.
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Bei einer Familie wird die Indexmenge h�au�g explizit angege-
ben, nicht jedoch die Menge, aus der die Koe�zienten stammen.
Durch die De�nition einer Familie als Abbildung sind die Fami-
lien (1; 3; 5; 6) von nat�urlichen Zahlen und (1; 3; 5; 6) von reellen
Zahlen verschieden, denn es handelt sich im ersten Fall um eine
Abbildung f : f1; 2; 3; 4g �! N und im zweiten Fall um eine Ab-
bildung g : f1; 2; 3; 4g �! R. Es stimmen zwar deren Graphen
�uberein, nicht jedoch die Ziele der beiden Abbildungen.

Man sollte eine Familie auch nicht etwa als eine geordnete Men-
ge ansehen, denn in einer Familie k�onnen (wie in einem Paar)
Koe�zienten mehrfach auftreten. Und eine Ordnung wird nur
dann suggeriert, wenn die Indexmenge schon geordnet ist.

�Ahnlich wie wir Paare (,die wir sp�ater auch als Familien, genauer
als 2-Tupel au�assen werden,) zur einer Menge von Paaren, der
Produktmenge, zusammengefa�t haben, k�onnen wir auch Fami-
lien zu gr�o�eren Mengen, den Produkten, zusammenfassen.

De�nition 2.25. Sei (Aiji 2 I) eine Familie von Mengen Ai.
Das Produkt ist de�niert alsY

i2I

Ai :=

(
f : I �!

[
i2I

Ai

���8i 2 I[f(i) 2 Ai]

)
:

Die Abbildungen pj :
Q

i2I Ai �! Aj; f 7! f(j) hei�en Projek-
tionen, die Aj die Faktoren des Produkts. Wenn I = f1; : : : ; ng
endlich ist, dann schreiben wir auch

A1 � : : :�An =
nY
i=1

Ai :=
Y
i2I

Ai:

Bemerkung 2.26. Das Produkt existiert als Menge, weil ff :
I �!

S
i2I Aig � fIg� f

S
i2I Aig�P(I �

S
i2I Ai) existiert. Die

Elemente des Produktes
Q

i2I Ai sind Familien mit einer gemein-
samen Indexmenge I. Der i-te Koe�zient einer solchen Familie
kann aus der Menge Ai beliebig gew�ahlt werden. Alle Familien,
die so entstehen, bilden dann das Produkt.
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Beispiele 2.27. (1) Die Menge aller Abbildungen von einer
Menge A in eine Menge B ist ein Produkt und wird mit
ff : A �! Bjf Abbildungg = Abb(A;B) =

Q
i2ABi =

BA bezeichnet. (Dabei sei Bi := B f�ur alle i 2 A.)
(2) ff : N �! Rg ist die Menge der Folgen von reellen Zahlen

und wird auch als
Q

R= R geschrieben.
(3) ff : R�! Rg ist die Menge der reellen Funktionen.
(4) ff : f1; : : : ; ng �! Cg ist die Menge der komplexen n-

Trupel und wird auch mit C � : : :� C = Cn bezeichnet.
(5) Es gibt eine bijektive Abbildung zwischen den Mengen

ff : f1; 2g �! Ag und A �A. Sie ordnet jedem 2-Tupel
(a1; a2) = (f : f1; 2g ! A) das Paar (a1; a2) zu.

Damit haben wir die wesentlichen Grundtatsachen �uber Abbil-
dungen und Relationen zusammengestellt. Zum Abschlu� disku-
tieren wir jetzt den Begri� der endlichen und der unendlichen
Menge. Da wir die Menge der nat�urlichen Zahlen noch nicht zur
Verf�ugung haben, m�ussen wir eine recht unanschauliche De�niti-
on einer endlichen Menge geben. Um diese De�nition zu motivie-
ren, nehmen wir zun�achst an, da� die Menge N der nat�urlichen
Zahlen schon zur Verf�ugung steht. Dann wird man eine Menge
A endlich nennen, wenn sie eine endliche Anzahl von Elementen
hat. Wie soll man das aber feststellen? Man mu� sie abz�ahlen,
und das kann man mit den nat�urlichen Zahlen so machen, da�
man jedem Element von A genau eine nat�urliche Zahl, von 1
beginnend und aufsteigend in N, zuordnet. Wenn dieser Proze�
bei einer Zahl n 2 N abbricht, so wird man sagen, da� A genau
n Elemente hat.

Zwei Probleme ergeben sich hier. Zun�achst ist ein solcher Abz�ahl-
proze� noch nicht klar mit unseren Hilfsmitteln de�niert. Weiter
ist auch nicht klar, ob die Anzahl der Elemente von A von der
Reihenfolge, in der wir gez�ahlt haben, abh�angt. Das letzte Pro-
blem werden wir erst beim Studium der nat�urlichen Zahlen in
Kapitel II behandeln. Das erste Problem wird dadurch gel�ost,
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da� man sagt, A sei endlich, wenn es ein n 2 N und eine bi-
jektive Abbildung von f1; : : : ; ng in A gibt, n�amlich die vorher
verwendete Z�ahlabbildung.

Das folgende Lemma wird also diese Grundkenntnis der nat�urli-
chen Zahlen zun�achst voraussetzen.

Lemma 2.28. Seien A und B zwei Mengen mit n Elementen
(n 2 N). Dann sind f�ur eine Abbildung � : A �! B �aquivalent

(1) � ist surjektiv,
(2) � ist injektiv,
(3) � ist bijektiv.

Beweis. Es gen�ugt o�enbar (1) () (2) zu zeigen, da eine
bijektive Abbildung injektiv und surjektiv ist. Sei � injektiv.
Die n verschiedenen Elemente aus A haben also n verschiedene
Bilder in B. Da B nur n Elemente enth�alt, sind die Bildelemente
schon alle Elemente von B, also ist � surjektiv. Sei umgekehrt �
surjektiv. Seien b1; : : : ; bn die Elemente von B. Jedes bi ist Bild
eines Elementes ai von A, also �(ai) = bi. Da � eine Abbildung
ist, sind die Elemente a1; : : : ; an alle voneinander verschieden
und daher genau alle Elemente von A. �(ai) = bi besagt dann,
da� verschiedene Elemente aus A verschiedene Bilder besitzen,
also ist � injektiv.

Es folgt aus dem vorausgehenden Lemma insbesondere f�ur eine
Menge A mit n Elementen, da� jede injektive Abbildung von
A nach A surjektiv ist. Diese Eigenschaft nehmen wir zum An-
la� der folgenden De�nition von endlichen Mengen, die wir jetzt
ohne Verwendung der nat�urlichen Zahlen geben k�onnen.

De�nition 2.29. Eine Menge A hei�t endlich, wenn jede injek-
tive Abbildung � : A �! A surjektiv ist. Wenn eine Menge nicht
endlich ist, so hei�t sie unendlich.
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Die Existenz einer unendlichen Menge werden wir in Kapitel II
axiomatisch fordern. Sie ist �aquivalent zur Existenz der Menge
der nat�urlichen Zahlen.

Die f�ur endliche Mengen gegebene De�nition ist bei n�aherem
Hinsehen etwas schw�acher, als die Aussage des Lemmas. Aus
dem Lemma geht n�amlich f�ur Mengen A mit n Elemente her-
vor, da� auch jede surjektive Abbildung � : A �! A injektiv
ist. Tats�achlich kann man das f�ur endliche Mengen jetzt aber
beweisen. Es gilt sogar

Satz 2.30. F�ur eine Menge A sind �aquivalent

(1) A ist endlich;
(2) jede surjektive Abbildung von A nach A ist injektiv (bi-

jektiv);
(3) jede injektive Abbildung von A nach A ist surjektiv (bi-

jektiv).

Beweis. Ist A = ; , so sind (2) und (3) trivialerweise erf�ullt,
also auch �aquivalent. Sei also A 6= ; und a0 2 A.
(3) () (1) ist die vorhergehende De�nition.
(2) =) (3): Sei � : A �! A injektiv. Wir m�ussen zeigen, da�
� auch surjektiv ist. Zur Verf�ugung haben wir die Bedingung,
da� jede surjektive Abbildung von A nach A auch injektiv ist.
Wie sollen wir diese beiden Bedingungen verbinden? O�enbar
m�ussen wir uns zus�atzlich zu � eine weitere Abbildung verschaf-
fen, die surjektiv ist, um die Bedingung (2) ausn�utzen zu k�onnen,
denn von � wissen nicht, da� es surjektiv ist. Und wenn wir das
schon w�u�ten, dann brauchten wir nichts mehr zu zeigen. Wir
de�nieren also eine neue Abbildung � : A �! A durch

�(b) :=

8<
:a; falls 9a 2 A[�(a) = b];

a0; sonst

und ho�en, da� wir von ihr nachweisen k�onnen, da� sie surjektiv
ist. Da � injektiv ist, gibt es zu vorgegebenem b h�ochstens ein a
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mit �(a) = b, damit ist � eine Abbildung. Da es zu jedem a ein b
gibt mit �(a) = b und damit �(b) = a, ist � surjektiv und wegen
(2) dann auch injektiv. Sei nun b 2 A. Dann ist �(b) = a mit
�(a) = b oder �(b) = a0: Es ist aber auch �(�(a0)) = a0, denn
f�ur b0 := �(a0) gilt nach De�nition �(b0) = a0. Da � injektiv ist,
kann �(b) = a0 also nur f�ur b = b0 eintreten. Damit gibt es aber
f�ur jedes b 2 A ein a 2 A mit �(a) = b. Das bedeutet, da� �
surjektiv ist.
(3)=)(2): Sei � : A �! A surjektiv. Hier m�ussen wir �ahnlich wie
im vorhergehenden Teil eine weitere Abbildung de�nieren, um
die Voraussetzung ausnutzen zu k�onnen. Wir de�nieren daher
� : A �! A wie folgt. F�ur jedes a 2 A ist ��1(a) 6= ;. Wir
w�ahlen also zu jedem a 2 A ein a0 2 ��1(a) aus5 und de�nieren
�(a) := a0. Dann gilt ��(a) = �(a0) = a f�ur alle a 2 A, also
gilt �(a1) = �(a2) =) ��(a1) = ��(a2) =) a1 = a2. Damit ist
� injektiv, nach (3) also bijektiv. Sei jetzt �(a1) = �(a2). Dann
gibt es b1; b2 mit �(b1) = a1 und �(b2) = a2, weil � surjektiv ist.
Es folgt b1 = ��(b1) = �(a1) = �(a2) = ��(b2) = b2 und daraus
a1 = �(b1) = �(b2) = a2. Damit ist � injektiv.

Folgerung 2.31. (1) Eine Menge A ist genau dann unend-
lich, wenn es eine injektive Abbildung � : A �! A gibt,
die nicht surjektiv ist.

(2) Eine Menge A ist genau dann unendlich, wenn es eine
surjektive Abbildung � : A �! A gibt, die nicht injektiv
ist.

3. Multimengen und Fuzzy-Mengen (fuzzy sets)

In diesemAbschnitt werden die Gesetze des Rechnens mit Multi-
mengen und Fuzzy-Mengen (fuzzy sets) entwickelt. Multimen-
gen und Fuzzy-Mengen werden h�au�g in der Informatik ben�otigt.
Wir verallgemeinern diese beiden Begri�e in einer Weise, da�

5Diese Schlu�weise verwendet eigentlich das sogenannte Auswahlaxiom,
das wir sp�ater erst in Axiom 7 und Kapitel II. 3.7 besprechen werden.
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auch der gew�ohnlicheMengenbegri� darunter f�allt und de�nieren
daher zun�achst den Begri� der gewichtetenMenge und f�uhren so-
dann die �ublichen mengentheoretischen Rechenoperationen ein,
die die Operationen Durchschnitt, Vereinigung und Teilmenge
von den gew�ohnlichen Mengen auf gewichtete Mengen verallge-
meinern. Schlie�lich leiten wir hierf�ur einige fundamentale Re-
chengesetze her und verwenden diese dann, um andere Rechenge-
setze der Mengenalgebra auch in dieser allgemeineren Situation
von gewichteten Mengen zu entwickeln. Damit geben wir auch
gleichzeitig Beweise f�ur die Rechengesetze, die wir urspr�unglich
f�ur gew�ohnliche Mengen lediglich behauptet aber nicht bewiesen
hatten.

Wir stellen uns eine Multimenge im Gegensatz zum Begri� der
Menge als eine Zusammenfassung von Elementen zu einem Gan-
zen vor, in der auch einzelne Elemente mehrfach

"
auftreten\

k�onnen. Da das aber mit gew�ohnlichen Mengen nicht durchf�uhr-
bar ist, ordnen wir jedem Element verm�oge einer Abbildung
eine nat�urliche Zahl zu, die angibt, wie oft das jeweilige Ele-
ment in der Menge

"
auftritt\. Man kann sich etwa an das fol-

gende Beispiel (der Menge) aller Buchstaben des Wortes MIS-
SISSIPPI halten. Die Menge der Buchstaben ist lediglich A =
fI;M;P; Sg. Wir wollen jedoch eine Zusammenfassung der Form
fI; I; I; I;M;P; P; S; S; S; Sg erhalten. Deshalb de�nieren wir die
Abbildung � : A �! N durch �(I) = 4, �(M) = 1, �(P ) = 2
und �(S) = 4, mit der wir die Vielfachheit der Elemente z�ahlen
k�onnen.

Fuzzy-Mengen gehen zun�achst von einem anderen Konzept aus,
n�amlich von einer graduellen oder ungenauen Zugeh�origkeit ei-
nes Elements a zu einer Menge A. Der Grad oder das Gewicht
der Zugeh�origkeit wird mit einer reellen Zahl zwischen 0 und 1
angegeben. Die Zahl soll die Sicherheit angeben, mit der man
wei�, ob das Element der Menge angeh�ort. Damit kann man
in der Informatik, insbesondere in Expertensystemen, Aussagen
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und Eigenschaften subjektiv gewichten mit W�ortern wie
"
sehr\,

"
ungef�ahr\,

"
typisch\,

"
im wesentlichen\,

"
viel gr�o�er als\,

"
wird

beein
u�t von\,
"
ist relevant f�ur\,

"
ist �ahnlich\,

"
ist nahe zu\,

\besonders gro�\ und vielen anderen.

Man kann zum Beispiel f�ur Raumtemperaturen im Intervall von
2� C bis 40� C die Fuzzy-Menge W der warmen Temperaturen
de�nieren. Man bestimmt den Grad Zugeh�origkeit einer Tempe-
ratur von x� C zu W oder allgemeiner zu dem Interval [2; 40]
durch den Wert von

�W (x) =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

0; f�ur x � 8;

2
�
x� 8

24

�2
; f�ur 8 � x � 20;

1� 2
�
x� 32

24

�2
; f�ur 20 � x � 32;

1 f�ur 32 � x:

Danach w�are also ein Raum mit 32� C und mehr de�nitiv als
warm anzusehen, ein Raum mit 8� C und weniger de�nitiv als
nicht warm und in dem Intervall [8; 32] in verschiedenem Grade
als warm (weniger, etwas, ziemlich, sehr) anzusehen. Die Tem-
peraturen x� mit dem Wert �W (x) = 0 geh�oren der Menge der
warmen Temperaturen W nicht an. Die �ubrigen Temperaturen
geh�oren W mit dem durch �W gegebenen Gewicht an.

In beiden F�allen, dem einer Multimenge und dem von Fuzzy-
Mengen, wird jedem Element einer Menge eine Zahl zugeordnet.
Wir verallgemeinern die Begri�e daher. Dazu ben�otigen wir an
dieser Stelle schon die Menge R der reellen Zahlen. Wir stel-
len uns auf den Standpunkt, da� diese allgemein mit ihren Re-
cheneigenschaften bekannt sind. Ein exakte Einf�uhrung wird je-
doch erst am Ende des zweiten Katitels erfolgen. Wir behandeln
aus Gr�unden der Systematik diesen Abschnitt �uber Multimengen
und Fuzzy-Mengen schon an dieser Stelle. Wir de�nieren dazu
wie folgt
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De�nition 3.1. Sei G, die Gewichtsmenge, eine nichtleere Teil-
menge der Menge der nicht-negativen reellen Zahlen R+

0 = fr 2
Rj0� rg mit 0 2 G. Sei U eine fest vorgegebene Menge, ein Uni-
versum (des Discourses). Eine G-gewichtete Menge �uber U ist
der Graph einer Abbildung A = Gr(�A : U �! G), genannt Ge-
wicht oder Vielfachheit. Die dem Graphen zugeh�orige Abbildung
�A = (U;G;A) hei�t charakteristische Funktion von A.

Der Graph einer solchen Abbildung A besteht nach der De�ni-
tion von Abbildungen aus Elementen der Form (u; �A(u)), also
aus Paaren, bestehend aus einem Element u 2 U und seinemGe-
wicht oder seiner Vielfachheit. Da das Universum und die Ge-
wichtsmenge fest vorgegeben sind, bestimmt der Graph A die
Abbildung �A vollst�andig. Obwohl die betrachteten Mengen U
und die gewichteten Mengen A unendlich sein k�onnen, k�onnen
einzelne Elemente doch nur mit endlichem Gewicht (Vielfach-
heit) vorkommen. Wenn man dieses Gewicht dar�uberhinaus ver-
gr�o�ern m�ochte, so mu� man eine Abbildung in eine gr�o�ere ge-
ordnete Menge G betrachten, z.B. eine Menge von Ordinalzah-
len. Das soll hier aber nicht weiter verfolgt werden.

Gew�ohnliche Mengen kann man hier einordnen mit der Gewichts-
menge G = f0; 1g. Da man sich auf ein Universum bezieht, spre-
chen wir eigentlich immer nur von Teilmengen. Eine gew�ohnliche
Teilmenge A � U kann man beschreiben durch die Abbildung
�A : U �! f0; 1g mit

�A(u) =

8<
:0; f�ur u =2 A;

1; f�ur u 2 A:

Die Abbildung �A hei�t auch bei gew�ohnlichen Mengen cha-
rakteristische Funktion von A � U . Auch hier ist A o�enbar
vollst�andig durch die Angabe seiner charakteristischen Funkti-
on festgelegt. Jede Abbildung � : U �! f0; 1g de�niert eine
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Teilmenge A � U und ist die charakteristische Funktion dieser
Teilmenge.

De�nition 3.2. (1) Eine Multimenge mit der Basis U ist ei-
ne G- gewichtete Menge mit G = N0.

(2) Eine Fuzzy-Menge (oder Fuzzy-Teilmenge von U) ist eine
G-gewichtete Menge mit G = [0; 1], dem abschlossenen
Intervall von 0 bis 1.

H�au�g verwendet man f�ur Fuzzy-Mengen die Bezeichnung

A =
Z
U
�A(u)=u;

falls U ein Kontinuum ist, und

A = �A(u1)=u1 + : : :+ �A(un)=un =
nX
i=1

�A(ui)=ui;

falls U eine endliche Menge ist.

Wir haben damit gesehen, da� wir mit dem Begri� der gewichte-
ten Menge einen gemeinsamen Oberbegri� f�ur gew�ohnliche Teil-
mengen von U , f�ur Fuzzy- (Teil-)Mengen in U und f�ur Multimen-
gen �uber U gefunden haben. Wir wollen f�ur diesen allgemeinen
Begri� die meisten Regeln der Mengenalgebra (Booleschen Al-
gebra) entwickeln. Dabei beweisen wir auch eine Reihe von Re-
chenregeln f�ur gew�ohnliche Mengen, die wir im ersten Abschnitt
nicht bewiesen, sondern nur behauptet haben.

De�nition 3.3. Der Tr�ager (engl. support) einer gewichteten
Menge A ist die Teilmenge supp(A) := fu 2 U j�A(u) > 0g. Die
H�ohe (engl. height) einer gewichteten Menge A ist das Supre-
mum hgt(A) := supf�A(u)ju 2 Ug, falls ein solches Supremum
existiert, sonst wird die H�ohe als unendlich angenommen.
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De�nition 3.4. Die Vereinigung von gewichteten Mengen A
und B mit charakteristischen Funktionen �A und �B ist de�-
niert durch Angabe der charakteristischen Funktion von A [ B
mit

�A[B := max(�A; �B);

wobei max(�A; �B)(u) = max(�A(u); �B(u)) das Maximum der
Gewichte von u in A bzw. in B sei.

Der Durchschnitt von gewichteten Mengen A und B mit charak-
teristischen Funktionen �A und �B ist de�niert durch Angabe
der charakteristischen Funktion von A \ B mit

�A\B := min(�A; �B);

wobei min(�A; �B)(u) = min(�A(u); �B(u)) das Minimum der
Gewichte von u in A bzw. in B sei.

Die leere gewichtete Menge ; ist �; = 0, also �;(u) = 0 f�ur alle
u 2 U .

Eine gewichtete Menge A hei�t (gewichtete) Teilmenge A � B
der gewichteten Menge B, wenn �A � �B, d.h. wenn f�ur alle
u 2 U gilt �A(u) � �B(u).

Zwei gewichtete TeilmengenA und B des Universums sind genau
dann gleich, wenn A � B und B � A gelten. Es ist n�amlich
�A = �B genau dann, wenn �A � �B und �B � �A.

In der Informatik wird h�au�ger auch der Begri� der disjunkten
Vereinigung von Multimengen verwendet und dann einfach nur
Vereinigung genannt.

De�nition 3.5. Die disjunkte Vereinigung A _[B von Multimen-
gen A und B ist de�niert durch �A _[B = �A + �B, d.h. durch
�A _[B(u) = �A(u) + �B(u) f�ur alle u 2 U .

Die Bildung einer disjunkten Vereinigung ist in dieser Weise f�ur
Fuzzy-Mengen und gew�ohnliche Mengen nicht m�oglich, da bei
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diesen Mengen die Gewichtsmenge G nicht gegen�uber der Addi-
tion abgeschlossen ist.

De�nition 3.6. F�ur gew�ohnliche Mengen A und B de�niert
man die disjunkte Vereinigung als A _[B := f(a; 1)ja 2 Ag [
f(b; 2)jb 2 Bg.

Man beachte, da� die Mengen A1 := f(a; 1)ja 2 Ag und B2 :=
f(b; 2)jb 2 Bg keine Elemente gemeinsam haben und jeweils ei-
ne bijektive Abbildung auf die Mengen A bzw. B gestatten. Es
werden also vor der Bildung der Vereinigung von A und B deren
Elemente so umbenannt, da� nach der Umbenennung keine ge-
meinsamen Elemente mehr vorhanden sind. Erst nachdem man
die Mengen auf diese Weise disjunkt gemacht hat, wird die Ver-
einigung gebildet.

Wir beweisen jetzt einige Gesetze �uber das Rechnen mit diesen
Operationen, aus denen wir dann die �ubrigen Gesetze der Men-
genalgebra herleiten.

Satz 3.7. F�ur gewichtete Mengen A;B;C gelten folgende Ge-
setze (Axiome der Mengenalgebra):

(1) (a) A [B = B [A,
(b) A \B = B \A, (Kommutativgesetze)

(2) (a) A [ (B [ C) = (A [B) [ C,
(b) A \ (B \ C) = (A \B) \ C, (Assoziativgesetze)

(3) (a) A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C),
(b) A\(B[C) = (A\B)[(A\C), (Distributivgesetze)

(4) A [ ; = A, (Gesetz von der Identit�at)
(5) A \ ; = ;, (Dominierungsgesetz)
(6) A [ (A \ B) = A, (Absorptionsgesetz)
(7) A \ A = A, (Idempotenzgesetz).

Beweis. (1) (a) Es ist max(�A; �B)(u) = max(�B; �A)(u) f�ur
alle u 2 U zu zeigen, also

max(�A(u); �B(u)) = max(�B(u); �A(u));
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was aus der Formel max(a; b) = max(b; a) unmittelbar folgt.
(1) (b) folgt aus der Formel min(a; b) = min(b; a).
(2) (a) folgt aus

max(a;max(b; c)) = max(a; b; c) = max(max(a; b); c):
(2) (b) folgt aus

min(a;min(b; c)) = min(a; b; c) = min(min(a; b); c).
(3) (a) F�ur das Minimum und Maximum von Zahlen a; b; c gilt
das Distributivgesetz

max(a;min(b; c)) = min(max(a; b);max(a; c));
wenn man n�amlich die F�alle a � b � c, b � a � c und b �
c � a einsetzt, erh�alt man jeweil die Resultate b = b, a = a und
a = a. Wegen der Kommutativit�at brauchen keine weiteren F�alle
diskutiert zu werden. Ganz analog sieht man min(a;max(b; c)) =
max(min(a; b);min(a; c)).
(4) und (5) folgen aus max(a; 0) = a bzw. min(a; 0) = 0.
(6) folgt aus max(a;min(a; b)) = a.
(7) folgt aus min(a; a) = a.

Satz 3.8. Es ist A � B genau dann, wenn A \B = A.

Beweis. Es ist a � b genau dann, wenn min(a; b) = a. Also
ist auch �A � �B genau dann, wenn min(�A; �B) � �A.

Man k�onnte durch die im Satz angegebene Bedingung den Be-
gri� der gewichteten Teilmenge auch einf�uhren (de�nieren) und
brauchte dann garnichts zu beweisen. Wir haben hier also le-
diglich �uberpr�uft, da� unsere obige De�nition sich vern�uftig in
die Entwicklung der Rechenregeln der Mengenalgebra einf�ugt. In
den sp�ateren Beweisen werden wir ausschlie�lich auf die im Satz
gegebene Charakterisierung einer gewichteten Teilmenge zur�uck-
greifen, d.h. den obigen Satz als De�nition des Begri�es der Teil-
menge ansehen.

Satz 3.9. (Die �ubrigen Rechenregeln der Mengenalgebra)

(1) A � A.
(2) A � B und B � C ) A � C.



3. MULTIMENGEN UND FUZZY-MENGEN (FUZZY SETS) 45

(3) A � B und B � A ) A = B.
(4) A \ B � A.
(5) A \ (A [ B) = A = A [ (A \ B).
(6) A � A [ B.
(7) A [ A = A.
(8) A � B , A [B = B.
(9) A � B ) A \ C � B \ C, A [ C � B [ C.
(10) C � A und C � B ) C � A \B.
(11) A � C und B � C ) A [ B � C.
(12) ; � A.
(13) A � ; ) A = ;.

Beweis. Wir werden keine speziellen Hinweise auf die Kom-
mutativgesetze und die Assoziativit�atsgesetze geben. Alle ande-
ren Gesetze werden, wo sie im Beweis angewendet werden, durch
ihre Numerierung zitiert werden.
(1) A \ A = A )(3.8) A � A.
(2) A � B und B � C )(3.8) A \ B = A und B \ C = B
) A \ C = (A \ B) \ C = A \ (B \ C) = A \ B = A )(3.8)
A � C.
(3) A � B und B � A ) A \ B = A und B \ A = B ) A =
A \B = B \A = B.
(4) (A \B) \A = A \ (A \ B) = (A \A) \B =(3.7(7)) A \B
)(3.8) Beh.
(5) A \ (A [ B) =(3.7(3) (b)) (A \ A) [ (A \ B) =(3.7(7))
A [ (A \B) =(3.7(6)) A.
(6) A \ (A [ B) = A)(3.8) Beh.
(7) A [ A =(3.7(7)) A [ (A \ A) =(3.7(6)) A.
(8) A � B )(3.8) A\B = A) (A[B)\B =(5) (A\B)[B =
A [ B )(3.8) A [ B � B und (6) ) A [ B = B. Umgekehrt
gilt A \B = A \ (A [B) =(5) A )(3.8) A � B.
(9) A \C \B \C = A \B \C \C = A \C, A[ C [B [C =
A [B [ C [ C =(8) B [ C )(8) Beh.
(10) C � A und C � B )(3.8) C \ A = C und C \ B = C )
C \ (A \B) = (C \A) \ B = C \ B = C )(3.8) C � A \B.
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(11) A � C und B � C )(8) A [ C = C und B [ C = C )
(A [B) [ C = A [ (B [ C) = A [ C = C )(8) A [ B � C.
(12) ; \A = ;(3.7(5)) )(3.8) Beh.
(13) A � ; )(3.8) A = A \ ; =(3.7(5)) ;.

Wenn die Menge G bez�uglich weiterer Verkn�upfungen abge-
schlossen, wenn also weitere Abbildungen G � G �! G (au�er
max und min) gegeben sind, so �ubertragen sich diese jeweils
auch auf entsprechend gewichtete Mengen. So haben wir die dis-
junkte Vereinigung von Multimengen oben aus der Addition in
den nat�urlichen Zahlen erhalten. Da sowohl N0 als auch [0; 1]
als auch f0; 1g gegen�uber der Multiplikation abgeschlossen sind,
kann man das Produkt von diesen gewichteten Mengen bilden
durch �A�B := �A � �B, ebenso die Potenz �Ap := (�A)p. Das
Produkt entspricht allerdings nicht dem in 2 besprochenen (kar-
tesichen) Produkt von Mengen. F�ur gew�ohnliche Mengen, also
f�ur G = f0; 1g, ist das so de�nierte Produkt der Durchschnit
wegen �A � �B = min(�A; �B). Insbesondere ist �

p
A = �A.

Bei Fuzzy-Mengen nennt man das Quadrat A2 einer Fuzzy-
Menge A auch ihre Konzentration. Dann ist A2 � A, weil alle
Werte von �A kleiner als 1 sind. Man verwendet A2 oft, um eine
st�arkere Eigenschaft

"
sehr\ auszudr�ucken. In unserem Beispiel

der warmen Temperaturen nennt man dann die Fuzzy-Menge
der Temperaturen

�W 2(x) =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

0; f�ur x � 8;

4
�
x� 8

24

�4
; f�ur 8 � x � 20;

(1� 2
�
x� 32

24

�2
)2; f�ur 20 � x � 32;

1 f�ur 32 � x:

"
sehr warm\. Wenn man vereinbart, eine Temperatur erst ab
einem Grad der Zugeh�origkeit von 0.5 als warm zu bezeichnen,
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so sind die Temperaturen �uber 20� C als
"
warm\ zu bezeichnen

und die Temperaturen �uber 22:8� C als
"
sehr warm\.

Wenn das Universum U als Menge aller Menschen gew�ahlt wird
und die Fuzzy- Mengen A der alten Menschen und J der jungen
Menschen bekannt ist, dann kann man die Fuzzy-Mengen A2

der sehr alten Menschen, J2 der sehr jungen Menschen, A1=2

der etwas �alteren Menschen, J1=2 der mehr oder weniger jungen
Menschen, U n J2 der nicht sehr alten Menschen usw. bilden,
wobei A nB de�niert ist durch �AnB := max(�A ��B; 0) und U
durch �U = 1.

De�nition 3.10. Seien A1; : : : ; An gewichtete Mengen in den
Universen U1; : : : ; Un. Das kartesische Produkt A1� : : :�An der
Mengen A1; : : : ; An wird de�niert durch

�A1�:::�An(u1; : : : ; un) := min(�A1
(u1); : : : ; �An(un)):

Gelegentlich verwendet man bei der De�nition des Durch-
schnitts statt des Minimums auch das Produkt in G. Dann ver-
wendet man bei der De�nition des kartesischen Produkts eben-
falls das Produkt in G, also �A1�:::�An(u1; : : : ; un) := �A1

(u1) �
: : : � �An(un):

De�nition 3.11. Sei U = U1 � : : : � Un ein (mengentheoreti-
sches oder kartesisches) Produkt von Universen. Eine gewichtete
Relation R ist eine gewichtete (Teil-)Menge von U . Ist n = 2, so
hei�t die gewichtete Relation R auch gewichtete bin�are Relation.
Die Komposition oder Verkn�upfung R � S (in U �W ) von ge-
wichteten bin�aren Relationen R in U � V und S in V �W wird
de�niert durch

�R�S(u;w) := maxfmin(�R(u; v); �S(v;w))jv 2 V g:

Wir betrachten in den letzten De�nitionen dieses Abschnitts nur
noch Fuzzy- Mengen. F�ur die kann man Fuzzy-�Aquivalenzrela-
tionen, -Ordnungen und - Abbildungen de�nieren.
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De�nition 3.12. Eine bin�are Fuzzy-Relation R in U � U hei�t
re
exiv, wenn 8u 2 U [�R(u; u) = 1],
symmetrisch, wenn 8u; u0 2 U [�R(u; u0) = �R(u0; u)],
antisymmetrisch, wenn
8u; u0 2 U [�R(u; u

0) > 0 ^ �R(u
0; u) > 0 =) u = u0],

transitiv, wenn
8u; u0; u00 2 U [�R(u; u00) � min(�R(u; u0); �R(u0; u00))].

Eine re
exive, symmetrische Fuzzy-Relation hei�t N�ahe-Bezie-
hung. Eine re
exive, symmetrische und transitive Fuzzy- Relati-
on hei�t �Ahnlichkeits-Relation. Der transitive Abschlu� R+ einer
re
exiven Fuzzy-Relation R ist de�niert durch

R+ := sup(R;R2; R3; : : : ; Rn; : : : )

mit Rn+1 = Rn �R.

F�ur diese De�nitionen wollen wir keine weiteren Beispiele an-
geben. Sie haben jedoch eine weitreichende Bedeutung f�ur die
Anwendungen der Theorie der Fuzzy- Mengen.Wir schlie�en die-
sen Abschnitt mit einer Bemerkung zu Abbildungen von Fuzzy-
Mengen.

De�nition 3.13. Seien U und V Universen und � : U �! V
eine Abbildung. Sei A eine Fuzzy-Teilmenge von U . Dann ist
das Bild B von A unter � : U �! V de�niert durch �B(b) :=
supf�A(a)j�(a) = bg. (Dabei sei sup(;) = 0.)

4. �Aquivalenzrelationen

Eine besonders wichtige Art von Relationen ist die �Aquivalenz-
relation. Sie verallgemeinert den Begri� der Gleichheit. In sehr
vielen mathematischen Begri�en ist sie im Hintergrund verbor-
gen. So kommen die De�nitionen der Menge der ganzen Zahlen,
der rationalen Zahlen und der reellen Zahlen kaum ohne diesen
Begri� aus. Man stelle sich eine �Aquivalenzrelation so vor, da�
sie lediglich gewisse Eigenschaften von Elementen �uberpr�uft und
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gem�a� dieser �Uberpr�ufung feststellt, ob die Elemente
"
gleich\

sind oder nicht. Da die Gleichheit eine ganz bestimmte logische
Bedeutung hat und feststeht, ob gewisse Elemente gleich sind,
d�urfen wir das Ergebnis, das bei der �Uberpr�ufung von nur we-
nigen Eigenschaften so herauskommt, nat�urlich nicht auch als
Gleichheit ausdr�ucken. Wir sagen dann, da� Elemente �aquiva-
lent sind, wenn sie sich in den �uberpr�uften Eigenschaften nicht
unterscheiden. Wir werden jedoch weiter unten sehen, da� man
mit Hilfe des Begri�s der Partition tats�achlich eine echte Gleich-
heitsrelation bei solchen Betrachtungen konstruieren kann.

De�nition 4.1. Eine �Aquivalenzrelation auf einer Menge A ist
eine Relation � = (A;A;R) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) 8a 2 A[(a; a) 2 R], (Re
exivit�at)
(2) 8a; b; c 2 A[(a; b) 2 R ^ (b; c) 2 R =) (a; c) 2 R], (Tran-

sitivit�at)
(3) 8a; b 2 A[(a; b) 2 R =) (b; a) 2 R], (Symmetrie).

Wir schreiben h�au�g auch a � b, wenn (a; b) 2 R gilt (lies: a ist
�aquivalent zu b). Dann k�onnen (1), (2) und (3) auch ausgedr�uckt
werden als

(1') 8a 2 A[a � a],
(2') 8a; b; c 2 A[a � b ^ b � c =) a � c],
(3') 8a; b 2 A[a � b =) b � a].

Beispiele 4.2. (1) idA = (A;A; f(a; a)ja 2 Ag) ist die
Gleichheits- (�aquivalenz-)relation. Es gilt a � b() a =
b. Diese �Aquivalenzrelation ist wegen der Re
exivit�at in
jeder �Aquivalenzrelation auf A enthalten.

(2) (A;A;A�A) ist die totale �Aquivalenzrelation. Jede wei-
tere �Aquivalenzrelation auf A ist in ihr enthalten.

(3) F�ur n 2 Z; n 6= 0 und a; b 2 Zde�nieren wir

a � b() n=a� b (n teilt a� b):

Dabei bedeutet n=a� b, da� es ein q 2 Zgibt mit a� b =
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qn. Statt a � b schreibt man in diesem Falle auch

a � b (modn) (a ist kongruent b modulo n):

Man rechnet leicht nach, da� dieses eine �Aquivalenzre-
lation ist. F�ur die Transitivit�at gilt beispielsweise: a �
b (modn) und b � c (modn) =) 9q1; q2 2 Z[a � b =
q1n ^ b � c = q2n] =) a � c = (a � b) + (b � c) =
(q1 + q2)n =) a � c (modn).

(4) Es gibt viele Beispiele aus der Praxis, die man hier nen-
nen k�onnte. Wenn immer wir Elementen gewisse Eigen-
schaften zuschreiben k�onnen, k�onnen wir sagen, da� die
Elemente �aquivalent sind, wenn sie alle gegebenen Ei-
genschaften gemeinsam haben. So ist zum Beispiel der
Text einer Adresse in einer Adressensammlung eine Ei-
genschaft. Wenn zwei Adressen in der Adressensammlung
dieselben Text-Eintr�age haben, dann kann man sie �aqui-
valent nennen. Eigentlich ist man bei einer Sammlung von
Adressen nur an den zugeh�origen Aquivalenzklassen inter-
essiert. Ein Doppeleintrag einer Adresse an verschiedenen
Stellen der Adressenliste ist uninteressant.

Wir haben anfangs dieses Abschnitts bemerkt, da� �Aquivalenz-
relationen h�au�g daraus entstehen, da� man Objekte bez�uglich
gewisser Eigenschaften vergleicht. Die Zuordnung einer Eigen-
schaft zu einem gegebenen Objekt kann aber aufgefa�t werden
als eine Abbildung von der Menge aller betrachteten Objekte in
die Menge der m�oglichen Eigenschaften (z.B. in die Menge der
Farben). Wir werden jetzt sehen, da� sich allgemein aus jeder
Abbildung eine �Aquivalenzrelation ergibt. Es gilt n�amlich

Lemma 4.3. Sei � : A �! B eine Abbildung. F�ur a1; a2 2 A
sei a1 � a2 :() �(a1) = �(a2). Dieses de�niert eine �Aquiva-
lenzrelation auf A.

Beweis. Re
exivit�at: Es gilt �(a) = �(a) f�ur alle a 2 A.
Daraus folgt a � a f�ur alle a 2 A.
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Transitivit�at: Aus a � b und b � c folgt �(a) = �(b) und �(b) =
�(c), also �(a) = �(c) und damit a � c.
Symmetrie: Aus a � b folgt �(a) = �(b), also �(b) = �(a) und
damit b � a.

Das Gegenst�uck zum Begri� der �Aquivalenzrelation ist der Be-
gri� der Partition. Wir werden sogleich sehen, da� diese beiden
Begri�e im Wesentlichen dasselbe beinhalten.

De�nition 4.4. Eine Partition oder Klasseneinteilung P ist ei-
ne Menge von nichtleeren, paarweise disjunkten Teilmengen von
A, deren Vereinigung A ist, in Zeichen:

P � P(A) n f;g und
8X;Y 2 P[X 6= Y =) X \ Y = ;] undS
fXjX 2 Pg = A.

Die Elemente X 2 P einer Partition hei�en auch Klassen der
Partition. Ein Element a 2 X hei�t ein Repr�asentant der Klasse
X. Eine Teilmenge R � A hei�t ein vollst�andiges Repr�asentan-
tensystem f�ur die Partion P, wenn f�ur jedes X 2 P genau ein
a 2 R existiert mit a 2 X.
Die zweite Bedingung 8X;Y 2 P[X 6= Y =) X \ Y = ;] wird
oft auch in der gleichwertigen Form 8X;Y 2 P[X \ Y 6= ; =)
X = Y ] verwendet.

De�nition 4.5. Sei � eine �Aquivalenzrelation auf A. Wir schrei-
ben a � b f�ur (a; b) 2 Gr(�). F�ur a 2 A bezeichne

�a := fb 2 Ajb � ag

die Menge der zu a �aquivalenten Elemente. Die Menge �a hei�t
�Aquivalenzklasse von a. Die Menge der �Aquivalenzklassen wird
mit

A=� := f�aja 2 Ag

(lies: A modulo �-Relation) bezeichnet, wenn aus dem Zusam-
menhang klar ist, zu welcher �Aquivalenzrelation � das Zeichen
� geh�ort. Sonst schreibt man auch A=� = f�aja 2 Ag.
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Mit dieser De�nition haben wir jetzt die M�oglichkeit geschaf-
fen, das �Aquivalenzzeichen durch das Gleichheitszeichen auszu-
dr�ucken. Mit Teil (1) des folgenden Lemmas wird klar, da� durch
das Zusammenfassen von Elementen mit gemeinsamen Eigen-
schaften, d.h. von Elementen, die �aquivalent sind, wir tats�achlich
von Gleichheit (n�amlich der �Aquivalenzklassen) sprechen k�on-
nen, wenn zwei Elemente lediglich �aquivalent sind.

Lemma 4.6. Sei � eine �Aquivalenzrelation auf A. Dann gelten

(1) a � b() a 2 �b() �a = �b f�ur alle a; b 2 A.
(2) A=� ist eine Partition, die sogenannte �Aquivalenzklas-

seneinteilung.

Beweis. (1) Sei �a � �b. Dann gilt sofort a 2 �a � �b. Daraus
folgt ebenso unmittelbar a � b. Gilt nun a � b und ist c 2 �a, so
ist c � a, also wegen der Transitivit�at c � b oder c 2 �b, womit
�a � �b bewiesen ist. Damit sind die Aussagen a � b, a 2 �b und
�a � �b �aquivalent. Da aber a � b genau dann gilt, wenn b � a
gilt, folgt auch �a = �b.
(2) Wenn �a 2 A=� , dann ist a 2 �a, also �a 6= ;. Ist �a\�b 6= ;, dann
w�ahlen wir ein c 2 �a \ �b und es folgt c � a und c � b, also auch
a � b oder nach (1) �a = �b. Schlie�lich ist jedes a 2 A Element
in einer �Aquivalenzklasse: a 2 �a. Also ist A �

S
f�aja 2 Ag � A,

d.h. A =
S
f�aja 2 Ag.

Wir kommen jetzt zu dem Eingangs dieses Paragraphen erw�ahn-
ten Zusammenhang zwischen �Aquivalenzrelationen und Partio-
nen. Es ist nach dem folgenden Satz gleichg�ultig, ob auf einer
Menge A eine �Aquivalenzrelation oder eine Partition vorgegeben
wird. Man kann jeweils die eine Angabe in die andere umrechnen.

Satz 4.7. Bezeichne RA die Menge aller �Aquivalenzrelationen
auf A und PA die Menge aller Partitionen auf A. Dann ist

� : RA 3 � 7! A=� 2 PA

eine bijektive Abbildung.
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Beweis. Wir de�nieren die Umkehrabbildung 	 : PA �!
RA. Sei P 2 PA eine Partition. Wir de�nieren die zugeh�orige
�Aquivalenzrelation 	(P) durch a � b :() 9X 2 P[a; b 2 X].
Dann gelten
8a 2 A[a � a], weil A =

S
fXjX 2 Pg,

8a; b; c 2 A[a � b ^ b � c =) a � c] wegen X 6= Y =)
X \ Y = ; und
8a; b 2 A[a � b =) b � a] unmittelbar aus der De�nition.
Damit ist eine Abbildung 	 : PA �! RA de�niert.
Wir zeigen jetzt, da� die Komposition �	 : PA �! RA �! PA
die Identit�at ist. Sei dazu P 2 PA gegeben und � durch P
induziert. Sei �a 2 A=� und a 2 �a ein Repr�asentant. Dann gilt
�a = fbjb � ag = fbj9X 2 P[a; b 2 X]g = X, denn es gibt nur
ein X 2 P mit a 2 X. Also gilt (A=� ) � P. Ist aber X 2 P
und a 2 X, so ist X = �a wie zuvor, also gilt (A=� ) = P.
Es bleibt zu zeigen, da� auch 	� : RA �! PA �! RA die
Identit�at ist. Das folgt unmittelbar daraus, da� f�ur � 2 RA und
P die zugeh�orige Partition der �Aquivalenzklassen gilt 9�c[a; b 2
�c]() a � b.

Beispiel 4.8. Die �Aquivalenzklassen der �Aquivalenzrelation
modulo n auf Z(Beispiel 4.2 (3)) sind von der Form �a = fa; a�
n; a� 2n; : : : g = a+ n �Z.

Nachdem wir neue Elemente eingef�uhrt haben, die �Aquivalenz-
klassen, deren Gleichheit die �Aquivalenzrelation ausdr�uckt, wol-
len wir jetzt untersuchen, wie Abbildungen mit diesen neuen
Elementen fertig werden. Ein besonders wichtiger Satz in diesem
Zusammenhang ist der Faktorisierungssatz. Er wird in sp�ateren
Kapiteln sehr h�au�g verwendet werden.

Der Satz ist durch die folgende Fragestellung motiviert. Wir be-
trachten rationale Zahlen an der Form

a

b
2 Q:
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Ein rationale Zahl ist also durch ein Paar (a; b) 2 Z� (Zn f0g)
gegeben. Dabei ist b 6= 0, weil es im Nenner steht. Es gibt aber
verschiedene Paare (a; b) 6= (c; d), die dieselbe rationale Zahl
a
b
= c

d
beschreiben. Zwei Paare (a; b) und (c; d) beschreiben ge-

nau dann dieselbe rationale Zahl, wenn gilt ad = cb. Dadurch
wird eine �Aquivalenzrelation de�niert, wie man leicht nachrech-
net, oder durch Anwendung von 4.3 sieht. Wenn wir uns nun auf
den Standpunkt stellen, da� die ganzen Zahlen schon mit ihren
Rechenregeln bekannt sind, nicht jedoch die rationalen Zahlen, so
k�onnte man die rationalen Zahlen gerade durch �Aquivalenzklas-
sen bez�uglich dieser �Aquivalenzrelation de�nieren: eine rationale
Zahl ist eine �Aquivalenzklasse eines Paares (a; b) und wir schrei-
ben f�ur die zugeh�orige �Aquivalenzklasse auch a

b
. Tats�achlich wer-

den so die rationalen Zahlen sp�ater eingef�uhrt.

Ein Problem ergibt sich nun mit der Addition. Wir wollen le-
diglich den Spezialfall Q 3 a

b
7! a

b
+ 1

2
= 2a+b

2b
2 Q betrachten.

Um zu zeigen, da� dieses eine Abbildung ist, m�ussen wir z.B.
zeigen, da� 2

4
+ 1

2
= 1

2
+ 1

2
, oder allgemeiner, da� f�ur verschieden

dargestellte rationale Zahlen a
b
= c

d
das Ergebnis der Addition

2a+b
2b

= 2c+d
2d

gleich wird, sonst kann die Addition keine Abbil-
dung werden. Wir haben n�amlich das Ergebnis der Addition
unter Benutzung von den einzelnen Zahlen a und b beschrie-
ben. Zu diesem Zweck de�nieren wir die Abbildung zun�achst
auf Z� (Zn f0g) 3 (a; b) 7! 2a+b

2b
2 Q. Das ist sicherlich eine

Abbildung. Es ergibt sich die Frage, ob wir daraus dann eine
Abbildung Q�! Q bilden k�onnen. Das tut der folgende Satz.

Satz 4.9. (Faktorisierungssatz)
Sei � : A �! B eine Abbildung und � eine �Aquivalenzrelation
auf A mit der Eigenschaft

8a; b 2 A[a � b =) �(a) = �(b)];

(d.h. � ist konstant auf den �Aquivalenzklassen). Dann gibt es
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genau eine Abbildung �� : A=� �! B, so da� das Diagramm

A A=�-�

�
@
@
@R
B
?
��

mit �(a) := �a kommutiert, d.h. ��� = �. Die Abbildung � ist
surjektiv und hei�t kanonische Surjektion oder Restklassenabbil-
dung.

Mit Hilfe dieses Satzes bekommen wir nun sofort die gew�unschte
Abbildung Q 3 a

b
7! a

b
+ 1

2
= 2a+b

2b
2 Q, denn wenn (a; b) � (c; d)

gilt, so ist ad = cb, also folgt (2a+b)2d = 4ad+2bd = 4cb+2bd =
(2c + d)2b und damit auch 2a+b

2b
= 2c+d

2d
.

Folgerung 4.10. (1) Unter den Voraussetzungen von 4.9 ist
�� genau dann injektiv, wenn

8a; b 2 A[a � b() �(a) = �(b)];

d.h. wenn die �Aquivalenzrelation die von � gem�a� 4.3
induzierte �Aquivalenzrelation ist. Insbesondere l�a�t sich
jede Abbildung � in ein Produkt ��� = � einer surjektiven
mit einer injektiven Abbildung zerlegen.

(2) Ist � im Satz surjektiv, so ist auch �� surjektiv.
(3) Ist � die durch � induzierte �Aquivalenzrelation, so gibt

es eine bijektive Abbildung zwischen A=� und Bi(�).

Beweis der Folgerung.

(1) � injektiv() 8a; b 2 A[��(�a) = ��(�b) =) �a = �b]
() 8a; b 2 A[���(a) = ���(b) =) a � b]
() 8a; b 2 A[�(a) = �(b) =) a � b];

die fehlende Implikation.
(2) Wenn � surjektiv ist, dann ist jedes Element von B im Bild
von � = ���, insbesondere also auch im Bild von ��. Damit ist
auch �� surjektiv.
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(3) Ist � : A �! B gegeben, so sei �0 : A �! Bi(�) die Ein-
schr�ankung der Abbildung � auf das Bild, die surjektiv ist. �
und �0 de�nieren dieselbe �Aquivalenzrelation auf A. Also ist
��0 : A= � �! Bi(�) injektiv und surjektiv und damit bijek-
tiv.

Beweis des Satzes. Wir de�nieren ��(�a) := �(a). Um zu
zeigen, da� �� damit eine Abbildung wird, mu� festgestellt wer-
den, da� es zu �a nur ein Paar (�a; �(a)) in Gr(��) gibt, da� also
�(a) nicht von der Wahl des Repr�asentanten a 2 �a abh�angt.
Seien (�a; �(a)), (�b; �(b)) mit �a = �b gegeben. Dann folgt a � b
und damit nach Voraussetzung des Satzes �(a) = �(b). Damit ist
�� : A=� �! B eine Abbildung. Weiter gilt �(a) = ��(�a) = ���(a)
f�ur alle a 2 A, also � = ���. Ist � : A=��! B eine weitere Ab-
bildung mit � = ��, so gilt �(�a) = ��(a) = �(a) = ��(�a) f�ur alle
�a 2 A=� , also ist �� = �.

5. Ordnungen

In diesem letzten Paragraphen des Kapitels f�uhren wir noch kurz
den Begri� der Ordnung ein. Er wird uns sp�ater vor allem in zwei
Beispielen begegnen, bei Zahlenmengen und bei Potenzmengen.

De�nition 5.1. Eine Ordnung (oder Anordnung) (gelegentlich
auch: teilweise oder partielle Ordnung) auf einer Menge A ist
eine Relation � = (A;A;R) mit folgenden Eigenschaften:

(1) 8a 2 A[(a; a) 2 R], (Re
exivit�at)
(2) 8a; b; c 2 A[(a; b) 2 R ^ (b; c) 2 R =) (a; c) 2 R], (Tran-

sitivit�at)
(3) 8a; b 2 A[(a; b) 2 R ^ (b; a) 2 R =) a = b], (Antisymme-

trie).

Wir f�uhren die �ubliche Bezeichnungsweise f�ur die Ordnungsrela-
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tion ein. F�ur Elemente a; b 2 A schreiben wir

a � b :() (a; b) 2 R;
a < b :() a � b ^ a 6= b;
a 6� b :() (a; b) 62 R:

Weiter verwenden wir wie �ublich die Zeichen in umgekehrter
Richtung, also z.B. b � a :() a � b.
Die Eigenschaften (1), (2), (3) k�onnen dann in folgender Form
geschrieben werden:

(1') 8a 2 A[a � a];
(2') 8a; b; c 2 A[a � b ^ b � c =) a � c];
(3') 8a; b 2 A[a � b ^ b � a =) a = b]:

Eine geordnete Menge ist ein Paar (A;�), bestehend aus einer
Menge A und einer Ordnung � = (A;A;R) auf der Menge A.

Beispiele 5.2. (1) Ist (A;�) eine geordnete Menge und B �
A eine Teilmenge, so ist (B;B;R\(B�B)) ebenfalls eine
Ordnung.

(2) Die Gleichheitsrelation ist eine Ordnung.
(3) Die Potenzmenge einer Menge ist durch � geordnet.

De�nition 5.3. Sei (A;�) eine geordnete Menge.

(1) a0 2 A hei�tmaximales (minimales) Element inA genau
dann, wenn gilt:

8a 2 A[a0 � a =) a0 = a]
(8a 2 A[a � a0 =) a = a0]):

(2) a0 2 A hei�t gr�o�tes (kleinstes) Element in A genau
dann, wenn gilt:

8a 2 A[a � a0] (8a 2 A[a0 � a]):

(3) a0 2 A hei�t obere (untere) Schranke der Teilmenge B
in A genau dann, wenn gilt:

8b 2 B[b � a0] (8b 2 B[a0 � b]):
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(4) Sei B � A. Besitzt die Menge der oberen Schranken von
B inA ein kleinstes Element, so hei�t dieses kleinste obere
Schranke oder Supremum von B in A, in Zeichen sup(B).

(5) Besitzt die Menge der unteren Schranken von B in A ein
gr�o�tes Element, so hei�t dieses gr�o�te untere Schranke
oder In�mum von B in A, im Zeichen inf(B).

Bemerkung 5.4. Eine geordnete Menge (A;�) braucht weder
maximale noch minimale Elemente zu enthalten (z.B. (R;�)).
Wenn A ein gr�o�tes Element besitzt, so ist dieses eindeutig be-
stimmt und ein maximales Element von A. Wenn A genau ein
maximales Element besitzt, so braucht dieses kein gr�o�tes Ele-
ment zu sein (z.B. N [ fxg mit n � x f�ur n � 2). A kann viele
maximale Elemente besitzen (z.B. Gleichheitsrelation auf A).

De�nition 5.5. Eine geordnete Menge (A;�) hei�t total geord-
net oder eine Kette, wenn

(4) 8a; b 2 A[a � b _ b � a].

Beispiele 5.6. (1) (R;�) ist totalgeordnet.
(2) Jede Teilmenge einer totalgeordneten Menge ist totalge-

ordnet.
(3) (N;�) ist totalgeordnet.
(4) Sind A und B totalgeordnete Mengen, so ist auch A�B

total geordnet mit der lexikographischen Ordnung

(a; b) � (a0; b0)() (a < a0) _ (a = a0 ^ b � b0)):


