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2 Algebra II — Pareigis

1. DAS TENSORPRODUKT UND FREIE MODULN

Definition 1.1. Sei R ein Ring (immer assoziativ mit Einselement). Ein R-Links-Modul M
ist eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe M zusammen mit einer Operation R x M >
(r,m) — rm € M, so daB

(1) (rs)m = r(sm),

(2) (r+s) =rm+ sm,

(3) r(m+m') =rm +rm/,
(4) Im =m

fir alle r,s € R, m,m’ € M.

Ein R-Modul-Homomorphismus f : gM — gN ist ein Gruppenhomomorphismus mit f(rm) =

rf(m).

Analog definiert man R-Rechts-Moduln Mpg.

Homp(M,N) :={f: kM — grN|f ist ein R-Modul-Homomorphismus}.

Lemma 1.2. Hompg(M, N) ist eine abelsche Gruppe durch (f 4+ g)(m) := f(m) + g(m).

Beweis: Da N eine abelsche Gruppe ist, ist auch die Menge der Abbildungen
Abb(M,N) eine abelsche Gruppe. Die Menge der Gruppenhomomorphismen
Hom(M, N) ist eine Untergruppe von Abb(M, N) (gilt nur fiir abelsche Gruppen, MIB).
Wir zeigen, da Hompg (M, N) eine Untergruppe von Hom(M, N) ist. Dazu ist nur zu zeigen,
daB mit f und g auch f — g ein R-Modul-Homomorphismus ist. Es ist klar, da} f — g ein
Gruppenhomomorphismus ist. Weiter ist (f — g)(rm) = f(rm) — g(rm) = rf(m) —rg(m) =
r(f(m) —g(m)) = r(f — g)(m). [
Bemerkung 1.3. Jede abelsche Gruppe ist auf eindeutige Weise ein Z-Modul.

Beweis: Nach Ubung I.1 ist ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus ¢ : Z —
End(M) anzugeben.

Es muB ¢(1) = idy, gelten. Wir setzen ¢ in der einzig moglichen Weise fort: p(n) :=
idy + ... +idpy (n-mal, n > 0) und p(—n) = —(idp + ... +idps) (n-mal, n > 0). Dann ist
¢ ein Ringhomomorphismus. 0
Definition 1.4. Sei X eine Menge und R ein Ring. Ein R-Modul RX zusammen mit einer
Abbildung, ¢ : X — RX heifit ein von X erzeugter freier R-Modul, wenn es zu jedem R-

Modul M und zu jeder Abbildung f : X — M genau einen R-Modul-Homomorphismus
g: RX — M so gibt, dal das Diagramm

X —tY—~RX

f g

M

kommutiert.

Lemma 1.5. (RX,¢) ist durch X (und R) bis auf Isomorphie von R-Moduln eindeutig be-
sttmmt.

Beweis: folgt aus dem (bekannten) Dlagramm

TR

- RX' - RX'
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Satz 1.6. (Rechenregeln fiir freie R-Moduln) Sei (RX,t) ein freier R-Modul tiber X. Sei
T :=(z) € RX fir alle x € X. Dann gelten:

(1) X = {%| 3z € X : & = «(a)} ist Erzeugendenmenge von RX, d.h. jedes Element
m € RX ist Linearkombination m =Y ., r;x; der T.

(2) X C RX st linear unabhdngig und ¢ ist injektiv, d.h. wenn Z;—ex rex =0, dann gilt
Vee X :r, =0.

Beweis: 1. Sei M := (z|lx € X) C RX der von den = erzeugte Untermodul. = Das
Diagramm

X

RX
0N 0 4

RX/M
kommutiert mit beiden Abbildungen 0 und v. = 0 =v = RX/M =0 = RX = M.
2.Sei Y i = 0 und 1 # 0. Sei j : X — R Abbildung mit j(x) = 1,j(x) = 0 fiir alle
r # x9. = dg: RX — R mit

X —t+RX

kommutativ und 0 = g(0) = gD i) = > o 1i9(Ti) = > iy 1ij(x;) = 9. Widerspruch
—> Behauptung. O

Satz 1.7. Sei X eine Menge. Dann gibt es einen freien R-Modul (RX, 1) iber X.

Beweis: Offenbar ist RX := {o : X — R fiir fast alle z € X : a(x) = 0} ein Untermodul
von Abb(X, R) bei komponentenweiser Addition und Multiplikation. ¢ : X — RX sei
definiert durch ¢(z)(y) := dyy. Sei f : X — M eine Abbildung. Sei @ € RX. Definiere
g(a) == cxalx)- f(x). g ist wohldefiniert, weil nur endlich viele a(x) # 0. g ist R-Modul-
Homomorphismus: rg(a) + sg(8) = r3_a(x) - f(x) + s> 6(x) - f(z) = > (ra(x) + s0(x)) -
flx) =2 (ra+sp)(x)- f(z) = g(ra+sp3). Weiter ist gv = f: gu(x) =3 cx (@) (y) - f(y) =
20wy - f(y) = f(x). Fir a € RX gilt a =3,y a(z)u(r), denn a(y) = - a(z)u(z)(y). Um
zu zeigen, dal g eindeutig durch f bestimmt ist, sei h € Homg(RX, M) mit he = f. =
0

W) = h(Q al@)u(x)) = 2 e(w)hu(z) = 3 alz) f(2) = g(a) = h = g.

Definition 1.8. Seien Mg, gkN R-Modul, A eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung f :
M x N — A heifit R-bilinear, wenn

(1) f(m + m’,n) - f(m7n) + f(mlan)7

(2) f(m7n + TL’) = f(mvn) + f(mvn/)7

(3) f(mr,n) = f(m,rn)
fir aller € R, m,m' € M, n,n’ € N.
Bilg(M,N;A) :={f: M x N — A|fR-bilinear}.

Bemerkung 1.9. Bilg(M, N; A) ist eine abelsche Gruppe mit (f + g)(m,n) := f(m,n) +
g(m,n).
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Definition 1.10. Seien Mgz, gN R-Moduln. Eine abelsche Gruppe M ®z N zusammen mit
einer R-bilinearen Abbildung

@:MxN>(mn)—meneMrN

heilt Tensorprodukt von M wund N ber R, wenn es zu jeder abelschen Gruppe A und
zu jeder R-bilinearen Abbildung f : M x N — A genau einen Gruppenhomomorphismus
g: M ®r N — A so gibt, dafl

MxNEMeyN

f g

A

kommutiert. Die Elemente von M ®pr N heiflen Tensoren, die Elemente der Form m ® n
zerlegbare Tensoren.

Wichtig: Ein Homomorphismus f : M @ g N — A, dessen Quelle ein Tensorprodukt ist, mus
dadurch definiert werden, dal man eine R-bilineare Abbildung auf M x N angibt.

Lemma 1.11. Das Tensorprodukt (M ®r N, ®) ist durch Mg, rN bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmi.

Beweis:
M x N

s e N

M®RN My N M®RN*M®R
impliziert k = h~! [l

Satz 1.12. (Rechenregeln im Tensorprodukt) Sei (M ®r N,®) ein Tensorprodukt. Dann
gelten

(1) M@RN: {szz®nl ‘ m; € M,’I”LZ' € N},

(2) (m+m)@n=men+m Qn,

B)menm+n)=mn+maen,

(4) mren=m®rn
fiir alle r € R,m,m’ € M,n,n’ € N.
Beweis: 1. Sei B :== (m®n) C M ®gr N die von den zerlegbaren Tensoren erzeugte Unter-
gruppe von M ®gr N. Sei A := M ®r N/B. Dann kommutiert

MxNEMoN

0N 0 v

A
mit 0 und mit v. —0=v—A=0— B =M ®p N.
2. (m+m)n=(m+m' n)=(m,n)+(m,n)=men+m @n. Analog zeigt man
3. und 4. U

Satz 1.13. Seien Mg, RN R-Moduln. Dann gibt es ein Tensorprodukt (M &g N, ®).

Beweis: Definiere M @p N := Z{M x N}/U, wobei Z{M x N} der freie Z-Modul iiber
M x N ist (die freie abelsche Gruppe) und U erzeugt wird von
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tm+m';n) —u(m,n) —(m',n)
tm,m+n') —i(m,n) —(m,n’)
t(mr,n) — t(m,rn)

fiir alle r € R, m,m’ € M, n,n’ € N. Betrachte

M x NEZ{M x N M @z N=Z{M x N}/U
P9

A

Sei ¢ gegeben. Es gibt genau ein p € Hom(Z{M x N}, A) mit pv = 1. Wegen p(c(m-+m’,n)—
tim,n)—u(m'n)) =(m+m',n)—yY(m,n) —ip(m’,n) = 0, weil ¢ R-bilinear ist, und wegen
p(t(m,n+n') — (m,n) — t(m,n’)) = 0 und p(¢e(mr,n) — t(m,rn)) = 0 gilt p(U) = 0 =
Es gibt genau ein g € Hom(M ®g N, A) mit gv = p (Homomorphiesatz). Sei ® := vi. ® ist
bilinear, denn (m+m’) @ n = ve(m+m’,n) =v(tim+m/,n)) =vie(m+m/,n) —i(m,n) —
v(m!,n)+u(m,n)+u(m',n)) =v((m,n)+c(m',n)) =viim,n)+vi(m’,n) =men+m'@n.
Analog zeigt man die beiden weiteren Eigenschaften.

Zu zeigen bleibt, dal (M ®r N,®) ein Tensorprodukt bildet. Aus dem obigen Diagramm
sieht man, dafl es zu jeder abelschen Gruppe A und zu jeder R-bilinearen Abbildung v :
M x N — Acein g € Hom(M ®r N, A) gibt mit g® = 1. Sei h € Hom(M ®z N, A) mit
h® =1¢. = hvi=9v = hv=p=gv =g =h. O

Definition 1.14. Seien R,S Ringe, M ein R-Links-Modul und ein S-Rechts-Modul. M
heiflt R-S-Bimodul, wenn (rm)s = r(ms). Wir definieren Hompg-g(M, N) := Homgz(M, N) N
Homg (M, N).

Satz und Definition 1.15. Seien f € Homg(M., M’.) und g € Hompg(.N,.N"). Dann gibt
es genau einen Homomorphismus
f®rg € Hom(M ®r N,M' @ N')
mit f @r g(m @n) = f(m) @ g(n), d.h. es kommutiert
MxN-2+- M@ N

[xg f®rg

M/XN/@’M/(X)RN/

Beweis: ®(f x g) ist bilinear. O

Lemma 1.16. Sei Mg ein S-Rechts-Modul und R x M — M eine Abbildung. M ist genau
dann ein R-S-Bimodul, wenn

(1) Vre R: (M >mw—rm € N) € Homg(M.,N.),

(2) Vr,r' € Rrm e M : (r+71")m=rm+r'm,

(3) Vr,r" € Rom e M : (r")m = r(r'm),

(4) Ym € M : 1m = m.

Beweis: r(m +m') =rm +rm’; r(ms) = (rm)s. O

Lemma 1.17. Seien gMg, sNp Bimoduln. Dann ist (M ®g N)r ein Bimodul durch
r(m®@mn):=rman,(men)t:=ma nt.
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Beweis: Offenbar gelten 2.-4. . (r®gid)(m®n) = rm®@n = r(m®n) ist ein Homomorphismus.
U

Folgerung 1.18. Seien gpMgs, sNr, M, sNp Bimoduln und f € Homp-g(.M.,.M'.),
g c HOHIS_T(.N., N/) Dann st f ®s g € HOHIR_T(.M Xg N., M XRg N/)

Beweis: f ®@g g(rm @ nt) = f(rm) ®@ g(nt) = r(f ®s g)(m @ n)t. O

Definition 1.19. Eine (endliche oder unendliche) Folge von Homomorphismen
. i_lj%;}MiiMi+1—>...

heiflit ein Komplex, wenn fiir alle i € I gilt f;f;_1 = 0 (oder dquivalent dazu Bi(f;_1) C
Ke(f3)).

Ein Komplex heifit ezakt, wenn fir alle ¢ € I gilt Bi(f;—1) = Ke(f;).

Lemma 1.20. Ein Komplex

fi—1 fi
. i_liﬁMi—z>MH_1—>...

st genau dann exakt, wenn die Folgen
0 — Bi(fi—1) — M; — Bi(fi) — 0
fiir alle v € I exakt sind, genau dann wenn die Folgen
0 — Ke(fi-1) — Mi—1 — Ke(f;) — 0
fir alle i € I exakt sind.

Beweis: Offenbar sind die Folgen
exakt, denn Ke(f;) — M, ist ein Monomorphismus, M; — Bi(f;) ist ein Epimorphismus
und der Kern von M; — Bi(f;) ist Ke(f;).
Die Folge
ist genau dann exakt, wenn Bi(f;_1) = Ke(f;) gilt.
Die Folge
0 — Ke(fi—1) — Mi—1 — Ke(f;) — 0
ist genau dann exakt, wenn M; 1 — Ke(f;) surjektiv ist, genau dann wenn Bi(f;_1) = Ke(f;)
gilt. U

2. DARSTELLBARE FUNKTOREN

Definition 2.1. C besteht aus
(1) einer Klasse, ObC, deren Elemente A, B,C, ... € ObC Objekte heiflen,
(2) einer Familie {Morc(A, B)|A, B € ObC} von paarweise disjunkten Mengen, deren
Elemente f,g,... € Morc(A, B) Morphismen heiflen, und
(3) einer Familie {Morc(A, B) x Morc(B,C) > (f,g) — gf € Morc(A,C)|A,B,C €
ObC} von Abbildungen, die Verkniipfungen heifien.
C heifit eine Kategorie, wenn fiir C folgende Axiome gelten

(1) Assoziativ-Gesetz:
VA, B,C,D € Ob(C, f € Morc(A, B),g € More(B,C), h € More(C, D) :

h(gf) = (hg)f;
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(2) Identitét:
VA € ObC 314 € More(A, A) VB, C € ObC, Vf € More(A, B), Vg € More(C, A) :
lag=g und fla=f.
Beispiel 2.2. 1. Kategorie der Mengen Me.
2. R-Moduln R-Mod, k-Vektorraume k-Vek oder k-Mod, Gruppen Gr, abelsche Grup-

pen Ab, Monoide Mon, kommutative Monoide cMon, Ringe Ri, Kérper Ko, topologische
Réume Top.

Schreibweise 2.3. f € Mor¢(A, B) wird auch als f : A — B oder A . B geschrieben.
A heilt Quelle, B Ziel von f.

Definition 2.4. f : A — B heifit Isomorphismus, wenn g : B — A in C existiert mit
fg=1g, gf = 14. Der Morphismus g ist durch f eindeutig bestimmt, denn ¢’ = ¢'fg = g¢.

Schreibweise 2.5. g =: f~1. A heifit isomorph zu B, wenn ein Isomorphismus f : A — B
existiert. Ist f ein Isomorphismus, so ist auch f~! ein Isomorphismus. Sind f : A — B
und g : B — C Isomorphismen in C, so ist auch gf : A — C ein Isomorphismus.
Es gelten: (f~1)™! = f und (gf)~' = f~'¢g~!. Die Isomorphie zwischen Objekten ist eine
Aquivalenzrelation.

Beispiel 2.6. In den Kategorien Me, R-Mod, k-Vek, Gr, Ab, Mon, cMon, Ri, K6
sind die Isomorphismen genau die bijektiven Morphismen. In Top sind M = {a, b} mit T, =
{0,{a},{b},{a,b}} und mit T, = {0, M} topologische Rdume. Dann ist f =id : (M,%;) —
(M, %5) bijektiv und stetig. Die Umkehrabbildung ist jedoch nicht stetig, also ist f kein
Isomorphismus (Homéomorphismus).

Definition 2.7. 1.)f : A — B heifit ein Monomorphismus, wenn YC € ObC(C, Vg,h €
More(C, A) :

fg=fh= g=~h (f ist links-kiirzbar).
2.) f: A — B heifit ein Epimorphismus, wenn YC' € ObC, Vg, h € More(B,C) :

gf =hf = g=h (f ist rechts-kiirzbar).

Definition 2.8. Seien C und D Kategorien. F bestehe aus

(1) einer Abbildung ObC 5 A+ F(A) € ObD,
(2) einer Familie von Abbildungen

{Fap:Morc(A,B)> f— Fap(f) € Morp(F(A), F(B))|A,B € C}
[oder {Fap: Morc(A,B) > f— Fap(f) € Morp(F(B),F(A))|A, B € C}
F heift ein kovarianter [kontravarianter] Funktor, wenn
(1) fA7A(1A) = 1;:(,4) fir alle A € ObC,
(2) Faclgf) =Fpc(g)Fap(f) fur alle A, B,C € ObC.
(Faclgf) = Fap(f)Fec(g) fir alle A, B,C € ObC(].
Schreibweise:
A el statt AeObC
fecC statt f e More(A, B)
F(f) statt Fans(f).

Beispiele 2.9. (1) Id : Me — Me
(2) Vergi: R-Mod — Me
(3) Vergif: Ri — Ab
(4) Vergi: Ab — Gr
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(5) P : Me — Me, P(M) := Potenzmenge von M. P(f)(X) := f~1X) fir f: M —
N, X C N ist ein kontravarianter Funktor.

(6) Q : Me — Me, Q(M) := Potenzmenge von M. Q(f)(X) := f(X) fir f : M —
N, X C M ist ein kovarianter Funtor.

Lemma 2.10. (1) Fir X €C ist
ObC 3 A — More(X, A) € ObMe
More(A, B) 3 f — More(X', f) € Morye(More(X, A), Morg (X, B)),
mit Morg(X, f) : Morg(X,A) 3 g — fg € More(X, B), also Mora(X, f)(9) = fg,
ein kovarianter Funktor Morc (X, —).
(2) Fir X' € C ist
ObC 3 A~ More(A, X) € ObMe
Morc(A, B) 3 f — More(f, X) € Morye(More(B, X), More(A, X))
mit More(f, X) : More(B,X) 3 g — gf € Morc(A, X), also More(f, X)(g) = gf,
ein kontravarianter Funktor More(—, X).
Beweis: (1) More(X,14)(9) = 1ag = g = id(g), Morc(X, f) Morc(X, g)(h) = fgh =
Morc (X, fg)(h)
(2) analog.
U

Definition 2.11. Seien F : C — D und G : C — D zwei Funktoren. Ein funktorieller Mor-
phismus oder eine natirliche Transformation ¢ : F — G ist eine Familie von Morphismen
{p(A) : F(A) — G(A)|A € C}, so daB fiir alle f: A — B in C gilt:

¢(A)

»(B)
ist kommutativ, d.h. G(f)p(A) = o(B)F(f).
Lemma 2.12. Seien F = Ildpme : Me — Me und

G = Morpge(Morpe(—, A), A) : Me — Me
fiir eine Menge A. Dann ist ¢ : F — G mit
©(B): B>br— (Morpe(B,A) > f— f(b) € A) € G(B)
ein funktorieller Morphismus.

Beweis: Sei g : B — (' gegeben. Dann kommutiert

B
B M Morpe (Morye (B, A), A)

MOI‘Me (MorMe (ga A)a A)

&~ Mot (Morae(C, A), A)
denn

P(C)F(9)O)(f) = e(C)g(b)(f) = fg(b) = @(B)()(f9g)
= [¢(B)(b) Morme(g, A)](f) = [Morne(Morme(g; A), A)p(B)(b)I(f).
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O

Definition 2.13. Sei F : C — Me ein kovarianter Funktor. Ein Paar (A,z) mit A € C,x €
F(A) heiBt ein darstellendes (generisches, universelles) Objekt fiir F und F heifit dann ein
darstellbarer Funktor, wenn zu jedem B € C und y € F(B) genau ein f € Morc(A, B) mit
F(f)(z) =y existiert:

A F(A) >z
f F(f)
B F(B)>y

Satz 2.14. Seien (A,x) und (B,y) darstellende Objekte fir F. Dann existiert genau ein
Isomorphismus f : A — B mit F(f)(z) = y.

A F(A) x
/ \
h  F(h)
1AJ/ é F(B) |lray vy
ko F(k)
\ v 4 / \
1p A F(A) |lrp) =
h  F(h) [
B F(B) y

Beispiele 2.15. (1) Sei X € Me und sei R ein Ring. F : R-Mod — Me, F(M) =
Abb(X, M) ist ein kovarianter Funktor. Ein darstellendes Objekt fiir F ist gegeben
durch (RX,z : X — RX) mit der Eigenschaft, daf§ fiir alle (M,y : X — M)
genau ein f € Homg(RX, M) existiert mit F(f)(x) = Abb(X, f)(z) =zf =y

X —5— RX
EN
M
(2) Seien Mp, rN gegeben. F : Ab — Me, F(A) := Bilgr(M, N; A), ist ein kovarianter
Funktor. Ein darstellendes Objekt fiir F ist gegeben durch (M @ g N, ® : M x N —
M ®gr N) mit der Eigenschaft, da fir alle (A, f : M x N — A) genau ein g €

Hom(M ®g N, A) existiert mit F(¢)(®) = Bilg(M, N; 9)(®) = g® = f

MxNEMeyN

N

Satz 2.16. F besitzt genau dann ein darstellendes Objekt (A, a), wenn es einen funktoriellen
Isomorphismus ¢ : F = Morc(A, —) gibt (mit a = o(A)~*(14)).

f

9
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Beweis: =>: Die Abbildung
@(B) : F(B) 2y — f € More(A, B) mit F(f)(a) =y
ist bijektiv mit der Umkehrabbildung
Y(B) : Morc(A,B) 5 f — F(f)(a) € F(B).

Es ist namlich y — f — F(f)(a) =y und f — y = F(f)(a) = g : F(9)(a) =y = F(f)(a).
Wegen der Eindeutigkeit folgt f = g. Also sind alle p(B) bijektiv mit inverser Abbildung
(B). Es geniigt zu zeigen, dafl ¢ ein funktorieller Morphismus ist. Sei dazu g : B — C
gegeben. Dann kommutiert

Mor¢(A, B) Y(B) F(B)
Morc (A, g) F(9)
Mor¢ (A, C) (0 F(CO)

denn es gilt ¢(C) More(A, g)(f) = ©(C)(gf) = Flgf)(a) = F(9)F(f)(a) = F(g)v(B)(f).
—: Sei A gegeben. Setze a:= p(A)7(14). Sei y € F(B). Dann ist y = o(B)"}(f) =

©(B) " (f14) = @(B)*Morc(A4, )(14) = F(f)p(A)"H(14) = F(f)(a) fiir ein eindeutig
bestimmtes f € Mor¢(A4, B). O

Satz 2.17. Seien zu jedem X € D ein darstellbarer Funktor Fx : C — Me und zu jedem
g: X — Y ein funktorieller Morphismus F, : Fy — Fx (kontravariant!) gegeben, sodafs
F wvon X funktoriell abhingt: Fi, = 1z, Fng = FygFn. Dann hingen die darstellenden
Objekte (Ax,ax) fir Fx funktoriell von X ab: zu jedem g : X — Y gibt es genau einen
Homomorphismus A, : Ax — Ay (mit Fx(Ay)(ax) = F4(Ay)(ay)), und es gelten A, =
lay, Ang = ARA,.

Beweis: Wir wihlen fiir jedes X € C (per Auswahlaxiom) ein darstellendes Objekt (Ay, ax)
fir Fx aus. Dann gibt es fiir g : X — Y genau einen Morphismus A, : Ax — Ay mit

Fx(Ag)lax) = Fy(Ay)(ay) € Fx(Ay),

weil Fy(Ay) @ Fy(Ay) — Fx(Ay) gegeben ist. Es ist Fy(Ai)(ax) = Fi(Ax)(ax) =
ax = fX(l)(ax), also Al = 1, und fx(Ahg)(ax) fhg(Az)(az) fg(Az)fh(Az)<az) =
Fo(Az)Fy(An)(ay) = Fx(An)Fy(Ay)(ay) = Fx(An)Fx(4g)(ax) = Fx(Andg)(ax), also
ApAg=Apgfirg: X — Y und h: Y — Z in D. O

Folgerung 2.18. (1) Abb(X, M) = Hompg(RX, M) funktoriell in M (und X!). Insbe-
sondere ist Me > X — RX € R-Mod ein Funktor.
(2) Bilg(M,N;A) =2 Hom(M ®g N, A) funktoriell in A (und (M,N) € Mod-R X
R-Mod). Insbesondere ist Mod-R x R-Mod > M, N — M ®, N € Ab ein Funktor.
(3) R-Mod-S x S-Mod-T > (M,N)— M ®s N € R-Mod-T ist ein Funktor.

Lemma 2.19. Sei Ir C Rg ein Ideal und g M ein R-Modul. Dann ist
M/IM = R/I @r M
funktoriell in M.

Beweis: Wir geben die zueinander inversen Abbildungen an durch m +— 1 ® m und 7 ® m
rm. Wir iiberlassen das Nachpriifen der Wohldefiniertheit, der Isomorphieeigenschaft und
die Funktorialitdt dem Leser als Ubung. U
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Lemma 2.20. Seien gMg; gNr Bimoduln. Dann ist s Homg(.Mg, .Nr)r ein Bimodul durch
(sft)(m) := f(ms)t
Beweis: trivial bis auf
((ss")f(tt"))(m) = f(m(ss)(t') = (f((ms)s))t" = (' ft)(ms)t" = (s(s' fO)t')(m).
O
Folgerung 2.21. (1) gkMs Bimodul — s Hompg(.Mg,-) : R-Mod — S-Mod ist ko-

varianter Funktor.
(2) RMg Bimodul = Homg(-,.Mg)s : R-Mod — Mod-S ist ein kontravarianter

Funktor.

(3) RMg Bimodul — s Hompg(.Mg, .-7)r : R-Mod-T — S-Mod-T ist ein kovarianter
Funktor.

Ohne Beweis. O

Satz 2.22. Seien RMg, sNr, rPy Bimoduln. Dann ist
THOI'HR(.M XRg NT, PU) = THOlTls(. HOIHR(.MS, -PU)U)U

mit f — f und f(n)(m) = f(m ®n) ein in M, N, P funktorieller Isomorphismus von
T-U-Bimoduln.
Symmetrisch gilt fir Py

UHOIIIT(RM XRg N., UP')R = UHOH15<RM.,UHOHIT(5N., UP))R

Beweis: 1. Moglichkeit: Man zeigt, da Homg(.M ®¢ N,.P) = S-Bilg(.M,N;.P) und
S-Bilg(.M, N;.P) = Homg(.N,.Homg(.Mg,.P)) funktoriell in M, N, P gilt und priift die
T-U-Linearitat.

2. Moglichkeit: Man zeigt, dafl

THOIHR(.M XRs NT, .PU)U > f — fE THOIns(.NT, . HOIHR(.]\4S7 PU)U)U

mit f(n)(m) = f(m ®n) die gewiinschten Eigenschaften hat.
Beweis als Ubung. 0

Satz 2.23. Sei (RX, 1) ein freier R-Modul, s Mg ein Bimodul. Dann lafst sich jedes Element
u € M ®p RX eindeutig darstellen als u ="y my ® ().

Beweis: RX > o =)\ 7-(x) ist das allgemeine Element von RX. Also gilt u =) m; ®
a; = >.m @Y rpi(x) =D > miry; @ ux) = > (D, miry;) ® t(zr). Zum Beweis der
Eindeutigkeit sei > .y m, ® ¢(y) = 0. Sei € X und f, : RX — P definiert durch
fo(1(y)) = bz = (lu @r fo) Qomy @ 1(y)) = 2omy ® fo(u(y)) = ma @1 = 0 fiir alle
r € X. Sei weiter

MxREMenR

mult M
M
gegeben. = pu(m, ® 1) = m, - 1 = m, = 0 = Eindeutigkeit. Ubung: Man zeige, daf} x ein
Isomorphismus ist. O

Folgerung 2.24. Seien sMp, rN (Bi-)Moduln. Sei M freier S-Modul iber Y, N freier
R-Modul iiber X. Dann ist M @r N freier S.Modul iber Y x X.
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Beweis: Wir betrachten das Diagramm

VY x X —Y XX i o NS Mo N
g h
U

Sei f gegeben. Wir definieren fiir alle x € X ein g(-,2) € Homg(.M,.U) durch das kommu-
tative Diagramm

y %Y oM
f('?x) g(—,:v)
sU

Weiter sei g € Hompg(.N,. Homg(.Mg, .U)) definiert durch

b

X

rN
g('v‘) g
R HOHIS(.MR, U)

mit x — ¢(-,x). Dann gilt g(m,n) = g(n)(m) =: h(m ® n), denn ¢ ist additiv in m
und in n, weil es ¢ ist, und ¢ ist R-bilinear, weil g(mr,n) = g(n)(mr) = (rg(n))(m) =
g(rn)(m) = g(m,rn). Offenbar ist g(y,x) = f(y,z), also ist ho ® oty X tx = f. Weiter ist
h(sm @ n) =g(n)(sm) = s(g(n)(m)) = sh(m @ n), also ist h € S-Mod.

Sei k € S-Mod mit ko®owy Xty = f,s0ist ko®(-,z) = g(-, x), weil ko® im 1. Argument
S-linear ist. Damit ist k o ®(m,n) = g(n)(m) = h(m ® n), also h = k. O

3. PROJEKTIVE MODULN UND GENERATOREN

Definition 3.1. (1) Sei (M;|i € I) eine Familie von Objekten in einer Kategorie C. Ein
Objekt [ M; zusammen mit einer Familie (p; : [ M; — M;|j € I) heifit (direktes)
Produkt der M;, wenn zu jedem Objekt A € C und zu jeder Familie von Morphismen
(fj : A— M;|j € I) genau ein Morphismus f: A — [[ M, existiert, so dafl

A

f i
[ M —5—~ M

fiir alle 7 € I kommutieren.

(2) ,Der duale Begriff heiit Koprodukt“: Sei (M;|i € I) eine Familie von Objekten in
C. Ein Objekt [[M; zusammen mit einer Familie (¢; : M; — [[M;|j € I) heifit
Koprodukt (direkte Summe) der M;, wenn zu jedem Objekt A € C und zu jeder
Familie (f; : M; — A|j € I) genau ein Morphismus f : [[ M; — A existiert, so
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daB
M; . [ M;

i f

A

fiir alle 5 € I kommutieren.
Lemma 3.2. Produkte und Koprodukte sind bis auf Isomorphie eindeutig.
Beweis: analog zu 1.5. U

Satz 3.3. (Rechenregeln in Produkten in R-Mod) Sei ([ [ M, (p;)) ein Produkt der Familie
von Moduln (M;)er. Sei (a; € M;|i € I) eine Familie von Elementen. Dann gibt es genau
ein a € [[M;, so daff p;(a) = a; fiir allei € 1. Ist (b; € M;|i € I) eine weitere Familie mit
b € [ M; und p;(b) = b;, so ist a+ b dasjenige Element aus [[ M;, das p;(a +b) = a; + b;
fiir alle v € I erfiillt.

Zu jedem a € [[ M; gibt es genau eine Familie (a;|i € I) mit p;(a) = a;.

Beweis: Sei (a;|i € I) gegeben. Bilde ¢; : {1} — M, mit ¢;(1) = a; fiir alle i € I. Seien
g; € Hompg(R, M;), so daf die Diagramme

m R

Pi i

M;
kommuntieren. Dann gibt es genau ein g : R — [[ M; mit

R
g g;
HMz‘Tj'Mj

fiir alle 7 € I. Der Homomorphismus ¢ ist vollstdndig und eindeutig bestimmt durch ¢g(1) =: a
und das kommutative Diagramm

R

{1}

wobel p;(a) = ¢;(1) = a;.
Da a durch p;(a) = a; eindeutig bestimmt ist, gilt p;(a + b) = p;(a) + p;(b) = a; + b;. Die
letzte Aussage ist klar. 0J
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Bemerkung 3.4. Diese Konstruktion ist immer dann durchfithrbar, wenn es ein freies Ob-
jekt R iiber {1} in C gibt, d.h. wenn es einen Vergififunktor V' : C — Me gibt und wenn

{1} R

X

eine universelle Losung hat, d.h. wenn der Funktor Abb({1}, V(z)) = V(z) darstellbar ist.
Insbesondere gibt es eine Bijektion zwischen den Familien von Elementen a; € V(M;) und
den Elementen V(][] M;).

Satz 3.5. (Rechenregeln fiir Koprodukte in R-Mod) Die Abbildungen v; : M; — [[M;
sind injektive Homomorphismen. Zu jedem Element a € [[ M; gibt es endlich viele a; € M;
mit a =Y i(a;). Die a; € M; sind durch a eindeutig bestimmt.

Bewezis: Bilde f; : M; — M; durch

Cfid, i=j
fi_{O, sonst

M~ T M;
fi f
M;

definiert einen eindeutig bestimmten Homomorphismus f. Fiir ¢ = j gilt dann fi; = idyy;,,
also ist ¢; injektiv.

Bilde M := Y ¢;(M;) C [T M; =
M~ 1 M,

0N 0 v

[1M,;/M

— v =0 = M = [IM;. Sei @ = ) tj(a;). Bilde f wie oben. Dann gilt f(a) =
fOo(ay) =" frila;) =3 fi(aj) = a;, also sind die a; durch a eindeutig bestimmt. O

Lemma 3.6. In der Kategorie Me der Mengen ezistieren Produkte und Koprodukte.

Beweis: Man definiere [[M; == {a : [ — Uje/M;| V5 € I : a(j) € M;} und p; : [[M;

— M, pj(o) = a(j). Dann verifiziert man leicht die Produkteigenschaft.

Man definiere [ M; := |J,.,M; (disjunkte Vereinigung) und ¢; : M; — (JM; mit ¢;(m;) =

m;j. ]

Ubung 3.1. Dieses bildet ein Koprodukt in Me.

Satz 3.7. (1) Sei(M;|i € I) in einer Kategorie C gegeben. Wenn das Produkt (] M;, (p;
[IM; — M;)) ewistiert, dann ist F : C — Me, F(N) = [[,c; Mor¢(N, M;) ein

kontravarianter darstellbarer Funktor und ([]M;, (p; : [[ Mi — M;)) ist ein dar-
stellendes Objekt fiir F.
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(2) Sei (M;|i € I) in einer Kategorie C gegeben. Wenn das Koprodukt ([ [ M, (¢; : M; —
LI M;)) existiert, dann ist F : C — Me, F(N) := [[,c; More(M;, N) ein kovarianter
darstellbarer Funktor und ([ M;, (v; - M; — [[M;)) ein darstellendes Objekt fiir

F.
Beweis: 1. YA, (f; : A — M;) € F(A) f : A — [[M; Vj €1l :p;f = f;. Da(f;) €
F(A) = [, Morc(A, M;), gibt es genau ein f : A — [[M; mit F(f)(z) = F(f)((p;)) =
(ITMore(f, M;)(ps)) = (pif) = (f;) = v.
2.VA(f;  M; — A) € F(A) 3f : [IM; — AVj € I: fi; = f;. Da (fj) €
F(A) = [, More(M;, A), gibt es genau ein f : [[M; — A mit F(f)(z) = F(f)((y;)) =
(ITMore (M, f))(15) = (f5) = - O

Satz 3.8. (1) In R-Mod ezistieren (direkte) Produkte.
(2) In R-Mod existieren Koprodukte oder direkte Summen.

Beweis: 1. Man definiere [[M; = {a : [ — Uie/M;| Vj € T : a(j) € M;} und p; :
[IM; — M;, pj(e) = a(j) € M;. Man priift leicht nach, daBl [[ M; ein R-Modul mit
komponentenweisen Operationen 1st und daf die p; Homomorphlsmen sind. Ist (f;: A —
M;) eine Familie von Homomorphismen, so gibt es genau eine Abbildung f : A — [ M;, so
daB p,; f = f; fiir alle j € I gilt (vgl. 3.6). Die folgenden Familien sind gleich: (p,f(a + b)) =
(a4 0) = (fy(a) + £0)) = (3 f(a) + pif(B) = (py(Fla) + F(3)), also ist f(a+b) =
f(a) + f(b). Analog sicht man f(ra) = rb(a). Damit ist f sogar ein Homomorphismus und
[ M; ein Produkt.

2. Man definiere [[ M; := {# : [ — U;e;M;|5(j) € M;, 3 endlichwertig} und ¢; : M; —
[TM;, tj(m;)(i) = d;jm,;. Dann ist [[M; C [[ M, ein Untermodul und die ¢; sind Homo—
morphismen. Sei (f; : M; — Alj € I) gegeben. Bilde f(m) = f(>_um;) =Y fu(m;) =
> film;). Dann ist f ein R-Modul-Homomorphismus und es gilt fi;(m;) = fi(m;) also
furi = fi. Ist gy fir alle i € I, so ist g(m) = g(>_wmi) = > gum; = > fi(m;), also
f=y ]

Satz 3.9. Sei (M,|i € I) eine Familie von Untermoduln von M. Aquivalent sind die folgen-
den Aussagen:

(M, (v; : M; — M) ist ein Koprodukt in R-Mod.
= e Miund (3 m; =0=Viel:m; =0).
Zl M; und (> m; => m, = Viel:m; =m)).
= ier Miund Vi€l MiNy ., i M;=0.
Definition 3.10. Ist eine der dquivalenten Bedingungen aus Satz 3.9 erfiillt, so hei3t M
innere direkte Summe der M;, und wir schreiben M = ®;c;M,;.

Beweis des Satzes 3.9: 1. = 2. : Wir betrachten das Diagramm
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und schlieflen v = 0 und M = > M;. Wenn > m,; = 0, dann verwenden wir das Diagramm

M,y
Ojk Pk
M,

und erhalten 0 = py(0) = p(3°my;) = 32, prei(my) = 32, 05u(my) = my.

2. = 3. : trivial.

3.=4.: Seim,; = Z#i m;. Dann folgt m; = 0 und m; = 0 fiir alle j ;é i.
4.=2.: Wenn > m; =0, dann ist m; =3, , —m; =0 € M; N3
3. = 1. : Wir definieren f fiir das Diagramm

M, —

J#%

fi f

N

durch f(> m;) := > fi(m;). Dann ist f ein wohldefinierter Homomorphismus und es gilt
fii(m;) = f;j(m;) = f(m;). Schlielich ist f eindeutig bestimmt wegen gi; = f; =
9o mi) =22 g(mi) = >_gui(ms) = 32 filmi) = fQomi) = [ =g O
Satz 3.11. Sei ([ M;, (¢; + M; — [1,; Mi)) ein Koprodukt in R-Mod. Dann ist [T M;
innere direkte Summe der 1;(M;).

Beweis: 1; injektiv = M; = Lj(M') —

~ (M) — [ M;

\

definiert ein Koprodukt. Nach 3.9 liegt dann eine innere dlrekte Summe vor. OJ

Definition 3.12. Ein Untermodul M C N heiit direkter Summand von N, wenn es einen
Untermodul M’ C N gibt, so dal N = M & M’ innere direkte Summe ist.

Satz 3.13. Flir einen Untermodul M C N sind dquivalent:
(1) M st ein direkter Summand von N.

(2) Es gibt ein p € Hompg(.N,.M) mit
M—N—L ) = idM
(3) Es gibt ein f € Homg(.N,.N) mit f> = f und f(N) =

Beweis: 1. = 2. : Seien My, := M und M, € N mit N = M; & M,. Wir definieren
p=p1: N — M, durch

L

M; N

0ij Dj

M.

J
wobei d;; = 0 fiir ¢ # j und d;; = idyy, fiir ¢« = 5. Dann ist pye; = 611 = idy.
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2. = 3. : Fiir f :==p: N — N gilt f2 = 1pip = 1p = f wegen pi = id. Weiter ist
f(N)=p(N) =M, da p surjektiv ist.

3. = 1.:Sei M’ = Ke(f). Ausn = f(n)+ (n— f(n)) und f(n) € M und f(n — f(n)) =
f(n)— f*(n) =0folgt n— f(n) € M’, also M +M' = N.Sein € MNM'. Dann ist f(n) =0
und n = f(n') fiir ein n’ € N, also ist 0 = f(n) = f*(n') = f(n') = n. O

Definition 3.14. P € R-Mod heifit projektiv, wenn zu jedem Epimorphismus f: M — N
und zu jedem Homomorphismus g : P — N ein Homomorphismus h : P — M so existiert,
dafl das Diagramm

P

M N

kommuntiert.

Beispiel 3.15. Alle Vektorraume in K-Mod sind projektiv. Z/nZ in Z-Mod ist nicht
projektiv.

Lemma 3.16. Sei P = @1 P;. P ist genau dann projektiv, wenn alle P;, © € I projektiv
sind.

Beweis: Sei P projektiv. In dem folgenden Diagramm seien f, g, p;, ¢; gegeben

L

hLi h g

a—d

N

Da f ein Epimorphismus ist, existiert A : P — M mit fh = gp; = g = gp;t; = fhu;, also
ist P; projektiv.

Seien alle P; projektiv. Sei f, g, ¢; in dem Diagramm

i

P P

hi| h g

M / N

gegeben und sei f surjektiv. Dann gibt es h; : P, — M, ¢ € I mit fh; = gt;. Da P das
Koprodukt der P, ist, gibt es (genau) ein h : P — M mit hi; = h; fur alle ¢ € I. Dann ist
fhi; = fh; = gu; fiir alle @ € I, also fh = ¢g. Damit ist P projektiv. U

Satz 3.17. Sei P € R-Mod. Aquivalent sind

(1) P ist projektiv.

(2) Jeder Epimorphismus f : M — P zerfallt, d.h. zu jedem Modul M und zu jedem
Epimorphismus f : M — P gibt es einen Homomorphismus g : P — M mit
fg=idp.

(3) P ist isomorph zu einem direkten Summanden eines freien Moduls RX.
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Beweis: 1. = 2.: Aus dem Diagramm
P

g 1p

M

7 P

folgt die Existenz von g mit fg = 1p.
2. = 3.: Sei v : P — RP freier Modul iiber (der Menge) P. Dann gibt es einen Homomor-
phismus f: RP — P, so daf}

P——RP

1p f

P

kommutiert. Offenbar ist f surjektiv. Nach 2. gibt es einen Homomorphismus g : P — RP
mit fg = 1p. Wegen 3.13 ist P ein direkter Summand von RP (bis auf Isomorphie).
3.=1.:8ei f: M — N surjektiv. Sei ¢ : X — RX ein freier Modul und sei g : RX —
N ein Homomorphismus. In dem folgenden Diagramm sei k = gv : X — N. Weil f surjektiv
ist, gibt es eine Abbildung h : X — M mit fh = k. Also gibt es einen Homomorphismus
l: RX — M mit l. = h. Es folgt fl. = fh = k = gt und daraus fl = g, weil RX frei ist.
Damit ist RX projektiv. Der Ubergang zu einem direkten Summanden folgt aus 3.16.

X L RX

O

Bemerkung 3.18. Sei Pp ein R-Modul. Dann ist £ := Endg(P.) = Hompg(P., P.) ein
Ring und P ein E-R-Bimodul wegen f(pr) = (fp)r. Sei P* := Homg(P., R.), dann ist
P* = gHompg(gP., gR.)r ein R-E-Bimodul. Folgende Abbildungen sind Bimodul-Homo-
morphismen

ev:pP" ®p Pr> f@p+— f(p) € rEg,

der Auswertungshomomorphismus, und

mit db(p ® f)(q) = pf(q
bedingung: ev(fe p) =
p(rf(q)) = db(p,rf)(q).
ist db(ep ® f)(q) = e(p
db(p @ f)e(q).

), der Dual-Basis-Homomorphismus. Wir priifen die Bilinearitéts-

(fe)(p) = fle(p)) = ev(f,ep) und db(pr, f)(q) = (pr)f(q) =

Wir priifen weiter, dafl db ein Bimodulhomomorphismus ist. Es
(q

)f(q) = e(pf(q)) = edb(p ® f)(q) und db(p ® fe)(q) = pfe(q) =
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Lemma 3.19. Die folgenden Diagramme sind kommutativ

PropPopP L8 po p peProyP-12Y . pg.R
ev®l1 v db®1 2
Rop P . p* E@pP . P

i 0

Beweis: Der Beweis ist das Assoziativgesetz: pu(1 ®@ db)(f ®@ p ® 9)(¢) = u(f ® pg)(q)

f(pg)(q) = f(pg(q)) = f(p)g(q) = u(f(p) @9)(q) = ulevel)(f@p®g)(q) und p(db @1)(p
fee=ppfeq =pfq) =upe fl@) =nleev)p® f@q).

Satz 3.20. (Dual-Basis-Lemma) Sei Py ein R-Modul. Aquivalent sind:

(1) P ist endlich erzeugt und projektiv
(2) (Duale Basis:) Es gibt fi,..., fn, € Homg(P.,R.) = P* und py,...,p, € P, so daff
fiir alle p € P gilt

IR

p= sz‘fz‘(p)‘
(3) Der Dual-Basis-Homomorphismus
db: P®g P* — Hompg(P., P.)
1st ein Isomorphismus.

Beweis: 1. = 2. : Sei P erzeugt von {pi,...,pn}. Sei RX freier R-Rechts-Modul iiber
X ={x1,...,2,}. Seien 7; : RX — R die Projektionen induziert durch

X —t—+RX

g; Uy

R

mit o;(z;) = §;;. Nach Satz 1.6 gilt z = > x;m;(2) fiir alle z € RX. Sei g : RX — P der
Homomorphismus mit g(x;) = p;. Da die p; Erzeugendenmenge von P bilden, ist g surjektiv.
Da P projektiv ist, gibt es nach 3.17 einen Homomorphismus h : P — RX mit gh = 1p.
Seien f; := m;h. Dann gilt > pimih(p) = 3 g(z:)mh(p) = g(3° ximi(h(p))) = gh(p) = p.

2. = 3. : Der Homomorphismus ¢ : Homg(P., P.) — P ®g P* mit ¢(e) = > _e(p;) ® f;
ist Umkehrabbildung zu db, denn dbow(e)(p) = > e(p:)fi(p) = e(d_pifi(p)) = e(p), also
dboyp = 1. Weiter ist ¢ odb(p @ f) = (pf) = > pf(p)) ® fi=p @3 f(p)fi =p® [, denn
> fpi)fila) = F(Xpifi(q)) = f(q), also ist auch ¢ odb = 1.

3. = 2.: Y. p; ® fi = db"'(1p) ist eine duale Basis, denn es gilt >_ pifi(p) = db(>.p; ®
fi)p) = 1p(p) = p.

2. = 1. : Wegen Y _p;fi(p) = p fiir alle p € P sind die p; Erzeugende von P, P ist also
endlich erzeugt. Dann ist g : RX — P mit g(z;) = p; surjektiv. Sei h : P — RX definiert
durch h(p) = > x;f;(p). Dann folgt gh(p) = p, also ist P direkter Summand von RX, und
damit projektiv. 0

Satz 3.21. Sei R ein kommutativer Ring und P € R-Mod. Aquivalent sind

(1) rP ist endlich erzeugt projektiv.
(2) Es ezistieren P’ € R-Mod, db': R — P®p P',ev: P @r P — R
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mat
db' ®1 1 ®ev

(P P®@rP @prP

P) = ]-Pa
/

(P e prg e, P YEL Py~ 1,
Beweis: <=: Zu ev € Homg(P' ®g P, R) = Hompg(P',Homg(P, R)) gibt es € : P/ — P*
mit €(f)(p) = ev(f @ p) = fp fir f € P'. Sei db/(1) = >.p; ® f;. Dann ist p = 1p(p) =
(1®@gev)(db' @r1)(p) = (1@rev)d.pi @ fi ®p) = >_ pifip- Nach 3.20 ist P endlich erzeugt
projektiv.
—: Man setze P’ :== P* und (ev : P"®@r P — R) = (ev : P* ®r P — R). Weiter sei
db’'(1) = 3" p;® f; die Dual-Basis von P. Dann gilt (1®gev)(db' ®@z1)(p) = (1Qrev)(>. pi®
fi®@p) =>_pifi(p) = p. Weiter ist >_ f(pi) fi(p) = fQ_pifi(p)) = f(p), also >_ f(p) fi = [
Daraus folgt (ev®p1)(1 @ db)(f) = (ev@rl) (3o f @ pi @ fi) = 32 f(pi) fi = [. O

Definition 3.22. G €Mod-R heiflt ein Generator, wenn es zu jedem Homomorphismus
f: M — N mit f # 0 einen Homomorphismus g : G — M gibt mit fg # 0.

Satz 3.23. Sei G €eMod-R. Aquivalent sind

(1) G ist ein Generator.

(2) Zu jedem R-Modul Mp gibt es eine Menge I und einen Epimorphismus h: [[,G —
M.

(3) R ist isomorph zu einem direkten Summanden von [[; G (fir eine geeignete Menge
I).

(4) Es gibt f1,...,fn € G* und qq,...,q, € G mit > fi(q;) = 1.

Beweis: 1. = 2. : Setze I := Hompg(G., M.). Dann definiert

GZGfﬁ'Hsz
f h

M

genau einen Homomorphismus h mit hey = f fiir alle f € I. Sei N = Bi(h). Betrachte
v:M — M/N. Wenn N # M, dann ist v # 0. = 3f : vf # 0 = vh # 0 Widerspruch
zu N = Bi(h) = N = M = h Epimorphismus.

2. = 3.: Sei [[G — R ein Epimorphismus. Da R frei, also projektiv, ist, folgt aus 3.17,
dafl R bis auf Isomorphie direkter Summand von [] G ist.

3.=4.:Seip:[[;G — R mit p. = 1 gegeben. Sei p((¢;)) =1 und f; = pt; : G — R.
Dann folgt 1 = p((g:)) = p(>_i(9:)) = o pei(g:) = 3= filai)-

4. = 1.:Sei (9: M — N) # 0, dann gibt es ein m € M mit g(m) # 0. Sei f: R — M
definiert durch f(1) = m, f(r) = rm. Seien f;, ¢; gegeben mit »_ fi(¢;) = 1. Dann folgt
04 g(m) = gf(1) = X gf fi(g:), also gibt es ein ff; : G — M mit gf f; 0. O

4. DIE MORITA-THEOREME

Definition 4.1. Sei K in diesem Kapitel ein kommutativer Ring. Eine Kategorie C heifit
K-Kategorie, wenn Morc(M, N) ein K-Modul und Mor¢(f, g) ein K-Homomorphismus fiir
alle M, N, f, g € C ist.

Ein Funktor F : C — D zwischen K-Kategorien C und D heiflt ein K-Funktor, wenn
F : More(M, N) — Morp(F (M), F(N)) fir alle M, N € C ein K-Homomorphismus ist.
Ist K = Z, so spricht man von (prd-)additiven Kategorien und additiven Funktoren.
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Bemerkung 4.2. Wir schreiben in §4 die Homomorphismen immer auf der entgegengesetz-
ten Seite der Skalarmultiplikation: f : kM — gN mit (rm)f = r(mf).

Definition 4.3. Eine K-Algebra ist ein Ring A zusammen mit einem Ringhomomorphismus
f:K — Z(A) C A, wobei Z(A) :={a € Al Vb € A : ab = ba} das Zentrum von A ist.
Dadurch wird Ak zu einem Bimodul: ka = ax := f(k)a.

Ein K-Bimodul 4Mp ist ein A-B-Bimodul mit (k- 14)-m =rm =mx =m - (1p k).

Definition 4.4. Ein Morita-Kontext besteht aus einem 6-Tupel (A, B, 4Pp, 5Q4, f,g) mit
K-Algebren A, B, K-Bimoduln 4Pg, g@Q 4 und K-Bimodul-Homomorphismen

f:aP®pQa— aAs, ¢g:pQ® sPp— pBg,
so daf} gelten:

(1) ¢f(p®q) = g(qg®@p)q oder q(pq') = (qp)q’,
(2) flp®q)p' =pg(q®p') oder (pq)p'(qp’),

wobei wir die Schreibweise pq := f(p ® ¢) und gp := g(q ® p) verwenden.

Bemerkung 4.5. Mit dieser Konvention sind alle Produkte assoziativ, z.B. (pb)q = p(bq),
(ga)p = q(ap).

Lemma 4.6. Seien eine K-Algebra A und ein A-Modul 4P gegeben. Dann ist (A, B, P,Q, f
=ev,g = db) ein Morita-Kontext mit

B :=Homyu(.P,.P)  pQua:= pHomy(.Pg,.Ax)s
flp®@q) = (p)q (P)lg(qg @ p)] == (P)qp.

Beweis: wie in 3.19. [l

Definition 4.7. Eine K-Aquivalenz von K-Kategorien C und D ist ein Paar von K-Funk-
toren F:C — D, G:C — D mit Idp = FG und Id¢ = GF.

Satz 4.8. (Morita I) Sei (A, B, P,Q, f,g) ein Morita-Kontezt. Seien f und g Epimorphis-
men. Dann gelten

(1) P ist ein endlich erzeugter projektiver Generator in A-Mod und in Mod-B.
Q ist ein endlich erzeugter projektiver Generator in Mod-A und in B-Mod.

(2) f und g sind Isomorphismen.

(3) Q = HOIIlA(.P, A) = HOIIlB(P., B)
P= HOIIlB(.Q, B) = HOIIlA(Q., A)
als Bimoduln.

(4) A= Homp(.Q,.Q) = Homg(P., P.)
B = Homu(.P,.P) = Homu(Q.,Q.)
als K-Algebren und als Bimoduln.

(5) P®p-: B-Mod — A-Mod und Q®4 - : A-Mod — B-Mod sind zueinander in-
verse K -Aquivalenzen. Ebenso sind -@ 4 P : Mod-A — Mod-B und -®@5(Q : Mod-
B — Mod-A zueinander inverse K-Aquivalenzen. Weiter sind folgende Funktoren
natirlich isomorph:

P®B— = HOIHB<.Q,.—)7
Q®A' = HOIHA(.P,.-),
-®AP = HOIHA(Q.,-.),
-®p @ = Homp(P.,-.).
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(6) Es gelten folgende Verbandsisomorphismen:

V(AP) = V(BB), V(PB) = V(AA),
V(Q) = V(a4), V(Qa) = V(Bs),
V(sQa) = V(adAa) = V(Bp) = V(aPp).

(7) Zentrum(A) = Zentrum(B).

Beweis: 1. Die Isomorphismen aus 2.22 bilden ¢ € Homp-g(.Q ®4 P.,.B.) in Bimodul-
Homomorphismen ¢, : P — Hompg(.Q,.B) und g, : Q@ — Homp(P., B.) ab. Weiter indu-
ziert f Bimodul-Homomorphismen f; : P — Homa(Q., A.) und f5 : Q@ — Homa(.P,.A).
Wenn g ein Epimorphismus ist, dann gibt es Y ¢; ®@p; € Q®4 P mit g(>_ ¢;®p;) = 1 = idp.
Also gilt p = > pgipi = >_(p)[f2(q:)]p: fiir jedes p € P. Nach dem Dual-Basis-Lemma 3.20
ist 4P endlich erzeugt und projektiv.

Wenn f ein Epimorphismus ist, dann gibt es > z; @ y; € P ®p Q mit (> x; Qy;) = 14 =
> () f2(yi)]. Nach 3.23 ist 4 P ein Generator. Die Aussagen fiir Pg, p@Q und Q4 folgen aus
Symmetriegriinden.

2. Wenn f (> a;®b;) = 0, dann ist Z” a;®@b; f(2;Qy;) = > a;®@g9(bi®z;)y; = > a;9(b;Rx;)®
yj = fla;®b;)r; ®y; = 0. Also ist f injektiv. Analog zeigt man, daf ¢ ein Isomorphismus
ist.

3. Der Homomorphismus f; : Q — Homu(.P,.A) wie in 1. erfiillt (p)[f2(q)] = f(p®q) = pq.
Sei ¢ € Homu(.P,.A). Dannist (p)p = (p_ qipi)e = >_(pq:)(pi)p, also gilt p = > qi(pi)p =
> f2(qi(pi)p). Daher ist fo ein Epimorphismus. Sei (p)[f2(¢)] = pg = 0 fiir alle p € P. Dann
folgt ¢ = 1pq = > qipiqg = 0. Also ist f, ein Isomorphismus.

4. Die B-Modulstruktur von P induziert B — Homy(.P,.P). Sei pb = 0 fiir alle p € P.
Dann ist b = 1p-b = > ¢;p;b = 0. Wenn ¢ € Homu(.P,.P), dann ist (p)p = (plg)p =
- plapi))e = >2(pai)(pi)e = > p(qi(pi)y) und damit o = 3 q;(pi)y. Damit ist B —
Hom (. P, .P) ein Isomorphismus von K-Algebren und Bimoduln.

5. AP Q @4 X =2 JAR4 X =2 4 X funktoriell in X und gQ ®4 PR Y = gBRpY =
Y funktoriell in Y ergeben die Behauptung. Weiter ist gQQ ®4 U = pHomyu(.P,.A) ®4
U = gHomyu(.P,.A®4 U) = gHomy(.P,.U) funktoriell in U, denn der Homomorphismus
¢ : Homu(.P,.A) @4 U — Homu(.P,.A ® U) mit (p)[p(f @ v)] := ((p)f) ® u ist ein
Isomorphismus. Wir zeigen allgemeiner: U

Lemma 4.9. Wenn 4P endlich erzeugt projektiv ist und sVp und gU (Bi-)Moduln sind,
dann ist der (in U und V') funktorielle Homomorphismus

¢ :Homy(.P,.V) ®p U — Homu(.P,.V ®p U)
ein Isomorphismus.

Beweis: Sei Y fi @ p; € Homu(.P,.A) ®4 P eine Dual-Basis fiir P. Dann ist
¢! i Homyu(.P,.V ®p U) — Homu(.P,.V) @ U

mit p~1(g) = > O fivig ®@uij mit (pi)g =: 35 vij ®uy; invers zu o, definiert durch (p)[p(f @
u)] = (p)f ® u. Da ¢ ein Homomorphismus ist, (p)[e(fo @ u)] = (p)fb@u = (p)f ® bu =
(p)[p(f @ bu)|, geniigt es, dal ¢! als Abbildung gegeben ist. Es gilt nun (p;)o(f ® u) =
(pi)f @ u, also o lo(f @u) = S0filp)f @u = SO0 fip)f @ u = f @ u. Weiter ist
v t(9) = (X0 filpi)g) = 20 fii)g = 0 fipi)g = g- O

Beweis von 4.8: (Fortsetzung)

6. Bei der Aquivalenz der Kategorien wird 4P auf Hom(.P,.P) = gB abgebildet. Daraus
folgt V(4 P) = V(pB). Ein Unterobjekt von 4P ist ndmlich eine Isomorphieklasse von Mono-
morphismen 4U — 4P, wobei zwei solche Isomorphismen isomorph heiflen, wenn es einen
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notwendigerweise eindeutig bestimmten Isomorphismus U = U’ gibt, so dafl

U

\
/

U/

P

kommutiert. Solche Unterobjekte werden bei einer Aquivalenz von Kategorien offenbar er-
halten. Weiter gilt fiir Unterobjekte von 4Pg, dafl

U P Homyu(.P,.U) B
-b -b und ‘b b
U P Homy(.P,.U) B

kommutieren. Also ist sUp € V(4 Pg) genau dann, wenn Homy(.P,.U) € V(pBpg).

7. Der Beweis dieses Teils zerfallt in zwei Schritte. Man fiihrt die Algebra Endgnie(Ida-moa)
als die Menge der funktoriellen Endomorphismen von Id4 aeq ein mit der Addition von
Morphismen und der Komposition von Morphismen als Operationen fiir die Ringstruktur.
Das ist offenbar eine Algebra. Dann zeigt man in einem ersten Schritt, dafl das Zentrum
von A isomorph zu Endgn(Idanmoa) ist. In einem zweiten Schritt zeigt man dann, daf
Endgunke (Idamoa) = Endpunke(Idpmoa) gilt. Das ist nahezu trivial, weil alle kategorietheo-
retisch charakterisierten Terme bei einer Aquivalenz erhalten bleiben. Damit hat man dann
Zentrum (A) = Endgynke (Idanvod) = Endpnks (Id povoa) = Zentrum (B).

Sei z € Z(A). Fir M = Idamoea(M) gilt dann zam = azm, also ist z = z- € End(M).
Damit definiert z- einen Endomorphismus von Id 4 pea (M), denn

M—=—~ M
f f

N

N

Z.

kommutiert. Das definiert einen Homomorphismus Z(A) — Endgnie(Idanod). Sei nun
¢ € Endpunkt (/da-moa)- Dann kommutiert

wobei (a) f,, = am. Jedes f € Homy(.A, . M) ist von dieser Form. Fiir M = A gilt a(1)[p(A)]
= (a)[p(A)] = (D[fap(A)] = Wp(A)fa] = (De(A]a, also ist (D[p(A)] € Z(A). Fir
beliebiges M € A-Mod gilt dann (m)[p(M)] = (1)[fnp(M)] = (D]p(A) fin] = (1)[p(A)]m,
d.h. ¢(M) ist von der Form z- mit z = (1)[¢(A)]. Die so definierten Abbildungen sind
offenbar invers zueinander: z — z- +— 2z - 1 = z und ¢ — (1)[p(A4)] — (1)[e(A)]-.
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Um zu zeigen, dafl Endgynk(Idanod) und Endgk: (B-Mod) zueinander isomorph sind, sei
¢ € Endpnkt(Idamoa) =: F(A). Wir definieren ¢’ € E(B) durch

@' (M)

BM > BM
B(M) B(M)
ST (pM) T SoT(M) ST (pM)

wobei S : A-Mod — B-Mod, T : B-Mod — A-Mod die zueinander inversen Aqui-
valenzen aus 5. sind und « : Idanea — TS bzw. 0 : Idg.moa — ST die zugehorigen
Isomorphismen. Analog ordnen wir jedem ¢ € E(B) ein ¢’ € E(A) zu durch

Y'(N)

a(N) a(N)

N) —————TS(uN

Die Kompositionen von ¢ — 1’ und ¢ +— ¢’ definieren jeweils einen Isomorphismus, also
ist jede einzelne Abbildung ein Isomorphismus. Eine der beiden Kompositionen ist in dem
folgenden Diagramm enthalten.

N ¢"(N) N
a(N) a(N)
rs(N) — 15N i
TBS(N) TBS(N)
r(sT)s(v) 25N sy
TSa(N) | | T'Sa(N)
TS(N) TSo(N) TS(N)
a(v) | a(N)
N ¢(N) N

Die Zuordnung ¢ — " ist daher ein innerer Automorphismus von E(A), also bijektiv. O

Satz 4.10. (Morita II) Seien S : A-Mod— B-Mod und T : B-Mod— A-Mod zuein-
ander inverse K-Aquivalenzen. Sei 4P = T(B) und gQ4 := S(A). Dann gibt es Isomor-
phismen f: 4P @ Qa — aAa und g : pQ ®4 Pp — pBg, so daff (A, B, P,Q, f,g) ein
Morita-Kontext ist.

Weiter gilt S = Q ®4 - und T = P ®p -.

Satz 4.11. (Morita III) Sei P € A-Mod ein endlich erzeugter projektiver Generator (=
Progenerator ). Dann ist der Morita-Kontext (A,Homa(.P,.P), P,Q, f = ev,g = db) strikt,
d.h. f und g sind Epimorphismen.
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Beweis: Da 4P endlich erzeugt projektiv ist, ist ¢ = db ein Isomorphismus (3.20). Da 4P
ein Generator ist, ist f = ev ein Epimorphismus (3.23). O

Beweis von 4.10: 1. Seien S, T gegeben. Dann ist S : Homa(.M,.N) > f — S(f) €
Homp(.SM,.SN) ein Isomorphismus. Sei o : T'S = Id 4 moa- Dann ist

Hom(a~ 1o

Hom (.M, .N) % Homp(.SM,.SN) % Hom,(.TSM, . TSN) )HomA(.M, .N)

die Identitét, denn Hom(a ™!, a)T'S(f) = aoTSfoa ! = f weil

TDf
TSM ~——* TSN
(8% (8%

M N
f

kommutiert. Also ist S ein Monomorphismus und Hom(a™!, a) o T ein Epimorphismus. Da
Hom(a™!, @) ein Isomorphismus ist, ist 7' ein Epimorphismus fiir 7' : Hompg(.SM,.SN) —
Hom(.T'SM,. TSN). Symmetrisch ist 7" immer ein Monomorphismus. Also ist 7" ein Iso-
morphismus und damit auch S.

2. Ist f € B-Mod ein Epimorphismus, so ist auch T'f € A-Mod ein Epimorphismus. Sei
f M — N ein Epimorphismus. Seien g,h € A-Mod mit goT'f = ho T f. Wir haben ein
kommutatives Diagramm

T S
st 2EL g = g
Sh
B B
M / N

mit Sgo ST f = ShoSTf. Da f ein Epimorphismus ist, folgt Sg = Sh, also auch g = h.

3. Wenn P € A-Mod projektiv ist, dann ist auch SP € B-Mod projektiv. Seien ndmlich ein
Epimorphismus f : M — N in B-Mod und ein Homomorphismus g : SP — N gegeben.
Dann ist Tf : TM — TN ein Epimorphismus und Tg : TSP — TN in A-Mod. Weil
a:TSP=P gbteseinh: P— TM mit Tfoh=Tgoa ! oder Tfohoa=Tg. Wir
wenden S an und erhalten ST f o S(ho«a) = STg, wobei S(ho«) € Homp(.STSP,.STM).
Weil 3 : STM = M, ist Hom(37!,3) : Homg(.STSP,.STM) — Homg(.SP,.M) ein
Isomorphismus mit Inversem Hom(3,37!). Fiir k : SP — M mit k = $ o0 S(hoa)o 7!
gilt dann Bo ST(k) =kof=poS(hoa)oB ol =030S(hoa),also ST(k)=S(hoa)
und T'(k) = hoa. Also gilt STfo STk = STg = ST(f o k) und damit g = f o k. Also ist
SP projektiv.

4. Wenn GG € A-Mod ein Generator ist, dann ist auch SG € B-Mod ein Generator. Sei
ndmlich (f : M — N) # in B-Mod. Dann ist T'f # 0, also gibt es ein g : G — T'M mit
Tfog#0. Folglich ist STfoSg#0und fo(awoSg)=aoSTfoSg#0.

5. Wir zeigen jetzt S(®ierM;) = @icrS(M;) : Sei eine Familie (f; : S(M;) — Nli € I)
in B-Mod gegeben. Da nach 1. S ein Isomorphismus ist, gibt es genau eine Familie (g; :
M; — TN) mit Sg; = a~! o f;. Also existiert genau ein g : ®M; — TN mit g o ¢; = g;.
Wir wenden S an und erhalten Sgo Si; = Sg; = a~' o f; bzw. a0 Sgo Si; = fi. Weil a0 S-
ein Isomorphismus ist, ist a o Sg eindeutig durch die Bedingung avo Sg o St; = f; festgelegt,
also ist (S(@®M;), St;) direkte Summe der S(M;).

6. S(A) ist endlich erzeugt in B-Mod, also ein endlich erzeugter projektiver Generator.



26 Algebra II — Pareigis

Da B € B-Mod ein Generator ist, ist auch T(B) € A-Mod ein Generator. Also gibt es
eine Menge F mit A® M = &pTB. Wegen A = A -1 kann F endlich gewihlt werden.
— S(A)® S(M) = ®pSTB = ®gB. Also gibt es einen Epimorphismus &pB — SA.
Damit ist SA € B-Mod endlich erzeugt.

(Bemerkung: Eine Aquivalenz S bildet endlich erzeugte Moduln immer auf endlich erzeugte
Moduln ab. Den Beweis dafiir fithren wir unten.)

7. A= Hompg(.SA, .SA) als Ringe, denn A = Homy(.A, .A) =, Homp(.SA,.SA).

8. TB = Homp(.SA,.B), denn Homp(.SA, .B) —— Homu(.T'SA, . TB) = Hom,(.A, TB)
TB.

9. (B,A,SA,TB, f,g) bilden einen strikten Morita Kontext nach Morita III.

I

10. Homp(.SM,.N) = Homu(.M,. TN), denn Hompg(.SM,.N) = Homu(.T'SM, TN) =
Homu(.M,.TN).
11. Homp(.SA®4 M,.N) = Homu (.M, . Homp(.SA,.N))
=~ Homa(.M,.Homa(.A, . TN))
= HOII]A(.M, TN)
=~ Hompg(.SM,.N).
Als darstellendes Objekt ist gSM = gSA ® 4 M funktoriell in M wegen 2.17. O

Satz 4.12. g M st genau dann endlich erzeugt, wenn in jeder Menge {A;|i € I} mit A; C
M und ) ;. Ai = M eine endliche Teilmenge {A|i € Io}, Io € I endlich, mit Y, ;. A;
existiert.

iel

Beweis: Sei M = Rmj + ...+ Rm,,. Jedes m; ist in einer endlichen Summe der A; enthalten,
also auch alle m; und damit auch M. Fiir die Umkehrung betrachten wir {Rm|m € M}.
Es gilt M = > Rm, also ist M eine Summe von endlich vielen Rm und damit endlich
erzeugt. 0

Folgerung 4.13. Bei einer Kategoriendquivalenz T : R-Mod— S-Mod werden endlich
erzeugte Moduln in endlich erzeugte Moduln abgebildet.

Beweis: Der Verband der Untermoduln V(M) ist isomorph zum Verband der Untermoduln
V(T'M). O

5. EINFACHE UND HALBEINFACHE RINGE

Definition 5.1. Ein Ideal grI C gR heifit nilpotent, wenn es ein n > 1 gibt mit I™ = 0.

Ein Modul grM heiBt artinsch (Emil Artin, 1898-1962), wenn jede nichtleere Menge von
Untermoduln von M ein minimales Element besitzt.

Ein Ring R heiit einfach, wenn g R als Modul artinsch ist und R keine nichttrivialen (# 0, R)
zweiseitigen Ideale besitzt.

Ein Ring R heifit halbeinfach, wenn g R artinsch ist und R keine nichttrivialen (# 0) nilpo-
tenten Links-Ideale besitzt.

Lemma 5.2. Jeder einfache Ring ist halbeinfach.
Beweis: C := Y (I|grl C rR nilpotent) ist zweiseitiges Ideal, denn fiir a € I, r € R gilt
(riar)(rqar) . .. (rpar) = (ria)(rrea) ... (rrpa)r € I"R = 0.

Also gilt (Rar)" =0 == Rar C C = C =0 oder C' = R. Sei C' = 0. Dann gibt es keine
nichttrivialen nilpotenten Ideale. Sei C' = R. Dann gibt es a; € I; mit 1 = a; + ... + a,. Es
ist [; 4+ I5 nilpotent, denn (ay + by)(az + b2) ... (ag, + bay,) hat entweder Monome in I} - R
oder in I' - R. Aber IT' =0 = [} = (I; + I)** = 0. Also ist 1 nilpotent. Widerspruch. O
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Definition 5.3. Ein Modul g M heiflt einfach genau dann, wenn M # 0 und M nur 0 und
M als Untermoduln besitzt. Ein Ideal rI heifit einfach oder minimal, wenn es als Modul
einfach ist.

Lemma 5.4. Sei R halbeinfach. Dann ist jedes Links-Ideal von R ein direkter Summand
von R.

Beweis: Sei I ein Ideal in R, das kein direkter Summand ist und sei / minimal mit dieser
Eigenschaft. Ein solches Ideal existiert, weil R artinsch ist.

Fall 1: Sei I C R ein Ideal, das nicht minimal (einfach) ist, d.h. es gibt ein Ideal J C I mit 0 #
J # I. Dann ist J direkter Summand von R, d.h. es gibt einen Homomorphismus f : R — J
mit (J — I — R -5 J) = idy. Es folgt I = J & K fiir ein K = Ke(] — R -5 J). Da
K # I, gibt es auch ein g : R — K mit (K — I — R - K) = idg. Fiir die Abbildung
frg—gf:I—R—1Igilt (f+9—9f)J)=f0)+90)—9f()=7+90)—9(j) =17
firalle j € Jund (f+9—gf)(k) = f(k)+g(k)—gf(k) =0+k—0 =k fiir alle k € K, also
(f+g9—gf: 1 — R—1I)=1id;. Damit ist I direkter Summand von R. Widerspruch.
Fall 2: Sei I minimales oder einfaches Ideal. Da I nicht nilpotent ist und 0 # I* C I gilt,
ist I? = I. Also existiert insbesondere ein a € I mit Ia = I, denn Ia ist ebenfalls ein Ideal.
Damit ist -a : I — I ein Epimorphismus und sogar ein Isomorphismus, denn Ke(-a) muf als
Ideal Null sein (vgl. Lemma von Schur.) Also existiert e € I, e # 0 mit ea = a. = (e*—€)a =
ceca—ea=a—a=0=e*—e=0€l=¢e¢*=ccl.Dal=Re,gilt R=Re® R(1—e),
denn R = Re+ R(1 —¢e) und re = s(1 —e) € ReN R(1 —€) => re = re? = s(1 — e)e = 0.
Damit ist I direkter Summand von R. Widerspruch. 0

Lemma 5.5. (Schur) Seien gM, gN einfache Moduln. Dann gelten:
(1) Wenn M % N, dann ist Homg(.M,.N) = 0.
(2) Hompg(.M,.M) ist ein Schiefkorper (= Divisionsalgebra = nicht-kommutativer Korper).

Beweis: Sei f : M — N ein Homomorphismus mit f # 0. Dann ist Bi(f) = N, weil N
einfach ist, und Ke(f) = 0, weil M einfach ist, also ist f ein Isomorphismus. Daraus folgt 1.
Weiter folgt 2., weil jeder Endomorphismus f : M — M mit f # 0 unter der Multiplikation
in Hompg(.M,.M) invertierbar ist. Ein Schiefkérper ist namlich ein Ring, dessen von Null
verschiedene Elemente eine Gruppe unter der Multiplikation bilden. 0

Bemerkung 5.6. Sei g M einfach. Dann ist Endg(.M) = D ein Schiefkorper. Also ist die
R-Modulstruktur von M charakterisiert durch R — Endp(M.) = M, (D).

Satz 5.7. (Wedderburn) Aquivalent sind:
(1) R ist einfach.
(2) R besitzt ein einfaches Ideal, das ein R-Progenerator ist.
(3) R = M, (D) = wvoller Matrizenring tiber einem Schiefkorper D. (n ist eindeutig, D
bis auf Isomorphie eindeutig.)
(4) R=1 & ...® I, mit isomorphen einfachen Linksidealen Iy, ..., I,.

Beweis: 1. = 2. : Da R artinsch ist, gibt es ein einfaches Ideal 0 # I C R. Sei J := Y {I'|I’
Ideal in R und I’ = I}. Dann ist J ein zweiseitiges Ideal, denn I' -7 #0 = r: ' — R
hat Ke(-r) = 0, also ist -r injektiv und das Bild I’ - r ist isomorph zu I’ bzw. I, liegt also in
J. Da R einfach ist, gilt R=J = > 1;. Dale€ I, +...+ I,, gibt es einen Epimorphismus
L &...® 1, — R (duflere direkte Summe), der zerfillt, da R projektiv ist. Also ist R
bis auf Isomorphie direkter Summand von I; & ... @ I,,, und damit ist I ein Generator.
Weiter ist I direkter Summand von R nach 5.4, also endlich erzeugt projektiv, also ist I ein
R-Progenerator.
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2. = 3.: Endg(.I) =: D ist nach dem Lemma von Schur ein Schiefkérper. glp erzeugt eine
Kategorienéquivalenz. Also gilt R = Endp(1.) = M, (D).

3. =4.: R= M, (D) = R = Endp(V.) mit einem n-dimensionalen D-Vektorraum V. Vp
ist ein Progenerator. Also gilt V(grR) = V(pV*). DaV* = D&... @D, gilt RR=1,d...01,
mit ]1§§ TL%RV(@DD%JRV.

4. = 2. : Offenbar ist [; ein R-Progenerator.

2. = 1. : R-Mod = D-Mod mit D = Endg(I). Also ist V(grR) = V(p Homp(I., pD.))
artinsch, und es gilt V(rRg) = V(pDp) = {0, D}. Damit ist R einfach. O

Folgerung 5.8. Sei R einfach und M endlich erzeugt. Dann gelten

(1) RM ist ein R-Progenerator.

(2) Endg(.M) = S ist ein einfacher Ring.
(3) Zentrum (R) = Zentrum (Endg(.M)).
(4) R = Endgs(M.).

Beweis: 1. Wegen R-Mod = D-Mod und weil jeder endlich erzeugte D-Modul ein Proge-
nerator ist, folgt die Behauptung.

2. S-Mod = R-Mod = D-Mod impliziert, daf§ V(sS) = V(pP) artinsch ist. Weiter ist
V(sSs) 2 V(pDp), also ist S ein einfacher Ring.

3.4+4. folgt aus dem Morita-Theoremen. O

Definition und Bemerkung 5.9. Ein R-Modul rJ heifit injektiv, wenn zu jedem Mono-
morphismus f: M — N und zu jedem Homomorphismus g : M — J ein Homomorphis-
mus h: N — J existiert mit hf =g

Vektorrdume sind injektiv. zZ ist nicht injektiv. Die injektiven Z-Moduln sind genau die
teilbaren abelschen Gruppen. zQ ist injektiv.

Satz 5.10. (Das Baersche Kriterium): Aquivalent sind fiir Q € R-Mod.:

(1) @Q ist injektiv.
(2) VRI CgR, Vg: 1 — Q Fh: R— Q mitht =g

(3) Jeder Monomorphismus f : Q Y zerfallt, d.h. es gibt einen FEpimorphismus
g: M — Q mit gf = 1g.

Beweis: 1. = 2. : folgt unmittelbar aus der Definition.
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1. = 3. : Das Diagramm

Q S
1Q g
Q
definiert das geforderte g.
3. = 1.: In dem Diagramm
M / N
Y (&
¥
Q P

2
sei f ein Monomorphismus und P := N®Q/{(f(m),—g(m))|m € M} mit ¢ bzw. ¢ kanoni-

sche Abbildungen in die linke bzw. rechte Komponente: ¢(q) := (0, q),¥(n) := (n,0). Wegen
¢ f(m) = (f(m),0) = (0,g(m)) = g(m) gilt ¥ f = pg. Sei ¢(q) = (0, ¢) = 0. Dann existiert
ein m € M mit f(m) =0 und g(m) = ¢q. Da f injektiv ist, ist m = 0 und damit ¢ injektiv.
Wegen 3. existiert ein p mit pp = 1. Dann ist pif = ppg = g, also ist () injektiv.

2. = 1. : Seien ein Monomorphismus f : M — N und ein Homomorphismus g : N — @
gegeben. Wir betrachten die Menge S := {(N;, i)}, wobei N; C N ein Untermodul mit
Bi(f) € N; ist und ¢; : N; — @ ein Homomorphismus ist, so da8

M / - N, - N

g Pi

Q

kommutiert. Es ist S # 0, weil (Bi(f),gf™') € S. Weiter ist S geordnet durch (N;, ;) <
(Nj,p;), wenn N; C N; und ¢;|n, = ¢; gilt. Sei {(N;,;)|i € J} eine Kette in S. Dann
ist UN; € N ein Untermodul. ¢ : UN; — @ mit 1(n;) = @;(n;) ist ein wohldefinierter
Homomorphismus und (UN;,¢) € S. Weiter gilt (N;, p;) < (UN;,9) fir alle j € J. Nach
dem Lemma von Zorn gibt es in S ein maximales Element (N, ¢’). Wir zeigen N’ = N,
denn dann ist die Fortsetzung von g auf N gegeben. Sei € N\ N'. Dann ist N’ & N+ Rx.
Sei I := {r € R|rxz € N'}. Dann ist [ ein Ideal und wir haben ein kommutatives Diagramm

mit p(r) := r - x. Dann gilt p(I) € N'. Es gibt also nach 2. einen Homomorphismus o : R
— @ mit v = ¢’ o (-x). Wir definieren 7 : N+ Rz — @ durch 7(n' +rz) := ¢'(n') + o(r).
Dieses ist eine wohldefinierte Abbildung, denn wenn n’ +rz = n} +rx, dann ist (r — )z =
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ny —n' € N' also r —r € I. Damit ist o(r — r;) = ¢'((r — r)z) = ¢'(n} —n’) und
O(n') + o(r) = ¢'(n}) + o(r1). Man sieht leicht, dafl 7 auch ein Homomorphismus ist. Da
TIne = ¢ gilt, ist (N + Rx,7) € S und (N',¢') < (N’ + Rz, 7) im Widerspruch zur
Maximalitét von (N’ ¢'). Also ist N’ = N. O

Folgerung 5.11. Wenn R ein halbeinfacher Ring ist, dann ist jeder R-Modul projektiv und
mjektiv.

Beweis: Nach 5.4 ist jedes Ideal direkter Summand von R. Das folgende Diagramm zusam-
men mit dem Baerschen Kriterium zeigt, daf§ ) injektiv ist:

I R

Q.
Sei f : N — P surjektiv. Da Ke(f) € N ein Untermodul und injektiv ist, gibt es ein
g : N — Ke(f) mit g(n) = n fir alle n € Ke(f). Wir definieren k£ : P — N durch
k(p) = n — g(n) fiir ein n € N mit f(n) = p. Ist auch f(n’) = p, dann ist f(n —n') = 0,
also n —n’ € Ke(f) und g(n —n') = n —n'. Es folgt n — g(n) = n’ — g(n’). Daher ist k
eine wohldefinierte Abbildung. Weiter ist fk(p) = f(n — g(n)) = f(n) — fg(n) = p —0,
also fk = 1p. Um zu zeigen, dal k£ ein Homomorphismus ist, sei f(n) = p, f(n') = p'.
Dann gilt f(rn 4+ r'n’) = rp + r'p’. Es folgt k(rp + v'p') = rn + r'n’ — g(rn + r'n’)
r(n—gn))+1r'(n' —gn')) =rk(p) +r'k(p'). Das zeigt, daBl P projektiv ist.

O

Lemma 5.12. Sei 0 — M L N % P — 0 eine kurze exakte Folge. M und P sind genau
dann artinsch, wenn N artinsch ist. Insbesondere ist mit M, N auch M & N artinsch.

Beweis: Sei N artinsch. Trivialerweise ist M artinsch. Wenn {L;} eine Menge von Untermo-
duln von P ist, dann ist {g~'(L;)} eine Menge von Untermoduln von N. Sei g~!(Lq) minimal
in dieser Menge. Wegen gg~'(L;) = L; ist dann auch Ly minimal in {L;}.

Seien M und P artinsch. Sei {L;} eine Menge von Untermoduln von N. Sei Ly so gewéhlt,
dafl g(Lp) minimal in der Menge {g(L;)} ist. Sei L so gewihlt, dafl f~'(L) minimal in der
Menge {f~'(L;)|L; € {L;} und g(L;) = g(Lo)} ist. Wir zeigen, dafl L minimal in {L;} ist.
Sei L' € {L;} mit L O L'. Dann ist g(Lo) = g(L) 2 g(L'), also g(L") = g(Lo). Weiter ist
fYL) 2 YL, also L= L' O

Lemma 5.13. Seien Ry, ..., R, halbeinfache Ringe. Dann ist auch Ry X ... X R,, ein halb-
einfacher Ring.

Beweis: (nur fiir den Fall Ry X Ry) Nach Lemma 5.12 ist Ry X Ry artinsch. Sei I C R
nilpotent. Wegen I = 0 gilt fiir jedes a € I die Gleichung (Ra)™ = 0. Da a = (aq, az), folgt
0 = (Ra)” = (Ryay, Reaz)™. Also sind Rja; = 0 und Ryas = 0, d.h. Ra = 0 und damit
I1=0. U

Lemma 5.14. Jeder echte Untermodul N eines endlich erzeugten Moduls M ist in einem
maximalen Untermodul von M enthalten. Insbesondere besitzt M einen einfachen Faktormo-

dul.

Beweis: Sei N G M ein echter Untermodul von M. Sei M die Menge der Untermoduln U mit
N CU S M. Mist geordnet durch Inklusion. Sei (U;) eine Kette in M und U’ := UU;. Dann
ist U’ wieder ein Untermodul und N € U’. Wenn U’ = M ist, dann liegen alle Erzeugenden
my,...,my € U’ also gibt es einen Modul U; mit mq,...,m; € U;. Damit ist aber U; = M.
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Das kann nicht sein. Daher ist U’ # M und damit in M. Weiter ist U’ obere Schranke von
(U;). Nach dem Lemma von Zorn gibt es also einen maximalen Untermodul von M (in M),
der N umfaft. O

Lemma 5.15. (1) Ist X C zQ eine Erzeugendenmenge von Q tber Z und x € X, so ist
auch X \ {x} eine Erzeugendenmenge von Q.
(2) 2zQ besitzt keine maximalen Untermoduln.

Beweis: 1. Sei B = (X \{z}). Es gilt Q = Zz+ B. Es gibt ein y € Q mit 2y = x. Wir stellen y
dar alsy = nx+bmitn € Z, b € B. Es folgt x = 2y = 2nx+2b und daher (1—2n)x = 2b € B.
Es gibt weiter ein z € Q mit (1 — 2n)z = x, da offenbar 1 — 2n # 0. Wir stellen z dar als
z=mx+b. Es folgt © = (1 —-2n)z = (1 —2n)ma + (1 —2n)b' = 2mb+ (1 — 2n)t/ € B.
Damit ist B = QQ und x kann aus der Erzeugendenmenge fortgelassen werden.

2. Sei N C Q ein maximaler Untermodul und € Q\ N. Dann ist NU{z} Erzeugendenmenge
von Q, also auch N. Widerspruch. 0

Lemma 5.16. Sei g M ein Modul, in dem jeder Untermodul ein direkter Summand ist. Dann
enthdlt jeder Untermodul 0 # N C M einen einfachen Untermodul. Weiter ist M Summe
von einfachen Untermoduln.

Beweis: Sei x € N, x # 0. Es geniigt zu zeigen, daf§ Rx einen einfachen Untermodul besitzt.
Da Rx endlich erzeugt ist, besitzt Rz einen maximalen Untermodul L. Da L direkter Sum-
mand von M ist, gibt es f: M — L mit (L — Rex — M 7, L)=1p, alsoist L& I = Rx,
wobei [ = Ke(Rx — M — L). Wenn 0 # J C I, dannist L & L+ J & R im Widerspruch
dazu, daf§ L maximal in Rx ist. Also ist I einfach mit / C Rx C N.

Sei N = > I; Summe aller einfachen Untermoduln von M. Dann ist M = N & K. Wenn
K # 0ist, dann enthélt K einen einfachen Untermodul I und es gilt I C NNK. Widerspruch.
Alsoist K =0und M =) I,. O

Lemma 5.17. Sei gM Summe von einfachen Untermoduln: M = . I;. Sei N C M
ein Untermodul. Dann gibt es eine Menge Y C X mit M = N & @jey I; und eine Menge
Z C X mit N =, 1;. Insbesondere ist jeder Untermodul N von M direkte Summe von
einfachen Untermoduln.
Beweis: Sei § = {Z C X|IN+(3_,c, 1) = N&(D,cz L;)}- Die Menge S ist durch Inklusion
geordnet und nicht leer, denn () € S. Sei (Z;) eine Kette in S. Dann ist Z' := UZ; € S. Um
das zu zeigen sei n+ jez @ = 0. Dann sind hochstens endlich viele a; € I; ungleich 0. Also
gibt es ein Z; aus der Kette mit j € Z; fiir alle a; # 0 aus der Summe. Wegen N+(3_,c, I;) =
N @ (Djcz, 1;) sind dann aber n = 0 = q; fiir alle j € Z’. Nach dem Lemma von Zorn gibt
es ein maximales Element Z” € S, und es gilt P := N + (3 ., ;) = N & (D L))
Sei I einfach mit k € X \ Z”. Wenn P + I, = P& Iy, dann ist N + (3,50 ;) + I =
N & (D,ezn I;) ® Ir im Widerspruch zur Maximalitit von Z”. Also ist 0 # PN I, C I, also
I, C P. Daraus folgt P =N +> . I; = M.
Wir wenden nun die erste Aussage auf € iey Ij an und erhalten N @ (@jey I) =M =
(@jEY I;) ® (@jez I;). Es folgt N = M/(@jey ;) = @jez 1. O
Satz 5.18. (Struktursatz fir halbeinfache Moduln): Fir pM sind dquivalent:

(1) Jeder Untermodul von M ist Summe von einfachen Untermoduln.

(2) M ist Summe von einfachen Untermoduln.

(3) M st direkte Summe von einfachen Untermoduln.

(4) Jeder Untermodul von M ist direkter Summand.
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Beweis: 1. = 2.: klar.
2. — 3.: Lemma 5.17.
3.— 1.: Lemma 5.17.
2. — 4.: Lemma 5.17.
4. = 2.: Lemma 5.16. ]

Definition 5.19. Ein Modul g M heifit halbeinfach, wenn er eine der dquivalenten Bedin-
gungen aus Satz 5.18 erfiillt.

Folgerung 5.20. (1) Jeder Untermodul eines halbeinfachen Moduls ist halbeinfach.
(2) Jeder Faktor- (Restklassen-) Modul eines halbeinfachen Moduls ist halbeinfach.
(3) Jede Summe von halbeinfachen Moduln ist halbeinfach.

Beweis: 1. klar.

2. Sei N € M. Dann gilt M = N & M/N, insbesondere ist M /N isomorph zu einem
Untermodul von M.

3. klar. U

Bemerkung 5.21. Mit dem Begriff des halbeinfachen Moduls haben wir eine besonders
gute Verallgemeinerung des Begriffes eines Vektorraumes gefunden. Wesentliche Satze der
linearen Algebra sind in Satz 5.18 verallgemeinert worden. Die einfachen Moduln {iber einem
Korper sind genau die eindimensionalen Vektorrdaume. Die Bedingung 2. von Satz 5.18 ist
trivialerweise erfiillt, denn jeder Vektorraum ist Summe von einfachen (eindimensionalen)
Vektorrdumen, man bilde einfach V' = 37 i\ 5, Kv oder aber V. = 3 _, Kv fiir eine
beliebige Erzeugendenmenge E von V. Daher ist jeder Vektorraum V' halbeinfach. Daher gilt
die Bedingung 3. Sie besagt dann, daff in jeder Erzeugendenmenge E eine Basis existiert. 4. ist
die wichtige Feststellung, dafl jeder Unterraum ein direktes Komplement besitzt. Lemma 5.17
enthélt dariiber hinaus Aussagen iiber die Dimension von Vektorrdumen, Unterrdumen und
Restklassenrdumen.

Satz 5.22. (Wedderburn) Aquivalent sind fiir R:
(1) rR ist halbeinfach (als Ring).
2) Jeder R-Modul ist projektiv.
) Jeder R-Modul ist injektiv.
) Jeder R-Modul ist halbeinfach.
) rR ist halbeinfach (als R-Modul).
) R ist direkte Summe von einfachen Linksidealen.
) R= Ry X ... x R, mit einfachen Ringen R; (1=1,...,n).
) R¥ B1®...®B,, wobei die B; minimale zweiseitige Ideale sind, und g R ist artinsch.
) Rpg ist halbeinfach (als Ring).

Beweis: 1. = 3. : Folgerung 5.11.

.= 4. : Satz 5.18.4. und Satz 5.10.3.

. = 5. : Spezialisierung.

.=— 6. : Satz 5.18.3.

.= 3.: Satz 5.18.4. und 5.11.

.= 2.: Satz 5.18.4. und 5.11.

2. = 4.: Sei N C M Untermodul. Dann ist M /N projektiv, und es gibt f: M/N — M
mit (M/N — M — M/N) = id oder (M — M/N — M) = p mit p*> = p. Also ist
M = Ke(p) ® Bi(p) und Ke(p) = N.

6.=8 :SeiR=111®..00L;;Bn®.. Blyy,d... 1,1 P...& I, direkte Summe von
einfachen Idealen, endlich viele, weil R endlich erzeugt ist, und seien I;; = I;;, fiir alle ¢, j, k
und [il $—£ [jl fir ¢ 7& ] Seien Bk = @zk [kj-

j=1

(

(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9

SO O W
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Sei I C R einfach. Sei p, : R — By, die Projektion auf By bzgl. R = B1® ...® B,. Es
gibt mindestens ein k& mit py(I) # 0. Dann ist I = pi(I) = J C By ein einfaches Ideal.
Wegen 517 gilt 1 @ (D)L, k) = Be = In @ ... © Ly © (D)2, Irj) bei geeigneter
Numerierung. Also ist J = I @ ... ® I}, und daher r = 1 und [ = J = [;;. Damit gibt es
genau ein k mit pg(/) # 0. Insbesondere gilt dann I C By. Ist f : gR — gR mit f(I) # 0
gegeben, so ist f(I) = I einfach und f(I) C By, fiir ein K. Daher gilt f(By) C B, fiir alle
f € Hompg(.R,.R) = R, und es ist By, ein zweiseitiges Ideal.

Man beachte, dal B;B; C BN B; =0gilt. Firle R=B,®...®B,seil=e;+...+e¢,
mit e; € B;. Firb € B; gilt e;b = (e1+...+¢€,)0+ ... +b+ ... +0) = b = be;. Daher
kann man B; als Ring mit Einselement e; auffassen. (B; ist kein Unterring von R, sondern
ein Restklassenring von R.) Wegen B;B; = 0 ist L C B; ein (einseitiges bzw. zweiseitiges)
B;-1deal von B; genau dann, wenn L ein R-Ideal ist. Da B; = I; & ... ® I,, direkte Summe
von einfachen R-Idealen bzw. B;-Idealen ist, und da I; = I}, gilt, ist B; nach 5.7 ein einfacher
Ring. Insbesondere besitzt B; keine zweiseitigen nicht-trivialen Ideale, d.h. die zweiseitigen
Ideale B; C R sind minimal. Mit 5.12 zeigt man, daf3 R artinsch ist.

8. = 7.: Wegen B;B; C B, N B; = 0 sind die B; wie zuvor einfache Ringe, also ist R =
Ry X ... x R, mit R; = B;, weil Addition und Multiplikation in den B; (komponentenweise)
verlaufen.

7. = 1.: Lemma 5.12.

7. = 9.: Damit die Bedingung 7. symmetrisch in den Seiten ist, geniigt es zu zeigen, dafl
ein einfacher Ring R rechts-artinsch ist. Aber R = M, (D) = Homp(V*., V.*) ist links- und
rechts-artinsch. O

6. NOETHERSCHE MODULN

Definition 6.1. Ein Modul M heifit noethersch (Emmy Noether 1882-1935), wenn jede
nichtleere Menge von Untermoduln von M ein maximales Element besitzt.

Satz 6.2. Aquivalent sind g M :

(1) M ist noethersch.

(2) Jede aufsteigende Kette M; C M;y1,i € N von Untermoduln von M wird stationdr,
d.h. es gibt einn € N mit M,, = M, fir alle i € N.

(3) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Beweis: 2. = 1.: Sei M eine nichtleere Menge von Untermoduln ohne maximales Element.
Mit dem Auswahlaxiom wihlen wir zu jedem N € M ein N’ € M mit N G N'. Fiir N € M
haben wir dann eine aufsteigende Kette M; = N, My = M mit My S My & ... G M; &
M;1 & ... Das ist nach 2. nicht méglich.

1. = 3.: Sei M’ C M. Dann hat {N|N C M’/ N endlich erzeugt } # () ein maximales
Element N’. Wenn N’ # M', dann gibt es ein m € M’ \ N'. Es ist N’ + Rm C M’ endlich
erzeugt und N’ G N’ + Rm im Widerspruch zur Maximalitdt von N'. Also gilt N = M,
d.h. M’ ist endlich erzeugt.

3. = 2.:8eiM; C My, C...C M, C...C M eine aufsteigende Kette von Untermoduln von
M. Sei N := UiGN M;. N ist endlich erzeugter Untermodul von M, d.h. N = Ra;+...+ Ra,,.
Dann gibt es ein M, mit aq,...,a, € M,. Daraus folgt M, = N = M,; fir alle « € N, d.h.
die Kette wird stationér. O

Lemma 6.3. Sei 0 — M L5 N -5 P — 0 eine kurze exakte Folge. M und P sind genau
dann noethersch, wenn N noethersch ist. Insbesondere ist mit M, N auch M & N noethersch.



34 Algebra II — Pareigis

Beweis: Sei N noethersch. Trivialerweise ist M noethersch. Wenn {L;} eine Menge von
Untermoduln von P ist, dann ist {g~!(L;)} eine Menge von Untermoduln von N. Sei g~!(Ly)
maximal in dieser Menge. Wegen gg~'(L;) = L; ist dann auch Ly maximal in {L;}.

Seien M und P noethersch. Sei {L;} eine Menge von Untermoduln von N. Sei Ly so gewéhlt,
dafl g(Lo) maximal in der Menge {g(L;)} ist. Sei L so gewéhlt, dafl f~'(L) maximal in der
Menge {f~'(L;)|L; € {L;} und g(L;) = g(Lo)} ist. Wir zeigen, daB L maximal in {L;} ist.
Sei L' € {L;} mit L C L. Dann ist g(Ly) = g(L) C g(L'), also g(L") = g(Lo). Weiter ist
fYL) C f7Y(L)), also L= L' O

Folgerung 6.4. pR noethersch als Linksmodul genau dann, wenn alle endlich erzeugten
R-Linksmoduln noethersch sind.

Beweis: <: Klar.
=—: Wenn M endlich erzeugt ist, dann gibt es eine kurze exakte Folge 0 — K — R®... &R
— M — 0. Da R noethersch ist, ist auch R @ ... @ R noethersch, also auch M. O

Satz 6.5. (Hilbertscher Basissatz) Wenn R links-noethersch ist, dann ist auch R[z| links-
noethersch.

Beweis: Sei J C R[z] ein Ideal. Wir miissen zeigen, daf8 J endlich erzeugt ist. Sei Jy := {r €
R|3p(z) € J mit hochstem Koeffizienten r}. (Der hochste Koeffizient des Null-Polynoms
ist 0.) Jo € R ist ein Ideal, also gilt Jy = (ry,...,r,). Seien p;(z) € J zu den r; mit
hochstem Koeffizienten r; gew#hlt. Sei m > grad(p;(z)) fir ¢ = 1,...,n. Sei g € J mit
grad(g) > m. Dann ist g = sz’ + Y., s,z Da s € Jy, gilt s = 22;1 Ajr;. Es folgt
Dn=g= Ajp;(z)xt=e2d®i(@) ¢ J und grad(g,) <t — 1. Durch Induktion ist g = g +7
mit go € Y7 Rlz]p;(x) und grad(g) < m. Es folgt g € JN (R + Rr + ... + Ra™™ ") C
R+ Rz + ...+ Ra™ . Beide R-Moduln sind endlich erzeugt, also ist § = Ele 1iqi (X)) mit
(q(x), ..., q(2)) = JN(R+Rx+...+Rx™ ). Damit ist {p1(z),...,pu(2), q1(x), ..., q(2)}
eine Erzeugendenmenge von J. U

Folgerung 6.6. Sei R ein kommutativer noetherscher Ring und sei S eine kommutative
R-Algebra. Sei S als R-Algebra endlich erzeugt (d.h. es gibt sy, ..., s,, so daf fiir alle s € S

Darstellungen s = > 1y, i s ...s existieren). Dann ist S noethersch.

.....

Beweis: 1. Durch Induktion ist R[xy,...,z,]| noethersch.
2. Es gibt einen Epimorphismus R[zi,...,z,] — S. Damit ist S ein noetherscher
Rlzy, ..., x,]-Modul, also auch ein noetherscher S-Modul. O

Satz 6.7. Set N C M und M endlich erzeugt. Sei R kommutativ oder M mnoethersch. Sei
f: N — M ein Epimorphismus. Dann ist f ein Isomorphismus.

Beweis. : 1. Sei M noethersch. Wir konstruieren eine aufsteigende Folge Ko C K; C Ky C ...
durch KO = Ke(f) = f_1(0)7 Kl = f_l(Ki_l). Wegen Ki—2 g Ki—l ist Ki—l = f_l(Ki_Q) g

Y K;_1) = K;. Da M noethersch ist, wird die Kette stationiir K,, = K,; = .... Sei
xg € Ko. Dann gibt es x1 € K7 mit f(z1) = x¢, da f ein Epimorphismus ist. Also existieren
To, T1, To, ... mit f(z;) =z, und " (2,01) = fM(2,) = ... = f(x1) = xo. Da x,41 € K,,

ist f(zny1) € Kp_1 und damit f*(x,,1) € Ko und 2o = f""(x,,1) = 0. Damit ist f ein
Monomorphismus.

2. Sei R kommutativ. Sei M = Ry; + ...+ Ry,. Seien x; € N; mit f(x;) = y;. Sei xyg € N
mit f(zo) = 0. Dann gibt es Koeflizienten r;; € R mit x; = Z?Zl rijYj,t = 0,...,n. Wir
betrachten R := Z[r;;] C R, den von den r;; erzeugten Unterring von R. Da Z noethersch und
R’ endlich erzeugt als Z-Algebra sind, ist R’ noethersch. Sei M’ := > R'y; und N' = > R'x;.
Dann ist N’ C M’ ein R’-Untermodul, M’ ist als R’-Modul endlich erzeugt, also noethersch,
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und f(x;) = s, f(zo) = 0 erzeugen einen R’-Homomorphismus f’ : N’ — M’. Da f’ surjektiv

ist, ist f” injektiv und daher xq = 0. Damit ist f injektiv. O
Folgerung 6.8. Sei R kommutativ oder rM mnoethersch. Sei M = Ry, + ... + Ry,,. Sei
N C M ein freier Untermodul mit den freien Erzeugenden xi,...,x,. Dann ist n < m. Ist
n=m, so ist M frei iber yi,..., Ym.-

Beweis: Da N frei ist, gibt es einen Homomorphismus f : N — M mit f(z;) = y; fir

i=1,...,min(m,n) und f(x;) = 0 sonst. Ist n > m, so ist f surjektiv, also bijektiv, also
folgt n < m. Ist n = m, so ist f bijektiv und M frei mit den Erzeugenden y1, ..., y,. O
Folgerung 6.9. Sei R kommutativ oder noethersch. Sei M frei iiber x+, ..., x, und frei tiber
Yiy - - Ym- Dann ist m = n.

Beweis: Wenn R noethersch ist, dann ist M ebenfalls noethersch. Dann folgt die Aussage
aus 6.8. 0

Definition 6.10. Sei R kommutativ oder noethersch. Der Rang eines endlich erzeugten
freien Moduls gk M ist die nach 6.9 eindeutig bestimmte Anzahl der freien Erzeugenden.

Beispiel 6.11. Der Endomorphismenring eines abzéhlbar unendlichdimensionalen Vektor-
raumes ist weder rechts noch links noethersch.

Beweis: Aus ap +bg = 1,pa = 1,qb = 1,pb = 0,qa = 0 folgt wie in der Présenziibung
rR = rRp ® rRq frei und Rr = aRg P bRy frei. O

Definition 6.12. Ein Element r € R in einem Ring R heifit Links-Einheit (Rechts-Einheit),
Wenn rR = R (Rr = R) gilt. r € R heifit Finheit, wenn Rr = R = rR gilt.

Lemma 6.13. Wenn r € R eine Einheit ist, dann g¢ibt es genau ein s € R mit sr = 1.
Weiter gilt rs = 1.

Beweis: Sei sr = s'r = 1 und sei rt = 1. Dann gilt s = s1 = srt = 1t = t und analog
s’ =1t. O

Folgerung 6.14. In jedem links-noetherschen Ring R ist jede Rechtseinheit x € R (d.h.
Rz = R) auch Links-FEinheit und umgekehrt.

Beweis: Sei Rr = R. Dann ist -x : R — R ein Epimorphismus, also ein Isomorphismus.
Also gibt es einen inversen Isomorphismus ¢ : R — R mit ¢ € Homg(.R,.R) = R, also
g=-y. BEsfolgt1-2-y=1und 1-y-2=1,dh 27! =y. Wenn 2R = R gilt, dann gibt es
ein y € R mit xy = 1. Es folgt Ry = R, also gibt es wie zuvor ein z € R mit zy = yz = 1
undr=x-1=axyz=1-2= 2. 0
7. RADIKAL UND SOCKEL
Definition 7.1. (1) N C M heiit groff (essential, wesentlich) genau dann, wenn gilt
YVUCM:NNU=0=U=0.
(2) N C M heif3t klein (superfluous, tiberflissig) genau dann, wenn gilt
VUOUCM:N+U=M=U=M.
Lemma 7.2. Seien N C M C P, U C P Untermoduln. Dann g¢ilt das modulare Gesetz:
N+{UNM)=(N+U)nM.
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Beweis: C: Ausn4+u € N+ U mitn € Nundu €e UNM C M folgt n+u € M, also
n+ue(N+U)NM.
D:Ausn+u=me (N+U)NMfolgtu=m—-ne MnNU,alson+ue N+ (UNM). O

Lemma 7.3. (1) Seien N C N' C M’ C M Untermoduln und sei N grof$ in M. Dann
ist N' grof$ in M’.
(2) Seien N C N’ C M’ C M Untermoduln und sei N' klein in M'. Dann ist N klein in
M.
(3) Seien N,N' C M grofie Untermoduln in M. Dann ist N NN’ grof in M.
(4) Seien N, N' C M kleine Untermoduln in M. Dann ist N + N’ klein in M.

Beweis: 1. Sei U C M’ mit N'NU = 0. Dann ist NNU =0, also U = 0.
2.8¢iUCMmit N+U=M.Dannist N+ (UNM')=(N+U)NM =MnNM =M,
also ist U N M’ = M’ und damit M’ C U. Es folgt N CU und N +U = M, also U = M.
3.8e¢i (NNN')NU =0. Dann ist NN (N'NU) =0, also N'NU =0 und damit U = 0.

4. Sei (N+ N')+U = M. Dann ist N+ (N'+U) = M, also N'+ U = M und damit
U=M. 0

Lemma 7.4. Seien N,U C M Untermoduln.

(1) Wenn N mazimal bzgl. der Bedingung NNU = 0 ist, dann ist N+U C M ein grofier
Untermodul.

(2) Wenn N minimal bzgl. der Bedingung N + U = M ist, dann ist N NU C M ein
kleiner Untermodul.

(3) Es gibt einen Untermodul N, der mazimal bzgl. N NU = 0 ist.

Beweis: 1. Sei V- C M mit (N+U)NV = 0. Dann ist NNU = 0. Sein+v = u € (N+V)NU. Es
folgtv=u—ne (N+U)NV =0, alsoist n =u € NNU = 0 und damit (N +V)NU = 0.
Daher ist N +V = N, weil N maximal bzgl. N N U = 0 ist. Daraus folgt V" C N, also
VC(N+U)NV =0und V =0. Damit ist N + U C M gro8.

2.8ei V C M mit (NONU)+V = M. Dannist N+U = M. Seim € M mit m =n+u € N+U.
Sei weiter n = n' +v mit ' € NNU und v € V (weil n € M). Es folgt v € VN N und
m = (n'+u)+v € U+(VNN) und daher (NNV)4+U = M. Da N minimal bzgl. N+U = M
ist, ist N = NNV, also N C V. Daraus und aus (NNU) +V = M folgt V = M. Damit ist
NNU C M Kklein.

3. Die Menge V :={V C M|V NU = 0} ist induktiv geordnet, denn sei (V;);c; eine Kette
in V und sei x € (UV;) NU. Dann gibt es ein i € I mit « € V; N U, also ist « = 0. Damit ist
UV; in V obere Schranke der V;. Folglich gibt es einen Untermodul N von M, der maximal
ist bzgl. NNU = 0. U

Lemma 7.5. N C M ist genau dann grof, wenn gilt
Vm e M\ {0} 3r e R:rm € N\ {0}.
Beweis: N C M grof <= NVUCM : NNU=0=U=0«<= VUCM:U+#0—=

NAU#£0 <% WRm C M :Rm#0= NNRm #0] < [Vm e M\ {0} Ir € R
rm € N \ {0}]. Lediglich eine Richtung von (*) benétigt eine zusitzliche Uberlegung. Wenn
U # 0 und die rechte Seite von (x) gelten, so existiert ein m € U mit Rm # 0. Also ist
0£NNRmCNNU. U

Lemma 7.6. Sei Rm C M nicht klein. Dann existiert ein Untermodul N C M, der ein
maximaler Untermodul ist und der m nicht enthdalt.

Beweis: Die Menge § := {U & M|Rm + U = M} ist nicht leer, weil Rm nicht klein in M
ist. S ist induktiv geordnet. Sei nédmlich (U;|i € I) eine Kette in S. Dann gilt m ¢ U; fiir
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alle i € I. Also ist UU; & M und offenbar Rm + (UU;) = M. Daher gibt es ein maximales
Element N in S. Sei N G N’ C M. Dann ist N’ + Rm = M. Da aber N' ¢ S, ist N' = M,
also ist IV ein maximaler Untermodul. Offenbar ist m ¢ N. U

Definition 7.7. (1) Radikal(M) = Rad(M) := "{U & M|U maximaler Untermodul},
(2) Sockel(M) = Soc(M) := > {U C M|U einfacher Untermodul}.

Satz 7.8. (1) Rad(M) = > {V C M klein};
(2) Soc(M)=n{V C M grof}.

Beweis: 1. 2: Sei V. C M klein. Fiir alle maximalen Untermoduln U C M gilt U CU+V ;
M, weil V klein und U # M ist. Es folgt U = U + V und V C U. Daher ist V' C NU und
damit >V C NU.

C: Wenn Rm nicht klein in M ist, dann gibt es nach 7.6 einen maximalen Untermodul N
in M mit m ¢ N. Also ist m ¢ NU = Rad(M) C N. Wenn also m € Rad(M) gilt, dann ist
Rm klein in M. Damit ist m € > {V C M Kklein}.

2. C: Sei V groB in M und U einfach. Dann gilt V N U # 0, also V NU = U und damit
UCV.Esfolgt YU CnNV.

D: Wir zeigen zunichst, dal jeder Untermodul von NV, direkter Summand von NV; ist.
Sei N C NV, gegeben. Sei X maximal in M mit N N X = 0 (Lemma 7.4.3.). Dann ist
N+ X =V C M grof nach Lemma 7.4.1. Es folgt N + (X N (NV;)) = (N + X) N (NV;)
(Lemma 7.2) = VN (NV;) = NV; und NN (X N (NV;)) = 0. Damit ist N & (X N (NV;)) = NV;.
Aus Satz 5.16 folgt, daBl NV; Summe von einfachen Untermoduln von NV; ist. Also ist NV;
enthalten in der Summe der einfachen Untermoduln von M, d.h. dem Sockel von M. OJ

Bemerkung 7.9. Ein Modul M ist genau dann halbeinfach, wenn er mit seinem Sockel
iibereinstimmt.

Folgerung 7.10. m € Rad(M) <= Rm C M klein.

Beweis: <=: nach Satz 7.8.
—>: wurde im Beweis von Satz 7.8 explizit festgehalten. 0

Folgerung 7.11. Jeder endlich erzeugte Untermodul von Rad(M) ist klein in M.

Beweis: Nach 7.10 sind Rmy, ..., Rm,, C M klein, wenn my, ..., m, € Rad(M). Nach 7.3.4
ist dann )" ; Rm,; in M klein. O

Satz 7.12. Sei M endlich erzeugt. Dann ist Rad(M) klein in M.

Beweis: Da M endlich erzeugt ist, ist jeder echte Untermodul von M in einem maximalen
Untermodul enthalten (5.14). Sei N G M und U maximaler Untermodul mit N C U & M.
Dann ist Rad(M) C U also Rad(M) + N C U & M. Daher ist Rad(M) klein in M. O

Satz 7.13. Sei f € Homg(M, N). Dann gelten
(1) f(Rad(M)) € Rad(N).
(2) f(Soc(M)) C Soc(N).

Beweis: 1. Sei U € M klein. Sei V' C N mit f(U)+V = N. Es folgt f~1(f(U)+V) =
fTUN) =M =U+f"YV), denn aus f(z) = f(u)+v folgt f(zr—u) =v,z—u € f~1(V) und
daher z € U + f~1(V), also f~1(f(U)+ V) CU+ f~1V). Da U klein ist, ist f~(V) = M.
Daraus folgt f(f~1(V)) = f(M) C V, also f(U) C V und damit V = N. Also ist f(U) klein
in M. Wir haben somit f(Rad(M)) = qein [ (U) € D e V = Rad (V).

2. Sei U C M einfach. Dann ist f(U) C N einfach oder 0. Daher gilt f(>U;) € Soc(N). O
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Folgerung 7.14. Rad und Soc sind kovariante Unterfunktoren von Id : R-Mod— R-
Mod.

Folgerung 7.15. (1) Set U € M klein und f € Homg(M,N). Dann ist f(U) C N
klein.
(2) Sei U C N groff und f € Homgr(M, N). Dann ist f~2(U) C M grof.

Beweis: 1. wurde in Satz 7.13.1 bewiesen.

2.81V C Mund fFHU)NV = 0. Dann ist f(f~/H(U)NV) =0 = ffYU)N f(V),
denn wenn z € ff~Y(U) N f(V) mit x = f(v), dann ist f(v) € U wegen ff~'(U) C U.Es
folgt v € fFH(U) NV, also x € f(f~1(U)NV) = 0. Daraus folgt jetzt 0 = ff~(U) N
f(V)=UnBi(f)Nn f(V)=Un f(V) und damit f(V) = 0, weil U grof in N ist. Also ist
V C Ke(f) € f~Y4U) und wegen f~1(U)NV = 0 folgt V = 0. Daher ist f~1(U) groB in
M.

Folgerung 7.16. (1) Rad(gR)M C Rad(M).
(2) Soc(rR)M C Soc(M).

Beweis: Sei m € M. Dann ist (R > r — rm € M) € Hompg(R, M). Es folgt Rad(zgR)m C
Rad(M), Soc(grR)m C Soc(M) und daraus die Behauptung.

O

Folgerung 7.17. Rad(gR) und Soc(rR) sind zweiseitige Ideale.
Satz 7.18. Sei f € Homg(M, N) und Ke(f) C Rad(M). Dann gilt
f(Rad(M)) = Rad(f(M)).

Beweis: C: folgt aus 7.13.

D: Sei f(m) € Rad(f(M)). Wenn Rm C M Xklein ist, dann ist m € Rad(M) und f(m) €
f(Rad(M)). Wenn Rm C M nicht klein ist, dann glbt es nach 7.6 einen maximalen Un-

termodul U & M mit m ¢ U. Es gilt Rm+ U = M und damit f(U) + Rf(m) = f(M).

Wegen f(m) € Rad(f(M)) ist Rf(m) C f(M) klein. Es folgt f(U) = f(M) und daraus

U+ Ke(f) = M. Aus der Voraussetzung Ke(f) € Rad(M) C U folgt U = M, Wider-

spruch. O

Folgerung 7.19. Sei N C M ein Untermodul. Dann gelten
(1) (Rad(M)+ N)/N C Rad(M/N).
(2) N C Rad(M) = Rad(M)/N = Rad(M/N).

Beweis: 1. Mit f : M — M/N gilt f(Rad(M)) € Rad(M/N) und f(Rad(M)) = (Rad(M)+

N)/N.
2. Aus N = Ke(f) € Rad(M) folgt die Behauptung,. O

Folgerung 7.20. Rad(M) ist der kleinste Untermodul U C M mit Rad(M/U) = 0.

Beweis: Es ist Rad(M/Rad(M)) = Rad(M)/Rad(M) = 0. Wenn Rad(M/U) = 0 ist, dann
folgt Rad(M) 4+ U/U = 0 und damit Rad(M )+ U = U. Also ist Rad(M) C U. O

Lemma 7.21. Wenn Soc(M) = M gilt, dann ist Rad(M) = 0.

Beweis: Wenn Soc(M) = M gilt, dann ist M halbeinfach. Also ist kein Untermodul klein
und daher Rad(M) = 0. O

Lemma 7.22. Sev M artinsch. Dann gilt
Rad(M) = 0 <= Soc(M) = M.
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Beweis: Sei M artinsch und Rad(M) = 0. Sei U C M und N minimal mit N +U = M.
Nach 7.4.2 ist NNU C M Kklein, also NNU = 0. Daher ist U direkter Summand von M, M
ist halbeinfach und M = Soc(M). O

Satz 7.23. Aquivalent sind fiir M :

(1) M ist endlich erzeugt und halbeinfach.
(2) M st artinsch und Rad(M) = 0.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Wenn M halbeinfach ist, dann ist M genau dann endlich
erzeugt, wenn M artinsch ist. Wenn M halbeinfach ist, dann ist M = @U; mit einfachen
Moduln U;. M ist genau dann endlich erzeugt, wenn die direkte Summe nur endlich viele
Summanden hat. Ist M artinsch, so hat die direkte Summe nur endlich viele Summanden.
Ist die direkte Summe endlich, so kann es nur endlich viele direkte Komplemente zu einer
absteigenden Kette Ny O Ny D ... in M geméf 5.17 geben. Daher muf} eine solche Kette
stationar werden, d.h. M ist artinsch. O

Satz 7.24. (Lemma von Nakayama) Fir gl C rR sind dquivalent:
(1) I C Rad(rR).
) 1+ 1 besteht nur aus Rechtseinheiten.
) 1+ I besteht nur aus Einheiten.
) 14+ IR besteht nur aus Einheiten.
) IM = M = M =0 fiir alle endlich erzeugten Moduln pM .
Y IM+U =M = U = M fir alle endlich erzeugten Moduln rM.

Beweis: 1. = 2.: Rad(R) C R ist klein. Also ist / C R klein. Aus R(1 +1i) + I = R folgt
also R(1+ ¢) = R. Damit ist 1 + i eine Rechtseinheit.

2. = 3.: Sei k(1 +1¢) = 1. Es folgt ki =1 —k € I und damit auch £k — 1 € I. Damit ist
k =1+ (k — 1) eine Rechtseinheit. Da k auflerdem eine Linkseinheit ist, ist (1 4 i)k = 1,
also 1 + 7 eine Einheit.

3.=>4.:Seii € I und r € R. Dann ist 1 + ri eine Einheit mit Inversem (1 + ri)~!. Wegen
(1—i(1+r) ')A +ar)=1+ir —i(1+ri) Y (r+rir) =14+ —i(1 +ri)" (1 +ri)r =
1 +4r —ir = 1. Symmetrisch zeigt man (1 + 7)(1 — (1 4 ri)~'r) = 1 Also ist 1 + ir eine
Einheit.

Wenn a eine Einheit ist und i € I, r € R sind, dann ist a+ir eine Einheit, denn a(1+atir) =
(a +ir) ist Produkt zweier Einheiten wegen a=1i € I.

Wenn > 7, igr, € IR ist, dann ist 1+ igry eine Einheit, denn 1+ > igr, = (((14dyr) +
i9r3) ... + inry) und jeder der Klammerausdriicke ist eine Einheit.

4 = 5.: Sei M endlich erzeugt und IM = M. Sei t minimale Lénge eines Erzeugen-
densystems von M = Rmy + ... + Rm;. Wegen IM = M 148t sich jedes Element aus
M als endliche Summe der Form ) i’m/; darstellen; die m/ lassen sich als Linearkombina-
tionen der m; darstellen. Also gibt es Koeffizienten ixr, € I mit m; = ZZ=1 1prEemy. Es
folgt (1 — iyr)my = 22:2 ixemy. Da auch 1 — 4371 eine Einheit ist, ist mq; = 22:2(1 —
i1ry) " Yigrpmy, € Rmgy + ... + Rmy; im Widerspruch zur Minimalitéit von ¢. Also gilt M = 0.
5, =6 IM4+U=M=I(M/U)=(IM+U)/U=M/U= M/U=0= M=U.
6. = 7.: IM klein in M = IM C Rad(M).

7.—= 1. M = R= IR C Rad(gR). O

Folgerung 7.25. Rad(grR) = Rad(Rg).

Beweis: Sei I = Rad(gR). Dann besteht 1 + I aus Einheiten. Da I ein Rechtsideal ist, folgt
I C Rad(Rpg). Aus Symmetriegriinden ist dann Rad(gR) = Rad(Rg). O
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Lemma 7.26. R linksartinsch = R/ Rad(R) halbeinfach.

Beweis: Nach 5.12 ist R/ Rad(R) artinsch. Nach 7.20 ist Rad(R/ Rad(R)) = 0 und nach 7.23
ist dann R/ Rad(R) halbeinfach. O

Lemma 7.27. R artinsch => Rad(R) nilpotent.

Beweis: Sei I := Rad(R). Da R artinsch ist, wird die Kette I 2 I? 2 3D ... D 't = .
stationdr. Angenommen I* # 0. Da auch I'I # 0 ist, gibt es einen minimalen Modul K C I
bzgl. I'K # 0. Also existiert z € K mit I'z # 0, d.h. es gilt K = Rz. Wegen I'K = ['T1K =
I'(IK) # 0 und IK C K folgt IK = K. Nach dem Lemma von Nakayama ist K = 0, ein
Widerspruch. Also ist It = 0. O

Satz 7.28. (Hopkins) Sei gR artinsch. Dann ist rR noethersch.

Beweis: Sei I := Rad(R) und I"™' = 0. Es ist [*/I'"™! ein R/I-Modul und als R-Modul
artinsch. Also ist I'/I"t! auch als R/I-Modul artinsch. R/I ist nach 7.26 halbeinfach, also
ist auch I'/I"*! halbeinfach, d.h. I'/T""! = @pex Ey mit einfachen R/I-Moduln FEj. Da
I'/I'! artinsch ist, ist die direkte Summe endlich, also ist auch I*/I**! noethersch (als R/I-
Modul und als R-Modul). Mit den exakten Folgen 0 — 't — [* — [*/[""1 — (0, mit

It =0, 1° = R und mit 6.3 folgt durch Induktion, dafl auch R noethersch ist. O
Folgerung 7.29. Wenn rl C rR nilpotent ist, dann ist I C Rad(R).

Beweis: Sei I" =0 und i € I. Dann ist (1 +4)- (1 —4+4* —...£") =1, also ist (14 1)
eine Einheit. Nach dem Lemma von Nakayama folgt I C Rad(R). O

Satz 7.30. g M ist genau dann endlich erzeugt, wenn
(1) Rad(M) C M klein ist,
(2) M/Rad(M) endlich erzeugt ist.

Beweis: =—: mit 7.12 trivial.
<: Sei {Z; = x; + Rad(M)|i = 1,...,n} eine Erzeugendenmenge von M/ Rad(M). Dann
ist M = Rxy + ...+ Rz, + Rad(M), also folgt wegen 1., daB M = Rx; + ...+ Rz,. O

Folgerung 7.31. M ist genau dann noethersch, wenn fiir alle Untermoduln U C M gelten:
(1) Rad(U) C U ist klein.
(2) U/Rad(U) ist endlich erzeugt

8. LOKALE RINGE

Definition 8.1. Sei R ein Ring. Ein Element r € R heifit Nicht-Einheit, wenn r keine
Einheit ist. Das Element r heif3t invertierbar, wenn r eine Links- oder eine Rechts-Einheit
ist.

R heif3t ein lokaler Ring, wenn die Summe je zweier nicht invertierbarer Elemente eine Nicht-
Einheit ist.

Lemma 8.2. Sei r ein Idempotent (r? = r) in einem lokalen Ring R. Dann ist r = 0 oder
r=1.

Beweis: Esist (1—r)2=1—2r+7>=1—r.Da 1= (1—7r)+r eine Einheit ist, ist r oder
1 — r invertierbar. Wenn r invertierbar ist, z.B. durch sr = 1, dann ist r = sr? = sr = 1.
Wenn 1 — r invertierbar ist z.B. durch s(1 —r) = 1. Dann ist 1 —r =1, also r = 0. O

Lemma 8.3. Set R ein Ring mit den einzigen Idempotenten 0 und 1. Dann ist jedes inver-
tierbare Element in R eine Einheit.



Lokalisierung 41

Beweis: Sei r invertierbar z.B. durch sr = 1. Dann ist (rs)? = rsrs = rs, also rs € {0,1}.
Wenn rs = 0 ist, dann ist 1 = (sr)? = srsr = 0, ein Widerspruch. Also ist rs = 1, d.h. r ist
eine Einheit. O

Folgerung 8.4. In einem lokalen Ring R sind alle Nicht-Einheiten nicht invertierbar.

Satz 8.5. Sei R ein lokaler Ring. Dann gelten

(1) Alle Nicht-Einheiten sind nicht invertierbar und bilden ein zweiseitiges Ideal N.
(2) N ist einziges mazimales (einseitiges und zweiseitiges) und grofites Ideal von R.

Beweis: 1. Sei N die Menge der Nicht-Einheiten von R. Da R lokal ist, also Nicht-Einheiten
nicht invertierbar sind, ist N bzgl. der Addition abgeschlossen. Sei » € N und s € R. Wir
zeigen, dafl auch sr € N gilt. Wenn némlich sr ¢ N ist, dann ist sr eine Einheit, also gibt
esein t € R mit tsr = 1. Wegen 8.3 ist damit auch r eine Einheit im Widerspruch zu r € N.
Damit ist N ein zweiseitiges Ideal.

2. Offenbar gilt NG R. Ist I S Rund r € I, so ist Rr G R, also r eine Nicht-Einheit und
damit » € N. Also gilt I C N. 0J

Satz 8.6. R ist genau dann lokal, wenn R genau ein mazimales (grifites) Linksideal besitzt.

Beweis: =>: folgt aus 8.5.

<=: Sei N das einzige maximale Ideal von R. Dann ist N = Rad(R) ein zweiseitiges Ideal.
Sei r € R\ N. Dann ist N + Rr = R. Da N = Rad(R) klein ist in R, gilt Rx = R, also
existiert ein ¢t mit tr = 1. Wenn ¢ eine Rechts-Einheit ist, dann ist nach Lemma 6.13 auch
r eine Einheit. Ist ¢ aber keine Rechts-Einheit, dann ist Rt # R, also Rt C N und damit
t € N. Da N zweiseitiges Ideal ist, ist auch 1 = tr € N, ein Widerspruch. Also ist jedes
r € R\ N eine Einheit. Jede Nicht-Einheit liegt also in N. Wenn z, y Nicht-Einheiten sind,
dann folgt aus z,y € N auch x +y € N, also ist auch x + y Nicht-Einheit und damit R
lokal. 0]

Lemma 8.7. Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m ; R. Sei M ein endlich
erzeugter Modul. Wenn M /mM = 0 ist, dann ist M = 0.

Beweis: Wegen m = Rad(R) und mM = M folgt M = 0 nach dem Lemma von Nakayama.
OJ

9. LOKALISIERUNG

Sei R in diesem Kapitel immer ein kommutativer Ring.

Wiederholung aus Algebra I: Eine Menge S mit () ; S C R heifit multiplikativ abge-
schlossen, wenn gilt

Vs, € S:ss'e S und 0¢S.
Auf R x S ist eine Aquivalenzrelation definiert durch
(r,s) ~ (r',s") <= Ft € S:tsr' =ts'r.
R[S7Y = S7'R := R x S/ ~ ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Die Elemente
werden mit
-
—:=(rs)
s

bezeichnet. Die Abbildung
@:RBTHZ—TeR[S*]

ist ein Ringhomomorphismus. Sie ist unabhéngig von der Wahl von s € S. Ist R nullteilerfrei,
dann ist ¢ injektiv.
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Satz 9.1. Sei S C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge. Sei gM ein R-Modul. Dann
15t die Relation
(m,s) ~ (m',s") <= Tt eSS tsm =tsm
auf M x S eine Aquivalenzrelation. Weiter ist
STIM =M x S/ ~  mit den Elementen . (m, s)

S

ein STYR-Modul mit den Operationen

m m' s'm+sm rm’ rm
—t+—=—  und -— =—.
S s’ ss' 5 s ss’
Beweis: wie in Algebra I fiir S7!R. O
Lemma 9.2. In S~'M gilt = =0 genau dann, wenn es ein t € S gibt mit tm = 0.
Beweis: (m,s) ~(0,¢') <= I €S :t/sm=0 < ' €S :t'ssm=0. O
Lemma 9.3. (1) o : M 3> m— 22 e ST'M ist ein von s € S unabhingiger Gruppen-
homomorphismus.
(2) @ ist genau dann injektiv, wenn S keinen Nullteiler fir M enthdlt, d.h. sm =0 =
m = 0.

(3) @ ist genau dann bijektiv, wenn die Abbildung M > m — sm € M fir alle s € S
bijektiv ist.

(4) @g ist ein Ringhomomorphismus.

(5) par : M — STIM st pr-semilinear, d.h. opr(rm) = @r(r)eu(m).

Beweis: 1. Wegen t/(tsm — stm) = 0 ist 22 = &2,

2.04(m) =0 <= =0 <+= JHecS:itsm=0 < FHtecS:tm=0.

3. p surjektiv <= V%ES‘lMElm’EM:STm/:% << Vme M,se€SIm' e M :
sm'=m <= VseS:(s: M — M) surjektiv.

4.+ 5. pp(rm) = 528# = T = pp(r)pu(m). -

Folgerung 9.4. S7!': R-Mod — S~ !R-Mod ist ein additiver Funktor.

Beweis: Fiir f € Hompg(M, N) bilden wir S7' f € Homg-15(S™' M, S™'N) durch S~! f(2) :=
M Um zu zeigen, dal S~'f eine wohldefinierte Abbildung ist, sei (m,s) ~ (m’, ). Dann

1st ts'm = tsm/ fiir ein t € S und damit ts'f(m) = tsf(m'). Es folgt f(m) f(m)

Mit den iiblichen Regeln des Rechnens mit Bruchen weist man nach, daB S~ 1 f ein STIR-
Homomorphismus ist und da$ S~'idy, = idg-1p7, S7'(fg) = S7Hf)S™ (g) und S (f+g) =
STHf) + S7(g) gelten. O

Satz 9.5. Die Abbildung
a(M): STTR@p M > £®ml—> % cS'M
definiert einen funktoriellen Isomorphismus
a:STTRRrM=S'M
von Funktoren ST'R ®p -, S™'-: R-Mod — S™'R-Mod.
Beweis: a(M) ist eine wohldefinierte Abbildung, denn &(M) : ST'R x M > (t,m) —

m ¢ S7'M ist wohldefiniert: (£, m) = (;’—:,m) — Jt € § : ts'r = tsr' = ts'rm =
tsr'm = " = rm Weiter ist &(M) offenbar in beiden Argumenten additiv. SchlieBlich

)

gilt a(M)(Lt,m) = "2 = G(M)(%,tm), d.h. a(M) ist R-bilinear.
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Wir definieren eine Umkehrabbildung 3(M) : S7'M 5 2 — L @m € ST'R®p M. Auch
B(M) ist wohldefiniert, denn = = T—,/ = I eS:t'sm=tsm' = Lom= t't o =

st;’t’ ® s't'm = stz’t’ ® st'm = :’;‘Z;, QRm = ﬁ Qm'. sts't

Es gilt So = id, denn B(M)a(M)(E@m) = B(M)("2) =L @rm="2@m="@m.
Ebenso gilt af = id, denn a(M)B(M)(2) = a(M)(L @m) =1 =2

«a ist ein S~!R-Homomorphismus, denn a(]\/[)(g_:g @ m) = a(M)(EE @ m) = em — rm
Sa(M)(t ©m).

« ist ein funktorieller Homomorphismus. Das Diagramm

M
sRex M —2D L gy
ST'R®r f S-1f
-1 1
STTR®r N (V) S™IN
kommutiert némlich, denn es gilt S7'f o a(M)(t @ m) = S~ f(™) = f(gm) _ rfim) _
a(N)(z ® f(m)) = a(N) 0 ST R @ f( @ m). -

Definition 9.6. Ein additiver Funktor 7" : R-Mod — S-Mod heifit ezakt, wenn fiir jede
exakte Folge
N Z—IJL}MZLMZ-FI—)

auch die Folge

= T(Mo) Y o) ™ ) —

exakt ist.

Lemma 9.7. Sei P € Mod-R. Dann erhdlt der Funktor P @p - : R-Mod — Ab ezxakte
Folgen der Form
My — M; — M3 — 0,
d.h. die Folgen
P®Rr M, — P®r My — PR M; —0
sind exakt. (Der Funktor P ®p - ist rechtsexakt.)

Beweis: Sei

My LMy L My — 0
exakt. Dazu ist dquivalent g surjektiv, gf = 0 und Ke(g) C Bi(f). Die Abbildung P ®p g ist
surjektiv, denn > p; @ myz = > p; ® g(my2) fiir beliebige m;3 € M3 und geeignete m;s € M.
Weiter ist (P ®g g)(P ®g f) = P®rgf = 0. Es bleibt zu zeigen Ke(P ®g g) C Bi(P ®g f).
Da Bi(P ®g f) C Ke(P ®p g), erhalten wir nach dem Homomorphiesatz einen Homomor-
phismus

1/} : (P@R MQ)/BI(P@Rf) — P@R M3

mit ¥ (p ® mg) = p ® g(ms). Weiter definierten wir einen Homomorphismus
QO . P®R M3 — (P ®R MQ)/BI(P ®R f)

mit ¢(p ® ms) 1= p ® my fiir ein my € My mit g(msg) = ms. Dazu definieren wir zunéchst
©: PxM; — P®gr M,y/Bi(P ®g f) durch ¢(p,m3) := p®my fiir ein my € M, mit
g(mg) = mg. Wenn auch g(m}) = ms gilt, dann ist g(ms —mj) = 0, also gibt es ein my € M,
mit mg —mb = f(mq). Esfolgt p@me =p® (mh+ f(m1)) =p@mh+p® f(my) = p @ mb,
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d.h. ¢ ist wohldefiniert. Man rechnet leicht nach, daf§ ¢ R-bilinear ist und damit ¢ ein
wohldefinierter Homomorphismus ist.

Es gilt jetzt o = id und Yy = id wegen py(p @ my) = ¢(p ® g(ms)) = p ® my und
Yp(p®@ms) = (p @ ms) = p® g(ma) = p ®mg. Also folgt Ke(P @ g) = Ke(p(P ®r g)) =
Ke(v: P®r My — P ®gr My/ Bi(P ®g f)) = Bi(P ®g f). Damit ist P g M1 — P @ M,
— P ®g M3 — 0 exakt. O

Definition 9.8. Ein Modul Py heifit R-flach, wenn P ®p - ein exakter Funktor ist.

Satz 9.9. FEin Modul Pg ist genau dann flach, wenn P ®g - Monomorphismen erhdlt, d.h.
wenn fir jeden Monomorphismus f : M — N auch P®r f : PQr M — P ®r N ein
Monomorphismus ist.

Beweis: Wenn Pg flach ist und wenn f : M — N ein Monomorphismus ist, dann ist 0
— M L N exakt. Folglich ist 0 — P@rM 25" Pop N exakt und damit P@g f : P@g M
— P ®r N ein Monomorphismus.

Angenommen P ®p - erhédlt Monomorphismen und die Folge

fi—1 i
. 7;_11—>MZ‘—Z>MZ'+1—>...

ist exakt. Dann sind die Folgen
0 — Bi(fi-1) — M; — Bi(fi) — 0
exakt. Da P ®g - Monomorphismen erhélt, sind die Folgen
0 — P®grBi(fi.1) = P®r M; — P®rBi(f;)) — 0

exakt. Die kanonische Abbildung P®gzBi(f) — Bi(P®g f) ist surjektiv, denn jedes Element
Y opi @ f(m;) € Bi(P ®g f) ist im Bild dieser Abbildung. Man beachte jedoch, daf diese
Abbildung im allgemeinen nicht injektiv ist. Die Abbildungen Bi(f) — N und damit auch
P ®g Bi(f) — P ®g N sind jedoch nach Voraussetzung injektiv, also ist P ®g Bi(f) —
Bi(P ®p f) injektiv und damit bijektiv.

Aus dem Isomorphismus P ®g Bi(f) = Bi(P ®g f) folgt damit die Exaktheit von

0 — Bi(P ®g fi-1) — P ®gr M; — Bi(P ®g f;) — 0.
Also ist auch die Folge

.—>P®RMZ‘_1 P®R—f>i71P®RMi P%fiP(X)RMZ‘_H—)...

exakt [l

Satz 9.10. S~'R ist ein flacher R-Modul.

Beweis: Sei f : M — N ein Monomorphismus und sei S™'f(%2) = 0 = @ Dann gibt es

ein t € S mit tf(m) =0 = f(tm), also mit tm = 0. Dann ist aber auch 2 = 0, also S™'f
ein Monomorphismus. U

Wiederholung aus Algebra I:
(1) Ein Ideal p C R heifit ein Primideal genau dann, wenn p # R und (rs € p = r €
pVseEp).

(2) Ist m C R ein maximales Ideal, so ist m ein Primideal.
(3) p € R ist genau dann ein Primideal, wenn der Restklassenriung R/p ein Integritits-
ring ist.

Lemma 9.11. Sei p C R ein Ideal. Aquivalent sind
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(1) p ist ein Primideal.
(2) R\ p ist eine multiplikativ abgeschlossene Menge.

Beweis: folgt unmittelbar aus der Definition. 0

Definition 9.12. Seien p C R ein Primideal und M ein R-Modul. Dann heifit M, := S™'M
mit S = R\ p die Lokalisierung des Moduls M bei p.

Die Menge Spec(R) := {p C R|p Primideal} heifit Spektrum der Ringes R. Die Menge
Specm(R) := {m C R|m maximales Ideal} heifit Mazimal-Spektrum der Ringes R.

Satz 9.13. Sei M ein R-Modul, so daf$ My, = 0 fiir alle m € Spec(R) gilt. Dann ist M = 0.

Beweis: Angenommen, es gibt ein m € M mit m # 0. Dann ist [ := Ke(R > r — rm €
M) ; R ein Ideal. Weil R endlich erzeugt ist, gibt es ein maximales Ideal m mit / Cm ; R.
Da My = 0, ist ™ = 0 in My, also gibt es ein £ € R\ m mit tm = 0. Damit gilt aber
t € I C m, ein Widerspruch. O
Folgerung 9.14. Sei f : M — N gegeben. Aquivalent sind

(1) f ist ein Mono- (Epi- bzw. Iso-) Morphismus.

(2) Fiir alle m € Spec(R) ist fuw ein Mono- (Epi- bzw. Iso-) Morphismus.
Beweis: 1. = 2.: gilt nach 9.10 und 9.5.
2. = 1.: Die Folge 0 — Ke(f) — M LN Kok(f) — 0 ist exakt. Folglich ist auch

0 — Ke(f)m — Mp 2 Ny — Kok(f)m — 0

exakt. Insbesondere gilt damit Ke(f)n = Ke(fn) und Kok(f)m = Kok(f). Ist nun fy, ein
Monomorphismus fiir alle m € Specm(R), so gilt Ke(f)m = 0 fiir alle m, also Ke(f) = 0
und damit f Monomorphismus. Analog argumentiert man fiir Epimorphismen mit Kok(f).
Zusammengenommen geben diese beiden Ergebnisse die Behauptung fiir [somorphismen. [

Satz 9.15. Sei R ein kommutativer Ring und p C R ein Primideal. Dann ist R, ein lokaler
Ring.

Beweis: Da 0 — p — R — R/p — 0 exakt ist und R/p # 0 ist, ist 0 — p, — R,
— (R/p)y — 0 exakt und (R/p), # 0. Also ist p, & R, ein echtes Ideal. Wenn = ¢ p,,
dann ist » ¢ p und s ¢ p, also ist 2L = 1 und damit = eine Einheit. Daher bilden die

TS S

Nicht-Einheiten von R, ein Ideal p,, d.h. R, ist lokal und p, ist das maximale Ideal. U

Folgerung 9.16. Seip C R ein Primideal. Dann ist der Quotientenkdrper Q(R/p) isomorph
2u Ry /py.

Beweis: Wie im vorhergehenden Beweis ist (R/p), = R,/p,. Weiter ist R,/p, ein Kérper,
weil p, das maximale Ideal von R, ist. Weiter ist
_ T ~ (7 _ _
(R/p)y =S (R/p) = {77 € R/p,s ¢ p} = {_[F € R/p,5 € R/p,5 # 0} = Q(R/p).
O

Satz 9.17. Sei gM ein endlich erzeugter Modul. Sei M /mM = 0 fir alle maximalen Ideale
m C R. Dann ist M = 0.

Beweis: M/mM = R/m®@p M = Ry/my Qp, Ry ®r M = My,/my My, Da Ry, lokal ist und
M., endlich erzeugt ist, folgt M, = 0 fiir alle maximalen Ideale m C R. Also ist M =0. U

Folgerung 9.18. Sei f : M — N ein R-Homomorphismus und sei N endlich erzeugt. Sei
f/mf : M/mM — N/mN ein Epimorphismus fir alle maximalen Ideale m C R. Dann ist
f emn Epimorphismus.
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Beweis: Bs ist M L N — @ — 0 exakt und damit @ endlich erzeugt. Wir wenden
den Funktor R/m ®pg - an und erhalten die exakte Folge M/mM — N/mN — Q/mQ
— 0 exakt. Da f/mf ein Epimorphismus ist, ist Q/m@Q = 0, also @ = 0. Damit ist f ein
Epimorphismus. U
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10. PRASENZUBUNGEN ZUR ALGEBRA II

I. Allgemeine Modultheorie.
(1) Sei R ein Ring. Dann ist gR ein R-Links-Modul.

(2) Sei M eine abelsche Gruppe und End(M) der Endomorphismenring von M.
Dann ist M ein End(M)-Modul.

(3) {(1,0),(0,1)} ist eine Erzeugendenmenge fiir den Z-Modul Z/(2) x Z/(3).
(4) {(1,1)} ist eine Erzeugendenmenge fiir den Z-Modul Z/(2) x Z/(3).
(5) zZ/(n) besitzt als Modul keine Basis, d.h. dieser Modul ist nicht frei.
(6)

6) Sei V = @:°, Kb; ein abzéhlbar unendlich dimensionaler Vektorraum iiber dem
Korper K. Seien p, q,a,b € Hom(V, V') definiert durch

p(bi) = b,
q(bi) = baiy1,

bij2,  wenn 7 gerade ist, und
a(b;) = . .

0, wenn ¢ ungerade ist.

bi—1/2, wenn i ungerade ist, und

0, wenn ¢ gerade ist.

Zeige pa + gb = idy, ap = bq = id, aqg = bp = 0.
Zeige, daB fir R = Endg (V) gilt kR = Ra ® Rb und R = pR & qR.
(7) Sind {(0,...,a,...,0)|a € K,,} und {(a,0,...,0)|a € K, } isomorph als M, (K)-
Moduln?
(8) Zu jedem Modul P gibt es einen Modul @ mit P & Q = Q.
(9) Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
(a) APOQ=PRoQ = P =R
b)) AoQ=PReoQ = =P
(c) APOQ=EP,®Q — PL= P
(10) Z/(2)®Z/(6) D Z/(6)® ... = Z/(6) DZL/(6) DZ/(6) B
(11) Z/)(2)Z/(4) @ Z/4)® ... 2Z/4) DZL/(4)DZ/(4) B
(12) Man finde zwei abelsche Gruppen P und @, so dafi P isomorph zu einer Unter-
gruppe von () ist und ¢ isomorph zu einer Untergruppe von P ist und P 2 @)
gilt.
I1. Tensorprodukte
(1) InCecCyglt1®i—i®1=0.
ImMCerCygltl®i—i®1#£0.
(2) Fiir jeden R-Modul gilt R ®pr M = M.
(3) Sei der Q-Vektorraum V = Q" gegeben.
(a) Bestimme dimg(R ®g V).
(b) Gib explizit einen Isomorphismus R ®q V' = R™ an.
(4) Sei V ein Q-Vektorraum und W ein R-Vektorraum.
(a) Homg(.Rg,.W) =W in Q-Mod.
(b) HOIIlQ(.V, W) = HOIHR<.R ®Q ‘/, W)
(c) Sei dimgV < oo und dimgW < co. Wie kann man verstehen, daf in 4b
links unendliche Matrizen und rechts endliche Matrizen stehen?
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(d) Homg(.V, Homg(.R,.W) = Homg(.R ®q V,.W).
(5) Z/(18) @z Z,/(30) # 0.
(6) m:7Z/(18)®2zZ/(30) > T®7Y — Ty € Z/(6) ist ein Homomorphismus und m ist
bijektiv.
7) Fiir Q-Vektorrdume V und W gilt V @z W 2V ®q W.
8) Fiir jede endliche abelsche Gruppe M gilt Q ®; M = 0.

(7)
(8)
(9) Z/(m) ®z Z/(n) = Z/(ggT(m,n)).
(10) Q®zZ/(n) = 0.
(11) Homz(Q,Z/(n)) = 0.

)

(12) Gib explizit [somorphismen an fiir

Z@ZQg@7
37 27 Q = Q.

Zeige, dafl das Diagramm kommutiert:
32 ®7Q—+7Z®,Q

~ >~

Q—5—Q
(13) Der Homomorphismus 2Z® 7 Z/(2) — Z®z7/(2) ist der Nullhomomorphismus,
beide Moduln sind aber von Null verschieden.
ITI. Projektive Moduln
(1) Bestimme die Dual-Basis von R? im Sinne der Vorlesung.
(2) Zeige, daf die Spur eines Homomorphismus f : V' — V gegeben ist durch
Endg(V)2 VeV & K.
(3) Bestimme die Dual-Basis von gxsR X0 C R X S.
(4) K, ist ein projektiver M, (K )-Modul.
(5) Sei R:= K x K mit einem Korper K.
(a) Zeige: P := {(a,0)|a € K} ist ein endlich erzeugter projektiver R-Modul.
(b) Sind die R-Moduln P und @ := {(0,a)|a € K} isomorph?
(¢) Man finde eine Dual-Basis fiir P.
(6) Zeige fur R := M, (K), da P = K,, endlich erzeugt projektiv ist, und finde eine
Dual-Basis.
(7) Zu jedem projektiven Modul P gibt es einen freien Modul F' mit P & F = F.

IV. Kategorien und Funktoren
(1) In R-Mod gilt:
f:+ M — N Monomorphismus <= f injektiver Homomorphismus.

(2) (a) Wenn f : M — N surjektiv ist, dann ist Homg(f, P) : Hompg(N, P)

— Hompg(M, P) injektiv.
(b) Z — Z/(n) induziert eine injektive Abbildung
Homy(Z/(n), M) — Homgz(Z.M) = M.

Warum kann man Homgz(Z/(n), M) mit {z € M|nxz = 0} C M identifizie-

ren?
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(c) T, (M) := {z € M|nx = 0} ist ein Funktor Ab — Ab.
(d) Die Einbettung 7,,(M) — M ist ein funktorieller Homomorphismus.
(3) In R-Mod gilt:
f M — N Epimorphismus <= f surjektiv.
(4) Wenn F ein kovarianter darstellbarer Funktor ist und f : M — N ein Mono-
morphismus ist, dann ist F(f) : F(M) — F(N) ebenfalls ein Monomorphismus.
(5) Der Funktor F : M +— Z/(n) ®z M ist nicht darstellbar.
(6) Der Funktor F : V +— Q" ®q V ist darstellbar.
(7) Der Funktor T,, : Ab — Ab mit T,,(M) := {x € M|nz = 0} ist darstellbar.
(8) Jeder additive Funktor F': R-Mod — S-Mod erhilt endliche direkte Summen,
dh. F(M & N) = F(M)® F(N).
V. Morita-Aquivalenz
(1) Zeige, dal (K x K)-Mod nicht dquivalent zu K-Mod ist.
(2)

2) Sei K ein Korper, B := M, (K), g Pg := K™ die Menge der Zeilenvektoren, Qg
die Menge der Spaltenvektoren. Finde f: P®p (@ — K und g: Q ®x P — B,
sodaB (K, B, P,Q, f,g) einen Morita- Kontext bildet. Ist dieser Morita-Kontext
strikt?

(3) Zeige R-Mod 2 C-Mod.
(4) Bestimme das Bild der Abbildungen f und g im kanonischen Morita-Kontext
(A, B, P,Q, f,qg) fiir
(a) A:=7Z/(6) und P :=7/(2),
(b)y A:=7Z/(4) und P:=7Z/(4) ®Z/(2),
(¢c) A:=7/(6) und P:=7Z/(6) ®Z/(2).
VI. Halbeinfache Moduln
(1) Finde alle einfachen Moduln iiber K, Z, K|z].
(2) Finde alle einfachen Moduln iiber Clz], My(K), Q[z]/(z?).
(3) Finde alle einfachen Moduln iiber

K K
(0 k)
(4) Stelle Endgy(K[z]/(x) ® Kz]/(x — 1)) als Ring von Matrizen dar.

VII. Radikal und Sockel
(1) Radikal und Sockel endlich erzeugter abelscher Gruppen. Bestimme
(a) Rad(:Z/(p)), Soc(-Z/ (p)).
(b) Rad(Z/(p")), Soc(Z/(p")).
(c) Rad(Z/(p") ® Z/(p™)), Soc(Z/(p") ® Z/(p™))-
(d) Fiir welche n € N ist Rad(zZ/(n)) = 07
(2) Bestimme Radikal und Sockel der abelschen Gruppen
(a) Z,
(b) Q,
(c) Q/Z.
VIII. Lokale Ringe
(1) Sei R ein lokaler Ring. Dann ist R/m ein Schiefkérper.
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(2) Der Ring der formalen Potenzreihen K[[z]] ist ein lokaler Ring.
(3) Der Polynomring K[z] ist kein lokaler Ring.

IX. Lokalisierung
(1) S:=2Z\ {0} ist multiplikativ abgeschlossen. S™'Z G Q.
(2) (a) Wenn S C T multiplikativ abgeschlossene Mengen sind, dann wird dadurch
ein Homomorphismus v : S™'M — T~'M induziert.
(b) Finde eine hinreichende Bedingung dafiir, daf} ¢ injektiv ist.
(¢) Fiir S:=7Z\ (p) und T :=7Z\ {0} beschreibe man den Homomorphismus
.
(d) Fiir S C T zeige man S~'T'M =T-'S™'M =T"'M.
(e) Wenn S, T multiplikativ abgeschlossen sind, dann ist auch S N7 multipli-
kativ abgeschlossen. Wie driickt sich das fiir (SN7T)"'M aus?
(f) Sei T:=(Z\ (2)) N (Z\ (3)). Bestimme T~'Z.
(g) Ist Z/(6) — T—Y(Z/(6)) injektiv? surjektiv?



