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Kategorientheorie

Sei M ein Monoid und C := C(M) die zugeordnete Kategorie mit genau einem Objekt.
Zeigen Sie, dass ein Element z € M genau dann eine natiirliche Transformation Id¢
— Id¢ definiert, wenn x oy = y o x fiir alle y € M gilt. Welche Elemente x € M
definieren einen natiirlichen Isomorphismus Ide — Id¢?

Definieren Sie in Anlehnung an 1.7.19 mit Hilfe von Objekten, Morphismen und Dia-
grammen den Begriff zweier Kategorien &/ und V und eines Funktors F : U — V
in einer Kategorie C als ein Diagramm D in C. Uberpriifen Sie, ob der Begriff einer
natiirlichen Transformation zwischen Diagrammen D — D’ im Falle C = Men mit dem
Begriff der natiirlichen Transformation von Funktoren zwischen (kleinen) Kategorien
zusammenfallt.

Sei K ein Korper und K-Vek die Kategorie der K- Vektorrdaume. Sei Idg_ver @ K-Vek
— K-Vek der Identitatsfunktor.

(a) Zeigen Sie, dass jedes Element a € K eine natiirliche Transformation a® : Idg vex
— Idg vex mit o (v) := a - v definiert.

(b) Zeigen Sie, dass es zu jeder natiirlichen Transformation § : Idg vex — Idx vex
(genau) ein a € K gibt mit § = a“. (Hinweis: Untersuchen Sie insbesondere die
Komponente der natiirlichen Transformation [k auf dem Vektorraum K.)

(c) Zeigen Sie, dass die Menge der natiirlichen Transformationen von Idg vex nach
Idg_ver einen Ring mit 1-Element bildet und dass dieser Ring isomorph zu K ist.

Seien (X, zg) und (Y, yo) Objekte in der Kategorie Top, der topologischen Riume mit
Basispunkt (mit stetigen Abbildungen f : X — Y mit f(z¢) = ) . Die Bildung
der Fundamentalgruppe (Wegegruppe, 1. Homotopiegruppe) m; : Top, — Gr ist ein
kovarianter Funktor in die Kategorie der Gruppen. Zeigen Sie: wenn (X, zg) = Z
und m (Y, yo) = Z & Z, dann sind (X, zo) und (Y, y) nicht homéomorph in Top,.

Abgabe: Freitag, 4.6.2004, 15 Uhr, in der Vorlesung.
Bitte geben Sie auf Threr Losung Thren Namen an.



