Mathematisches Institut SS 2004
der Universitat Miinchen Blatt 2
Prof. Dr. B. Pareigis

Kategorientheorie
5. (a) Sei f : X — Y ein bijektiver Homomorphismus von Gruppen. Ist die inverse
Abbildung f~!: Y — X ebenfalls ein Homomorphismus?

(b) Sei f: X — Y eine bijektive stetige Abbildung von topologischen Réumen. Ist
die inverse Abbildung f~!:Y — X ebenfalls eine stetige Abbildung?

6. Sei C eine Kategorie. Ein Morphismus f : X — Y heiflt ein Isomorphismus, wenn es
einen Morphismus ¢ : Y — X gibt mit go f = 1x und fog = 1y.
(a) Zeigen Sie fiir die Kategorien der Monoide, der Gruppen und der topologischen
Réaume, dafl Isomorphismen insbesondere bijektive Abbildungen sind.
(b) Zeigen Sie weiter: wenn f : X — Y und ¢ : Y — Z Isomorphismen in C sind,

dann ist auch go f : X — Z ein Isomorphismus ist.

7. Sei M ein Objekt in der Kategorie Mon der Monoide. Die Schnittkategorie Mon /M
»ist genau® die Kategorie der M-graduierten Monoide. Zeigen Sie dazu:

(a) Es gibt eine Bijektion zwischen den Schnittobjekten p : U — M in Mon /M
und den M-graduierten Monoiden U.
(b) Die Kategorien der M-graduierten Monoide und Mon /M sind isomorph.

8. Sei A eine Menge mit Kleene Closure A*, und sei M = (M, pu, 1) ein Monoid. Zeigen
Sie:

(a) Zu jeder Abbildung f : A — M gibt es genau einen Homomorphismus von
Monoiden g : A* — M, so daf3 das folgende Diagramm kommutiert
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(b) Sei F' ein Monoid und ¢ : A — F eine Abbildung. Zu jeder Abbildung f : A

— M gebe es genau einen Homomorphismus von Monoiden g : F — M, so daf}
das folgende Diagramm kommutiert

A—t—F
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Dann gibt es einen Isomorphismus h : A* — F mit h o incl = . (Insbesondere

kénnen wir dann F als Kleene Closure von A auffassen.)
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