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2 Algebra II — Pareigis

Wiederholung aus Algebra I

1. DER HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE

Hauptsatz 1.1 (iiber endlich erzeugte, abelsche Gruppen). Sei G eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe.

(1) Es gibt eindeutig bestimmte natirliche Zahlen s, t, my, ..., ms (Elementarteiler) mit
m; > 1, m;/miq firallei=1,...,s—1, so daf
GEZ/MZ&.. ®L/mZOL®...DL. (1)
I
t—ma

(2) Es gibt (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmte natirliche Zahlen n, t, jy, ..., jn
alle > 1 und py,...,p, alle prim mat

GEZ/WZS.. L/prLeld.. L. (2)

t—mal
Ist G endlich, so ist in beiden Darstellungen t = 0 und |G| =[], mi = [, PV

Beispiele 1.2. (1) 6 148t keine weitere Zerlegung nach (1) zu, aber die Zerlegung 6 = 2 -3
nach (2). Also ist Z/6Z = 7./27. & 7./ 3Z.

(2) Es gibt 6 nichtisomorphe endliche abelsche Gruppen der Ordnung 1500. Die Primzahl-
zerlegung nach (2) kann namlich geschrieben werden als

1500 =2%.3.5*=2.2.3.53=2%.3.5.5=2.2.3.5-52=22.3.5.5.5=2-2-3-5-5-5.
Damit erhalten wir die folgenden Elementarteilerzerlegungen fiir G-
Zsoo F Lo @ Lrso Z ZLs B Loy # Lo D Laso 2 ZLs B Ls ® Lo # Zs ® Lo D ZLso.

(3) Sei G = Z5 S7) Z15 SY) 225 S¥) Zgﬁ SP) Z54. Die Primteiler sind dann 2, 22, 3, 32, 33, 5, 5, 52.
Die Elementarteiler sind damit 15,90, 2700. Also ist

G = Zas © Loy D L.

Definition 1.4. Eine Korpererweiterung F' : K heifit galoissch, wenn es eine endliche Un-
tergruppe G C Aut(F/K) gibt mit K = Fix(F;G). Dann heifit G Galoisgruppe von F' iiber
K.

Satz 1.12 (Dedekind). Seien o4, ...,0, paarweise verschiedene Charaktere von G in K
(0; : G — K*). Dann sind o4, ...,0, € Abb(G, K) linear unabhdngig iber K.

Satz 1.18 (Fortsetzungssatz). Sei F' : K galoissch mit Galoisgruppe G. Seien Ly, Ly Zwi-
schenkorper K C L; C F und ¢ : Ly — Lo ein K-Isomorphismus. Dann gibt es ein g € G
mit Ya € L : g(a) = ¢(a).

Definition 1.19. Zwei Untergruppen Uy, Uy C G heiflen konjugiert, wenn es ein g € G gibt
mit gU, gt = Us.

Definition 1.22. Sei I’ : K galoissch. Zwei Zwischenkorper Ly, Lo mit K C L; C F heiflen
konjugiert, wenn es einen K-Isomorphismus ¢ : L; = Ly gibt.
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Hauptsatz 1.21 (der Galoistheorie). Sei F' : K eine galoissche Korpererweiterung mit
Galoisgruppe G C Aut(F/K). Sei
Z :={L|K C L CF Zwischenkorper}
und
U :={U|U C G Untergruppe}.
Dann gelten
(1) Z> L — Auwt(F/L) e U und U 5 U — Fix(F;U) € Z sind zueinander inverse

Abbildungen.

(2) Uy C Uy < Fix(F;Uy) D Fix(F;Us) oder dquivalent Ly C Ly <= Aut(F/Ly) D
Aut(F/Ls).

(3) Uy konjugiert zu Uy in G <= Fix(F;U,) konjugiert zu Fix(F;Us) (mit demselben
ge@G).

(4) U C G normale Untergruppe <= L = Fix(F;U) galoissch iber K. In diesem Fulle
ist Aut(L/K) =2 Aut(F/K)/ Aut(F/L) = G/U.

(5) Fir alle L € Z ist F galoissch iiber L mit Galoisgruppe Aut(F/L), und es gilt
| Aut(F/L)| = [F : L].

2. NULLSTELLEN VON POLYNOMEN

Definition 2.3. Sei F': K eine Korpererweiterung. u € F' heifit algebraisch diber K, wenn
esein f € K[z]\ {0} gibt mit f(u) = 0. Ist u € F nicht algebraisch, so heifit u transzendent.

Definition 2.7 (vgl. 6.10). Sei p € K|z]. p heifit irreduzibel, wenn
(1) p # 0 und p keine Einheit in K[z].
(2) Wenn p = ¢ - r, dann ist g oder r eine Einheit in K|x].

Satz 2.9 (vgl. 6.3). Sei I C R ein Ideal in einem kommutativen Ring R. I ist genau dann
ein mazimales Ideal, wenn R/I ein Korper ist.

Satz 2.10. Sei F': K eine Korpererweiterung, und sei u € F' algebraisch tiber K. Dann ist
(1) K[u] = K(u) (diese Bedingung ist dquivalent zur Bedingung u algebraisch tiber K ).
(2) K[u] = Klz|/(p(x)), wobei p(x) ein irreduzibles Polynom aus K|x] mit héchstem
Koeffizienten 1 vom Grad > 1 (normiert) ist, das eindeutig durch die Bedingung
p(u) = 0 bestimmt wird und Minimalpolynom von u genannt wird. Weiter gilt:

fu) =0 <= 3Fr(z) € Kz]: f(x) =r(z) - p(z).
(3) n:=[K(u): K| = Grad(p(x)).
(4) {1, u,u?, ... ,u"1} ist eine K-Vektorraum-Basis von K (u).
(5) Jedes Element von K(u) hat eine eindeutige Darstellung der Form ag+ aju+ ...+
a1t mit o € K.

Satz 2.12 (iiber die Existenz von Nullstellen von Polynomen). Sei K ein Kdrper und f(z) €
K|[x] ein Polynom vom Gradn > 1. Dann gibt es eine einfache Kéorpererweiterung F' = K (u)
von K, so dajf$ gelten
(1) w ist Nullstelle von f(z), d.h. f(u) =0.
(2) [K(u) : K] < n, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn f(z) irreduzibel ist.
(3) Wenn f(x) irreduzibel in Klz| ist, dann ist K(u) bis auf K-Isomorphie eindeutig
bestimmt.
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Definition 2.13. Sei f(z) € K[z irreduzibel. Dann ist K(u) := Klz]/(f(z)) der Korper,
den man durch Adjunktion einer Nullstelle des Polynoms f an K erhélt.
Beachte: Unter dieser Sicht sind alle Nullstellen eines irreduziblen Polynoms gleichwertig.

Folgerung 2.14. Sei f(z) € K|x] vom Grad n > 1. Dann gibt es eine endliche Kérperer-
weiterung F : K, so daf f(x) in F[z] vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt.

3. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL

Hauptsatz 3.6. Fin Punkt (p,q) € R? ist iber K fir einen Zwischenkirper Q C K C R
genau dann konstruierbar, wenn es eine endliche Folge von Kérpern K; mit

K=KiCK,C..CK,CR
gibt mit p,q € K,,, wobei K; = K;_1(\/a;), a; € K;—1, a; >0 firi=1,...,n.

4. ELEMENTARE GRUPPENTHEORIE

Satz 4.11. Sei U C G eine Untergruppe. Dann sind dquivalent:

(1) U ist Normalteiler in G.

(2) G/U =U\G ({gUlg € G} ={Uglg € G}).

(3) @:G/U x G/U — G/U mit ®(aU,bU) := abU ist eine wohldefinierte Abbildung.
Wenn (3) gilt, ist G/U mit dieser Multiplikation eine Gruppe (Restklassen-, Nebenklassen-,
Faktor-, Quotienten-Gruppe).

Satz 4.13 (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann ist
G| =U]-]G - UJ.

Folgerung 4.24 (Satz von Euler). Sei G eine endliche Gruppe und g € G. Sein = |G| die
Ordnung von G. Dann ist g" = e.

Definition 4.27. Eine Gruppe G heifit einfach, wenn Sie keinen nichttrivialen Normalteiler
besitzt.

Beispiel 4.28. Die einfachen abelschen Gruppen sind die Gruppen Z/pZ mit p prim bzw.
G = {e}.

Satz 4.29. Die alternierenden Gruppen A, sind genau dann einfach, wenn n # 4 ist.

5. DIE SYLOWSCHEN SATZE

Satz 5.8 (Sylow I). Sei G eine Gruppe der Ordnung n = p”-m mit (m,p) = 1. Dann besitzt
G eine Untergruppe der Ordnung p".

Folgerung 5.9 (Cauchy). Wenn p/|G|, dann gibt es in G ein Element g der Ordnung p.

Definition 5.10. Wenn |G| = p"-m mit (m,p) = 1 und r > 1, dann heiflen die Untergruppen
H CGmit |H|=p" p-Sylow-Untergruppen von G.
Eine Gruppe der Ordnung p’, i > 1 heifit eine p-Gruppe.

Satz 5.12. Jede p-Gruppe G # {e} besitzt ein Zentrum Z(G) # {e}.
Satz 5.13. Sei G eine p-Gruppe der Ordnung p". Dann gibt es eine Kette
G:H();HlQQHT:{G}

von Normalteilern H; von G mit |H;_y : Hy| =p, i =1,...,7.
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Satz 5.14 (Sylow II). Sei K C G eine Untergruppe, deren Ordnung durch p teilbar ist und sei
H C G eine p-Sylow-Untergruppe. Dann gibt es eine konjugierte Untergruppe H' = gHg™!,
so dafi K N H' eine p-Sylow-Untergruppe von K ist.

Satz 5.16 (Sylow III). Sei |G| = p" - m mit (m,p) = 1. Sei s die Anzahl der p-Sylow-
Untergruppen von G. Dann gilt

s/m und s=1 mod (p).

6. ELEMENTARE THEORIE DER KOMMUTATIVEN RINGE
Definition 6.1. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring R heiflt Integritdtsring.

Definition 6.2. Ein Ideal p in einem kommutativen Ring R heifit Primideal, wenn p # R
und wenn fiir alle Ideale I, J C R gilt

I-JCp=1CpoderJCp.

Beachte: Wenn I = (m) und J = (n) Hauptideale in R sind, so ist
ICJ < n/m.

Lemma 6.3. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gelten

(1) p € R Primideal <= R/p Integrititsring.
(2) m C R mazximales Ideal <= R/m Korper.

Satz 6.5. Jeder Ring R # 0 (mit Einselement) besitzt iber jedem Ideal T ;Cé R ein mazimales
Ideal.

Definition 6.7. Ein Integritiatsring R heif3t Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Hauptideal
ist.

Definition 6.8. Ein Integrititsring R heifit euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung ¢ :
R\ {0} — Ny gibt mit
(1) Ya,b € R\ {0} : p(ab) > p(a).
(2) Vb€ Rya € R\ {0}3q,r € R:b=gqa+r und (r =0 oder ¢(r) < ¢(a)). (Divisions-
algorithmus)

Satz 6.9. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Definition 6.10. (1) Ein Element p € R heifit Primelement oder prim, wenn
(a) p # 0 und p ist keine Einheit;
(b) p/ab = p/a oder p/b.
(2) Ein Element p € R heiit irreduzibel, wenn
(a) p # 0 und p ist keine Einheit;
(b) p = ab = a Einheit oder b Einheit.

Beachte: p Primelement = (p) Primideal. Aber ein Primideal darf 0 sein, wihrend ein
Primelement immer p # 0 erfiillt.

Satz 6.12. Sei R ein Integritdtsring.
(1) p € R Primideal <=
R/p Integrititsring <=
Va,be R:abep = a€porbecyp.
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2) p € R prim <= (p) Primideal und p # 0.

3) a € R irreduzibel <= (a) mazimal in der Menge der echten Hauptideale.
4) Jedes Primelement ist irreduzibel: p prim = p irreduzibel.

5) R Hauptidealring —> (p prim <= p irreduzibel).

(
(
(
(

Folgerung 6.13. Sei K ein Korper. Fir p € K[z] sind dquivalent:

(1) p ist irreduzibel.

(2) p ist prim.

(3) (p) ist ein maximales Ideal.
(4) (p) ist ein Primideal # 0.

Satz 6.16 (Chinesischer Restsatz). Seien Ai,..., A, C J C R Ideale. Dann gibt es einen
Ringhomomorphismus (beachte hier: Ideale sind Ringe ohne 1-Element)

Wenn J? + A; = J fiir alle i und A;+ A; = J fir alle i # j, dann ist ¢ ein Isomorphismus.

Definition 6.18. Ein Integritétsring R heifit Z.P.E. Ring oder faktorieller Ring, wenn
(1) Vr € R\ {0} keine Einheit 3p1, ..., p, € R irreduzibel:

r=pir-:... Pn.
(2) Sind p;, ¢; irreduzibel mit py ... ps=q1- ... q, 80 ist s = t, und es gibt ein o € 5y,
so daB p; assoziiert zu g, ;) ist fiir alle s = 1,...,¢t.

Satz 6.20. Jeder Hauptidealring ist ein faktorieller Ring.

7. ELEMENTARE THEORIE DER KORPER UND POLYNOME

Satz 7.3. Sei K ein Kiorper mit x(K) = p > 0. Dann enthdilt K einen kleinsten Unterkdrper
Ky, und es ist Ko = Z/pZ.

Definition 7.5. K(z) = Q(K|[z]) := {g\f,g € Klz],g # 0} heifit Korper der rationalen
Funktionen tber K.

Satz 7.6. Sei K ein Korper mit x(K) = 0. Dann enthdilt K einen kleinsten Unterkorper
Ky, und es ist Ko = Q.

Definition 7.7. Die kleinsten moglichen Unterkorper Z/pZ und Q heiflen Primkdrper.

Satz 7.9. Sei F' : K eine Korpererweiterung, F = K(U) fir U C F. Sei jedes u € U
algebraisch. Dann ist F : K algebraisch. Ist U zudem endlich, so ist [F : K] < oc.

Satz 7.11. Sei F': K ein Korpererweiterung und L = {a € F|a algebraisch tiber K}. Dann
ist L der grifite algebraische Zwischenkérper zwischen K ud F.

Satz 7.12. Sei F': K ein Kérpererweiterung und v € F \ {0}. Dann sind dquivalent

(1) u: K transzendent,
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Satz 7.13. Sei 0 : K — L ein Korperisomorphismus, u ein Element eines Erweite-
rungskorpers von K und v ein FElement eines Erweiterungskorpers von L. Es gelte eine
der beiden folgenden Bedingungen:

(1) w ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms f € K|x] und v ist Nullstelle von o(f) €
Llz].
(2) w: K und v : L sind transzendent.
Dann gibt es einen Korperisomorphismus 7 : K(u) = L(v) mit 7(u) = v und (7|% : K
— L)=o0.

Definition 7.15. Eine Korpererweiterung F' : K heifit Zerfdllungskorper der Polynome
{fili € I}, wenn alle f; in F[z] in Linearfaktoren zerfallen und F' iiber K von den Nullstellen
der f; erzeugt wird.

Satz 7.17. Sei f € Klx| nicht konstant. Dann existiert ein Zerfillungskorper F von f und
es ist [F: K| < Grad(f)! .

Folgerung 7.19. Je zwei Zerfillungskorper von f diber K sind isomorph diber K.

Definition 7.20. Ein Korper L heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes (nicht-konstante)
Polynom f € L[z] eine Nullstelle (und damit alle Nullstellen) in L besitzt, d.h. falls jedes
iiber L algebraische Element schon in L liegt.

Satz 7.22 (Steinitz). Jeder Korper besitzt einen (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmten
algebraischen Abschlufs.

8. NORMALE UND SEPARABLE KORPERERWEITERUNGEN

Definition 8.1. Eine algebraische Korpererweiterung F' : K heif3t normal, wenn jedes ir-
reduzible Polynom p € Klz], das in F' eine Nullstelle besitzt, in F[z] in Linearfaktoren
zerfallt.

Satz 8.2. Sei F': K ein endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(1) F: K ist normal.
(2) F ist Zerfillungskorper eines Polynoms f € K|x].

Definition 8.3. Sei p € K|[x] irreduzibel. p heifit separabel, wenn p in einem Zerféllungskorper
von p nur einfache Nullstellen hat.

Sei I’ : K eine Korpererweiterung. Ein algebaisches Element v € F' heifit separabel, wenn
das Minimalpolynom von wu separabel ist.

Sei F': K eine algebraische Korpererweiterung. F' heifit separable Korpererweiterung von K,
wenn jedes Element von F' {iber K separabel ist.

Ein Polynom f € K|z| heiit separabel, wenn alle irreduziblen Faktoren von f separabel sind.
Ist ein irreduzibles Polynom, ein algebraisches Element, eine algebraische Koérpererweiterung,
ein Polynom nicht separabel, so heifit es inseparabel.

Satz 8.4 (Emil Artin). Sei F': K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent

(1) F ist galoissch tiber K.
(2) F ist separabel, normal und endlich iber K.
(3) F ist Zerfillungskorper eines separablen Polynoms tiber K.

Folgerung 8.5. Sei L : K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann gibt es eine
galoissche Korpererweiterung F - K mit FF O L O K.
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Definition 8.7. Ein Korper K heiit perfekt (vollkommen), wenn jede algebraische Korperer-
weiterung F': K separabel ist.

Satz 8.9. Fin irreduzibles Polynom p € K|x] ist genau dann separabel, wennp’ # 0.
Folgerung 8.11. Jeder Korper der Charakteristik 0 ist perfekt.
Folgerung 8.13. Jeder endliche Korper ist perfekt.

Satz 8.15. Sei F': K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent

(1) F ist einfach und algebraisch iber K, d.h. F' = K(u) und u : K algebraisch.
(2) Es gibt nur endlich viele Zwischenkérper K C L C F.

Satz 8.16 (Satz vom primitiven Element). Jede endliche, separable Korpererweiterung F' : K
ist einfach: F = K(u). (u heifft dann ein primitives Element fiir F'.)

Satz 8.17 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kérper C der komplezen Zahlen ist alge-
braisch abgeschlossen.
9. ENDLICHE KORPER

Satz 9.1. Jeder endliche Kérper besitzt p" Elemente fiir eine Primzahl p € N. Zu jeder Zahl

p" gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen Korper GF (p™) mit p" Elementen. GF(p™) ist
Zerfdillungskdrper von aP" — x € Fplx] mit F, = GF(p) = Z/pZ. (GF steht fir Galois-Feld.)

Satz 9.3. Seien K C L endliche Kérper. Dann ist L : K galoissch, |L| = p", |K| = p™ und
m/n. Weiter ist Aut(L/K) = {1,®™ (®™)2, ... (®™)" '}, wobei ® : L — L, ®(a) = a?
der Frobenius-Homomorphismus ist.

Folgerung 9.4. Sei L = GF(p™). Dann gibt es zu jedem m mit m/n genau einen Un-
terkorper K C L mit |K| = p™. Das sind genau alle Unterkdrper von L.

Satz 9.5. Sei K ein Korper beliebiger Charakteristik. Sei G eine endliche Untergruppe der
multiplikativen Gruppe K \ {0}. Dann ist G zyklisch.

Algebra 11

10. SYMMETRISCHE FUNKTIONEN UND ALLGEMEINE POLYNOME

Lemma 10.1. Sei K(z1,29,...,2,) = K(x1)(22) ... (z,) der Korper der rationalen Funk-
tionen in n Variablen xq,...,x,. Die symmetrische Gruppe S, operiert auf K(xy,...,2,)
durch Kérperautomorphismen mit

O_(f<l’1, Ce 7£En)) _ f(xa—l(l); Ce ,.CCU—l(n)>
g<I17"'7xn) g(xo*1(1)7'”7x0*1(n))

Beweis. Durch einfaches Nachrechnen. O

Definition 10.2. Der Fixkorper L in K(z1,xs,...,x,) unter der Operation von S, heifit
Korper der symmetrischen rationalen Funktionen in n Variablen iiber K. Die Polynome
f € Klzy,...,z,] N L heiflen symmetrische Polynome.
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Folgerung 10.3. Der Korper der rationalen Funktionen in n Variablen K(xy,2o,..., x,)
15t galoissch tiber dem Kérper der symmetrischen rationalen Funktionen in n Variablen mat
der Galoisgruppe S,,. Der Korpergrad ist [K(z1,xo,...,2,) : L] =nl .

Beweis. Definition der Galoiserweiterung und n! = |S,,|. O

Satz 10.4. Sei G eine endliche Gruppe. Dann gibt es eine galoissche Kdrpererweiterung mait
Galoisgruppe isomorph zu G.

Beweis. Sei n := |G|. Nach Folgerung 10.3 ist K (x1, s, ..., ,) galoissch {iber L mit Galois-
gruppe S,. Nach dem Satz von Cayley ist G isomorph zu einer Untergruppe G’ von S,,. Sei
L’ der Fixkorper unter G’ in K(xq, s, ...,z,). Dann ist K(xy, s, ..., z,) galoissch iiber L’
mit Galoisgruppe G'. O

Bemerkung 10.5. Es ist ein offenes Problem, ob jede endliche Gruppe als Galoisgruppe
einer Korpererweiterung K /Q auftritt.

Beispiele 10.6. Beispiele fiir symmetrische Funktionen:

(1) Potenzsummen Sy = 2§ + ... + 2F. o
(2) Wronskische Polynome P, = Y7, |, _ ai'as ...z
(3) Diskriminante D = [, o, <, (xi — 21)*.

Die elementarsymmetrischen Polynome oder Funktionen in den Variablen x4, ..., x, sind

Co =129+ 2123+ ... + 2017, = Zl§i<k§n Lilk-
C3 := 11ToT3 + 012224 + ... + Tp_2Tp_1T) =

1<iy <ig<ig<n Li1LigLig-

C = Zl§i1<i2<...<ik§n LiyLig « « « Ly, -

C, =z1Ta...7,.

Wir zeigen im folgenden Lemma, dafl diese Polynome symmetrisch sind.

Die Ausdriicke (', ..., C, konnen auch gebildet werden, wenn die x; nicht notwendig trans-
zendent sind. Sie bilden die Koeffizienten des Polynoms, dessen Nullstellen vorgegebene
T1,...,T, sind.

Lemma 10.7. Seien xq, ..., x, algebraische oder transzendente Elemente iiber K. Sei z eine
Unbestimmte iber K(xy,...,x,). Dann ist

(z—2))(z—m3)... (2 —m,) = 2" = C12" P+ Coz" 2 — ...+ (=1)"C,.

Beweis. Durch Ausmultiplizieren. Das zeigt dann auch, daf§ die elementarsymmetrischen
Polynome symmetrisch, d.h. invariant unter der Orperation von S,, sind. U

Lemma 10.8. Sei K ein Korper und seien C4, ..., C, die elementarsymmetrischen Funk-
tionen in n Variablen iber K. Sei 1 < k < n—1. Wenn ¢1,...,cx € Klxy,...,x,] die
elementarsymmetrischen Funktionen in x1, ...,z sind, dann kann jedes c; geschrieben wer-
den als Polynom iiber K in den Variablen Cy,...,C, und Tiiq, ..., Ty.
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Beweis. Die Aussage ist richtig fiir k = n — 1, denn dann gilt ¢; = C; — z, und ¢; =
C; — ¢iqzy, fiir @ = 2,...,n — 1. Wir fithren nun einen Induktionsschluf} fiir absteigen-
de k durch. Gelte die Aussage fiir £k = r+1 < n — 1. Seien ty,...,t,.41 die elementar-
symmetrischen Funktionen in zy,..., 2,41 und ¢y, ..., ¢, die elementarsymmetrischen Funk-
tionen in xy,...,2,. Da ¢ = t; — .01 = t(Cy,...,Ch, Tpyo, ..., x,) — Tpyq und ¢ =
ti —Ci1Tpy1 = ti(Cl, P On, Lpry2, .- ,[En) - ci_l(C’l, ce ,Cn, Lptly.-- 7xn)xr+1 fOlgt die Aus-
sage fiir k =r. 0
Satz 10.9. Seien K ein Kérper, L der Korper der symmetrischen rationalen Funktionen
in K(xq,...,2,) und Cy,...C, die elementarsymmetrischen Funktionen. Dann ist L =
K(Cy,...,Cy).

Beweis. Sei M := K(C,...,C,) C K(x1,...,x,). Wir haben Kérpertiirme

KQK(C&,,Cn):MngK(:Ul,,a:n),
M C M(x,) C M(xp_1,2,) C ... C M(xg,...,2,) T M(x1,...,2,) = K(x1,...,2,).

Es geniigt zu zeigen [K(xy,...,z,) : M] < n! . Wir zeigen, dafl z; algebraisch iiber
M(zgi1,...,2,) vom Grad < k ist, d.h. dal der Grad des Minimalpolynoms < k ist. Dann
ist [M(xgpi1,--2n)(zr) @ M(pin,. . x0)] = [M(zg, ..., 20) 0 M(Zgi1,-..,2,)] < k und
damit [K(xq,...,2,) : M| = [M(xy,...,2,) : M] <n!.

In M|z] sei

gn(2) = (z—2)(z —23) ... (2 —1,) = 2" = C12" P+ Co2" 2 — ..+ (=1)"C,
Weiter sei

gu(2) = (z—21)(z — x2) ... (2 — k) = 9n(2)/((z — Ty (2 — @2) ... (2 — @)
mit den Nullstellen x4, ..., .
Die Koeffizienten von gi(z) sind die elementarsymmetrischen Funktionen in z, ...,z und
damit nach Lemma 10.8 Polynome iiber K in den elementarsymmetrischen Funktionen
C1,...,C, und den Variablen xpiq,. .., x,.

Also liegt gx(z) in M(zg41,...,2,)[z]. Das Element z,, hat als Nullstelle von g,,(z) den Grad
< n iiber M und zj als Nullstelle von g(z) den Grad < k iiber M(zgi1,...,2,). Die
Behauptung ergibt sich dann aus dem zweiten oben angegebenen Kérperturm. 0J

Folgerung 10.10. Das Polynom
g2)=(z—z1)(z —m23)...(2 — )
ist separabel und irreduzibel iber dem Kérper der rationalen Funktionen K(xy,..., ).

Beweis. Wir haben im vorhergehenden Beweis sogar Gleichheit der einzelnen Grade bewie-
sen, also sind die Polynome gi(z) irreduzibel. Insbesondere ist g(z) = g,(z) irreduzibel. Es

ist klar, dafl g(z) auch separabel ist, da es n verschiedene Nullstellen hat. O

Folgerung 10.11. Sei K ein Kdrper und L der Kérper der symmetrischen Funktionen im

Kérper der rationalen Funktionen K (x1, ..., x,). Dann ist die Menge X := {x{'z ... 2|0 <

ir <k,k=1,...,n} eine Basis von K(x1,...,x,) tber L.

Beweis. Wir beziehen uns auf den 2. Kérperturm im vorhergehenden Beweis. z,,, 22, ..., 2"
k-1

erzeugen M (z,) iiber M.z, 2%, ... 2y ' erzeugen M (zy, ..., xy,) iber M (i1, ..., x,). Also
ist X eine Erzeugendenmenge von K(zi,...,x,) iiber L. Da [K(z1,...,2,) : L] = |S,| =
n! = |X]|, ist X eine Basis. O
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Satz 10.12. Sei K ein Korper und seien C4, ... C, die elementarsymmetrischen Funktionen
in K(x1,...,2,). Dann gelten

(1) Jedes Polynom in K[z, ..., x,] lift sich eindeutig als Linearkombination der n! Ele-
mente it a . xin mit 0 < i < k,k = 1,...,n mit Koeffizienten in K[C},...,C,]
schreiben.

(2) Jedes symmetrische Polynom in K|xy,..., x| liegt in K[Cy,...,Cy).

Beweis. (1) Wie im Beweis von Satz 10.9 sind die Koeffizienten von gx(z) die elementar-
symmetrischen Funktionen in zq,...,7; und damit nach Lemma 10.8 Polynome iiber K
in den elementarsymmetrischen Funktionen Ci,...,C, und den Variablen xy.1,...,z,. Da

g, normiert ist und gg(ry) = 0 ist, kann 2§ ausgedriickt werden als Polynom iiber K in

Cr,...,Ch Tps1, ...,y und xk,xi,...,xﬁfl

Sei h € Klzy,...,x,). Wir setzen die zuvor bestimmten Polynome fiir #¥ in h ein fiir

k =1,...,n (bei k = 1 beginnend) und erhalten eine Darstellung von h als Polynom in

Cr,...,Cp,1,. .., 1y, bei dem die Exponenten ¢, der xp die Gleichung ¢, < k fiir k& =
i1 .19

1,...,n erfilllen. Damit ist h eine Linearkombinationen der n! Elemente x{'z% ...z mit

0 <ix <k,k=1,...,n mit Koeffizienten in K[C1,...,C,].Diese Koeffizienten sind eindeu-
tig bestimmt, weil die 2%'2% ... 2% iiber K(Cy,...,C,) linear unabhingig sind.

(2) Tatsédchlich haben wir auch gezeigt, dafl ein Polynom h € Klzy,...,x,], das als Line-
arkombination der 2%'2% ... zi» mit Koeffizienten in K(C1,...,C,) gegeben ist, seine Koef-
fizienten schon in K[C1,...,C,] hat. Insbesondere gilt fiir ein symmetrisches Polynom h €

Klzy,...,x,) N K(Cy,...,C,) das Folgende: h = ha?...2% alsoist h € K[Cy,...,C,]. O
Satz 10.13. Sei K ein Korper und sei K(xy,...,x,) der Korper der rationalen Funktionen
in x1,...,T,. Das allgemeine Polynom

f(z) = 2" — 212" b 2™ — L (1),

ist separabel und irreduzibel iber K (x1,. .., x,). Die Galoisgruppe von f(z) tiber K (1, ..., x,)
ist die symmetrische Gruppe S, die auf den Nullstellen von f(z) durch Permutationen ope-
riert.

Beweis. Seien vy, ...,v, die Nullstellen von f(z) tiber K(z1,...,2,), so da} f(z) = (¢ —
v1)(z — v9)...(z — v,). Dann sind die z; elementarsymmetrische Polynome in den v;, al-

SO Ty = Y VT2 = ) pVilk, ..., Ty = U1Vz...0U,. Insbesondere ist K(zy,...,7,) C
K(xy,...,z0) (01, ..., 0n) = K(vyg, ..., 0p).
Sei K(yi,...,yn) der Korper der rationalen Funktionen in y,...,y, und seien die C; die

elementarsymmetrischen Polynome in den y;. Wir definieren einen Ringhomomorphismus
Klzy,...,z,) — K[Cy,...,C.] C K[y1, ..., Yn]

durch Einsetzen x; — C;. Diese Abbildung ist injektiv. Sei ndmlich p € Klzy,...,z,]| mit
p(Cy,...,C,) =0 gegeben. Dann ist

PO Ui > Yitks -1t ) = 0.
i i<k
Da die y; Unbestimmte sind, konnen wir die Nullstellen v; fiir die y; einsetzen und erhalten

einen Ringhomomorphismus Klyi,...,ys] 2 y; — v; € KJvy,..., vy, also insgesamt einen
Ringhomomorphismus

Klzy,...,x,) — K[Cy,...,C.] € Kly1, ..., yn] — Klv1,...,0,).



12 Algebra II — Pareigis

Dann gilt
p(T1, ..., @) :p(Zvi,Zvivk, e, UV L 0y) = 0.
i i<k
Damit ist Klzy,...,x,] — K[C,...,C,] injektiv und nach Definition auch surjektiv.

Dieses definiert einen Korperisomorphismus ¢ : K(zy,...,z,) = K(Cy,...,C,). Dabei ist
O(f(z)) = g(2) = (z—wy1)(z — y2)...(2 — yp). Damit sind auch die Zerfallungskorper
K(vy,...,vn) = K(y1,...,y,) mit einer Fortsetzung von ® isomorph. Insbesondere ist mit g
(nach Folgerung 10.10) auch f separabel und irreduzibel mit der Galoisgruppe S,,. U

Folgerung 10.14. ¢ : K[zy,...,z,) — K[Cy,...,C,] mit ®(x;) = C; ist ein Isomorphis-
mus. Insbesondere sind die C; transzendent iber K(Ch,...,Ci_1).

Definition 10.15. Sei f € K|[z] ein Polynom vom Grad n mit n verschiedenen Nullstellen
Uy, ..., U, im Zerfallungskorper F. Sei die Charakteristik x(K') # 2. Sei

A::H(u,;—uj):(ul—u2)-(u1—u3)-...-(un_l—un)EF.

i<j
Die Diskriminante von f ist D := A2,

Folgerung 10.16. Sei K ein Korper mit x(K) # 2. Dann ist die Galoisgruppe des allge-
meinen Polynoms
f(z) = 2" — 212" Vb 32" — L (1),

iber dem Korper K(x1,...,x,, A) die alternierende Gruppe A,.

Beweis. Der Ausdruck A bleibt fix unter allen geraden Permutationen, weil eine gerade An-
zahl von Vorzeichenwechseln auftritt. Unter ungeraden Permutationen wechselt er das Vor-
zeichen. Also ist K(zq,...,2,) G K(21,...,20,A) G K(u1,...,uy,), dem Zerfillungskorper
von fund K(zy,...,z,,A) ist im Fixkorper von A, enthalten, da die z; elementarsymme-
trische Polynome sind. Dann ist (n!)/2 = |A,| < [K(u1,...,u) @ K(z1,...,2,, A)] < nl,
also |A,| = [K(uy,...,up) : K(xq,...,2,,A)], und damit ist K(z1,...,x,, A) Fixkérper von
A, OJ

11. DIE GALOISGRUPPE VON POLYNOMEN NIEDRIGEN GRADES

Definition 11.1. Die Galoisgruppe eines separablen Polynoms f € K[x] ist Aut(F/K) fiir
den Zerfallungskorper F' von f iiber K.

Definition 11.2. Eine Untergruppe U C S, heifit transitiv, wenn fiir alle i # j, 1 < 1,5 <n
ein o € S, mit o(i) = j existiert.

Satz 11.3. Sei f € K|x] ein irreduzibles, separables Polynom vom Grad n mit Galoisgruppe
G. Dann gilt n/|G|, und G ist eine transitive Untergruppe von S,.

Beweis. Seien uy, ..., u, die Nullstellen von f im Zerfallungskorper F' von f. Sei 0 € G.
Dann ist o(u;) Nullstelle von f. Also induziert o eine Permutation von {us,...,u,}, und
wir bekommen G — S,. Es ist F = K(uy,...,u,). Daher gibt es fiir 0 # 7 ein u; mit

o(u;) # 7(u;). Damit ist G — S, injektiv und wir kénnen G als Untergruppe von S,
betrachten. Damit ist [K (uy) : K] = Grad(f) = n ein Teiler von [F' : K] = |G|. Fiir w; # u;
gilt K(u; = K(u;) iiber K. Es gibt eine Fortsetzung zu ¢ : ' — F mit o(u;) = u;. Daher
ist G transitiv. O
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Satz 11.4. Sei f € K|x] ein irreduzibles, separables Polynom vom Grad 2. Dann ist Sy die
Galoisgruppe von f.

Beweis. Kklar. 0
Satz 11.5. Seien K, F', f und A wie in Definition 10.15. Dann gelten
(1) De K,
(2) 0 € G C S, ist genau dann gerade (ungerade), wenn o(A) = A (c(A) = —A).
[1(ui—u;)

Beweis. Es ist sgn(o) = M 5 (8hnlich wie sgn(o) = %) Daraus folgt A =

o(ui)—o(u;

sgn(o)o(A) und damit (2). Weiter folgt o(A?) = sgn(0)?A? = A% also A? € K. O
Folgerung 11.6. Aut(F/K(A)) = GN A,. Insbesondere gilt
GCA, < AekK.

Beweis. 0 € Aut(F/K(A)) dann und nur dann, wenn o(A) = A dann und nur dann, wenn
o€ A, O

Folgerung 11.7. Sei f € K|z| ein irreduzibles, separables Polynom vom Grad 3. Dann ist
die Galoisgruppe von [ entweder S3 oder As.

Wenn die Charakteristik x(K) # 2, dann ist die Galoisgruppe As genau dann, wenn D in
K ein Quadrat ist.

Satz 11.8. (Reduzierung von Polynomen 3-ten Grades) Sei x(K) # 2,3. Sei f = 2% +bx? +
cx + d € Klz| irreduzibel und separabel. Dann ist

o(e) = Sz~ 3) =2 +pr g

wrreduzibel und separabel und
D(f) = D(g) = —4p° - 27¢°

mitp=—Y +ec,qg=2 44

Beweis. Sei F' der Zerfallungskorper von f. w ist eine Nullstelle von f genau dann, wenn
u+ % eine Nullstelle von g ist. Also ist D(f) = D(g). Es ist

g(z) = (x—§)3+ng—§22+c(x—§g+d .
:x3—bx2+%x—g—7+bx2—2%x+%+cx—%+d
=t + (Ftor+(F -5 +d)
=2+ pr+q.
Seien vy, v9, v3 Nullstellen von ¢ in F. Dann ist (z — v)(x — ve)(x — v3) = 2° + px + ¢, also
vy + v + v3 = 0, V1V + VU3 + vov3 = p und —vvev3 = q. Aus der Nullstellen-Eigenschaft
folgt v} = —pv; — ¢, also durch miihevolles Nachrechnen D(g) = A% = —4p® — 27¢%. O

Beispiele 11.9. (1) 2% — 3z +1 € Q[z] ist irreduzibel, weil es keine Nullstelle in Q gibt.
D=+44-27—-27-1=81=9%in Q. Also ist Gal(z® — 3z + 1) = As.
(2) 23 + 32% — x — 1 € Qlz] ist irreduzibel, weil es keine Nullstelle in Q gibt. g(z) =
fla=23)=(x—-1P34+3(x—1)>—(x—1) — 1 =a® — 4z + 2 ist ebenfalls irreduzibel
(auch Eisenstein moglich). D =4 .64 — 27 - 4 = 148 ist kein Quadrat in Q. Also ist
Gal(z® — 3z + 1) = Ss.

Wir studieren nun Polynome vom Grad 4.
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Ubung 11.10. Die Menge V' = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C S, ist eine normale
Untergruppe, die isomorph zur Kleinschen Vierergruppe Zy x Zs ist. Ist G C S, eine Unter-
gruppe, so ist V' N G eine normale Untergruppe von G.

Definition 11.11. Sei im folgenden K ein Korper, f € K[x] ein Polynom 4-ten Grades

mit paarweise verschiedenen Nullstellen uy, us, us, ug im Zerfallungskorper L von f und G =
Aut(L/K). Dann ist G C Sy. Seien im folgenden

Q1= U U2 + U3Uy,
B 1= ujusz + Uy,
Y= UpUyg + UgUs.

Das Polynom (z — «a)(z — 3)(x — ) wird kubische Resovente genannt.
Es liegt, wie wir in Lemma 11.13 sehen werden, in K|z].

Lemma 11.12. Seien K, f, L, u;, V, o, 3, v und G = Aut(L/K) wie zuvor. Unter der
Galois-Korrespondenz des Hauptsatzes der Galois-Theorie entspricht der Korper K (o, 3,7)
der Untergruppe V N G. Insbesondere ist K(a, 3,7) galoissch iiber K mit der Galoisgruppe

Auwt(K (0, 8,7)/K) = G/(V N G).

Beweis. Jedes Element von VNG 1Bt «, 3, v fest. Also wird K(«, 3,7) durch die Elemente
von V NG fest gelassen. Es bleibt zu zeigen, dafl jedes Element aulerhalb von V' mindestens
eines der «, 3,7 nicht fest 1a3t. Wir zeigen das an dem Beispiel o = (12). Wenn o(83) = [,
dann ist ugug + ujuy = uyug + usuy, also ist us(ug — ug) = ug(usz — uy). Das kann nicht sein,
da uy # ug und ug # ug. Also ist o(3) # (. Die anderen Félle werden dhnlich behandelt. O

Lemma 11.13. Sei f = 2* + ba® + cx® + dz + e € K|x]. Dann ist die kubische Resolvente
von f das Polynom z* — cx® + (bd — 4e)x — b%e + 4ce — d* € K|z].

Beweis. f hat die Nullstellen u, us, usz, us in einem Zerfallungskorper L. Also ist f = (z —
) (2 — ug)(r — uz)(x — wg) = 2t — (ug + ug + uz + ug)x® + (urus + ugus + uguy + ugug +
Uty + Uztig)T? — (UgUolz + UpUgly + UTUsUY + UsUslUy )T + U U U3y, AlSO

b= —(Ul + U9 + us +U4),

C = U U2 + U U3 + UTU4 + UgU3 + UsUg + U3U4,
d = —(ujugus + uuguy + UjuzUy + Ugtzly),

€ = U1U2U3U4.

Das Polynom (z — a)(z — §)(x — 7) hat dann die Form

(x — upug — uzug) (T — uguz — Ugug) (T — ULy — UgU3)
= 23 — (upuy + Uzt + Uz + Ustiy + Uty + Ustz )
+(uruguy ug + U UgUaUy + UgllgUy U + UslaUslly + U Uty Uy + U UUgU3 + UsUgUg Uy + UsUgUUs3
FUug Uz UL + U USULUS + UpUgUy Ug + UgUgUsU3 )T
—(U1U2U1U3U1U4 + U1ULUTU3ULUS3 + ULU2U2UAUL Uy + U1U2U2U4LU2US
FUIULULUZUL UL + U3ULULUZU2US + U3U4 U2 UL U Uy - U3u4u2u4u2u3)
=13 — cx® + (bd — 4e)x — b*e + 4ce — d>.
O

Bemerkung 11.14. Wir verwenden Satz 11.3. Wenn f vom Grad 4 ist, dann mufl G die
Ordnung 4, 8, 12 oder 24 haben. Die einzigen transitiven Untergruppen von Sy der Ordnung
4, 12 und 24 sind V = Zsy X Zo und die zyklischen Untergruppen der Ordnung 4, die von
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4-Zyklen erzeugt werden, A4 und S,;. Eine Untergruppe der Ordnung 8 ist eine 2-Sylow-
Untergruppe, also bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Eine Untergruppe der Ordnung 8
wird von (1234) und (24) erzeugt und ist isomorph zur Diedergruppe Dy. Weil (1234) in der
Gruppe liegt, ist sie transitiv. D, ist keine normale Untergruppe von Sy, also gibt es nach
den Sylowschen Sétzen genau 3 zu D, isomorphe Untergruppen, alle von der Ordnung 8 und
transitiv.

Wir wollen Kriterien fiir f angeben, wann diese Untergruppen als Galoisgruppen auftreten.

Satz 11.15. Sei K ein Korper und f € Klz] ein irreduzibles separables Polynom 4-ten
Grades mit Galoisgruppe G(C Sy). Seien «, (3, v die Nullstellen der kubischen Resolvente
und sei m := [K(a, 3,7) : K|. Dann gelten

3
1 G = V;'

2 G = Dy oder G = Zy. In diesem Falle gilt:
G = Dy < [ irreduzibel iber K (o, 3,7),

G =7, < [ reduzibel iber K(«, 3,7).

K

Beweis. Da K(«, 3,7) Zerfillungskorper eines Polynoms dritten Grades ist, kommen nur
m = 1,2,3 und 6 in Frage. Also geniigt es jeweils die Richtung < zu zeigen. Man beachte,
daB m = [K(«, 8,7) : K] = |G/(GNV)|.

Sei G = S;. Dann ist |S,/V] = 6.

Sei G = Ay. Dann ist GNV =V und m = |G/V| = 3.

Sei G =V.Dann ist GNV =G und m = |G/G| = 1.

Sei G = Dy. Dann ist GNV =V, weil V als normale Untergruppe in jeder 2-Sylow Unter-
gruppe von Sy enthalten ist. Also gilt m = |G/V| = 2.

Sei G = Z4. Dann wird G durch einen 4-Zyklus erzeugt. Das Quadrat mufl in V' liegen, so
daB |[GNV] =2ist. Alsoist m = |G/(GNV)| = 2.

Sei G =2 Dy und damit GNV = V. Seien uy, us, us, uy die Nullstellen von f in einem
Zerfallungskorper L. Da V.= G NV = Aut(L/K(«a,3,7)) transitiv auf den Nullstellen
operiert, gibt es fiir jedes i # j ein 0 € GNV mit 0 : K(«, 5,7)(w;) = K(o, 8,7)(u;) und
o(u;) = u; und K(a, ,7) fix unter der Operation von o. Also sind w; und wu; Nullstellen
desselben Minimalpolynoms iiber K(a, (3,7). Damit ist f irreduzibel iiber K (o, 3,7).

Sei G = Z4. Dann hat G NV = Aut(L/K (o, ,7) die Ordnung 2 und ist nicht transitiv auf
den Nullstellen von f. Also gibt es i # j, so daB es kein o € G NV gibt mit o(u;) = u;. Da
L Zerfallungskorper von f iiber K(«, 3,7)(w;) und auch tiber K (o, 3, v)(u;) ist, wiirde ein
Isomorphismus K (a, 5,7)(u;) = K(o, 8,7)(u;), der auf K(«, 3,v) die Identitét ist und wu;
nach u; abbildet, eine Fortsetzung zu einem Automorphismus aus Aut(L/K («, 3,7)) = GNV
ergeben. Das ist nicht moglich. Also konnen u; und w; nicht Nullstellen desselben irreduziblen
Polynoms in K (a, 3,7)[z] sein. Folglich ist f iiber K(«, 3,v) reduzibel. O

Beispiele 11.16. (1) Das Polynom f = z* + 42® + 2 € Q[x] ist separabel und nach
Eisenstein irreduzibel. Die kubische Resolvente ist 2® —42? —8x+32 = (x—4)(2* —8),

sodaB o = 4, 8 = v/8, 7 = —v/8. Weiter hat Q(a, 8,7) = Q(v/8) = Q(2v2) = Q(v2)
den Korpergrad 2 iiber Q. Also ist die Galoisgruppe D4 oder Z,. Mit der Substitution
2= x?%ist f = 22 4+42+2 mit den Nullstellen 212 = —2++/2. Also sind die Nullstellen

von f
Ti1934 = £\ 2120 =F\ 2% V2.
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(2)

Algebra II — Pareigis
Es folgt
f=@—V-2+V2(x+V-2+V2)(z—V-2-V2)(z+V-2-2)
= (z* = (=2 +V2))(@* - (-2 - v2)) € Q(V2)[u].

Also ist f iiber Q(v/2)[x] reduzibel. Damit ist Z, die Galoisgruppe von f.
Das Polynom f = x*—2 € Q[z] ist separabel und irreduzibel. Die kubische Resolvente

ist 2° 4+ 82 = z(z + 2v/2i)(x — 2v/2i) und Q(a, 3,7) = Q(+/2i) hat den Grad 2 iiber
Q.

12. KREISTEILUNGSKORPER

Problem 12.1. Man zerfélle das Polynom x"™ — 1. Die Nullstellen iiber QQ liegen auf dem
komplexen Einheitskreis [2] = 1in C: z = r-e'?, 1 = 2" = r"e™?. Es folgt 7" = 1 und r € R™,
also r = 1 und daher |z| = 1. 2™ — 1 ist offenbar reduzibel. Welches sind die irreduziblen
Faktoren?

Betrachte 2" — a = 0 mit Nullstelle u. Dann ist ©” = a. Ist { Nullstelle von 2™ — 1, so ist
(Cu)™ = a, d.h. (u ist weitere Nullstelle von 2" — a = 0.

Definition 12.2. e Eine Nullstelle ¢ (im Zerfillungskirper K,) von 2" — 1 heifit eine

n-te Einheitswurzel.

Die n-ten Einheitswurzeln in K bilden die Gruppe E,(K) der n-ten Einheitswurzeln
in K. Diese ist endlich und zyklisch (als endliche multiplikative Untergruppe von K).
Sie hat hochstens die Ordnung n.

Firr x(K) = p#n sind 2" — 1 und nz"! teilerfremd, also hat 2" — 1 in K, n
verschiedene Nullstellen. Ein Erzeugendenelement von E,(K,) hat in diesem Falle
die Ordnung n.

Fine primitive n-te Finheitswurzel ist eine n-te Einheitswurzel, die die Ordnung n
hat. Sie ist ein Erzeugendenelement von E, (K), wenn sie in E,(K) liegt.

Die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln iiber K sei PE, (K).

e Sei x(K) = p#n. Dann wird K, der Zerfallungskoérper von z™ — 1 iiber K, von

einer primitiven n-ten Einheitswurzel iiber K erzeugt: K,, = K(¢{) und heifit n-ter
Kreisteilungskorper iiber K. Es gilt PE,(K) C E,(K,).

Fir x(K) = p/nist 2" — 1 = 2™ — 17 = (2™ — 1)P. Dann stimmen E,,(K) und
E,(K) iiberein.

Wir setzen 0.B.d.A. im folgenden voraus p#n.

Definition 12.3. Fiir n € N sei ¢(n) die Anzahl der natiirlichen Zahlen 1 < m < n, die zu
n teilerfremd sind. ¢ : N\ {0} — N heifit Eulersche p-Funktion.

Satz 12.4. (1) ¥n € Z\ {0} : (Z/nZ)* = {m + nZ|(m,n) = 1};

(2)
(3)
(4)
(5)

o(n) = Ord(Z/nZ)*;
(m,n) =1 = p(mn) = p(m)p(n);
m= gl = pn) = n (L= ) (1= ),

= eld). "

Beweis. (1) m € (Z/nZ)* < 3JIm' :n/mm' —1 < Im/;n’ :mm' +nn’ =1 <~

(m, n)

=1

(2) Kklar.
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(3) (m,n) =1 = mZ+nZ = Z und mZNnZ = mnZ. Nach dem chinesischen Restsatz folgt
Z](mnZ) = Z/mZ x Z|nZ, also (Z/(mnZ))* = (Z/mZ x Z/nZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.
Das ergibt die Behauptung.

(4) Fiir p* ist p*~1 die Anzahl der Zahlen < p*, die nicht teilerfremd zu p* sind, némlich
p,2p, ..., 0" Ip. Alsoist (pF) = pF—pF~! = pk(l—%). Die Behauptung folgt durch Induktion.
(5) folgt aus 12.7. O

Folgerung 12.5. Sein € N und a € Z mit (a,n) = 1. Dann ist
a?™ =1 mod (n).
Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 12.4 (2) und dem Satz von Euler 4.24. O

Folgerung 12.6 (Kleiner Fermatscher Satz (1640)). Sei p eine Primzahl und p { a € Z.
Dann ist

a?'=1 mod (p).
Fiir alle a € 7 ist

a®=a mod (p).
Beweis. Es ist ¢(p) =p — 1. O

Bemerkung 12.7. (iber Einheitswurzeln):
(1) Sei ¢ € PE,(K) und x(K)#n,m € N. Dann gilt ("™ € PE,(K) < (m,n) = 1.

(2) X(K)#n = |PE,(K)| = ¢(n).

(3) d/n, d > 0 = Ey(K) C E,(K) und PEy(K) = {C € E,(K)| 0rd(¢) = d}.

(4) Die Mengen PEd(K) mit d/n sind paarweise disjunkt und E,(K,) = U/, PE4(K).
5) n

Definition 12.8. Sei x(K)#n. Fiir {(1,...,(m} = PE,(K) heifit

Qp(x) = (x—C) .- (2= Com))
das n-te Kreisteilungspolynom.

Satz 12.9. Sei x(K)#n. Dann gelten:
(1) ®,(x) hat Koeffizienten in Z bzw. in GF(p) =TF,.
(2) 2" = 1= [La/n Pal2).

Beweis. (2) folgt aus 12.7 (4).

(1) Induktion nach n:

n=1a2'—1=®(z) € R[z] mit R =7Z,F,.

Gelte (1) fiir alle d/n, d < n, x(K)#d. Dann folgt 2" —1 = @,(2) [ 11/, a<p Pa(®)- [14/0 < Pa(@)
hat hochsten Koeflizienten 1. Damit ist Division mit Rest in R[z] moglich:

O, ()= (2" —1) H Dy R]z],

d/n d<n

weil in K, [z] kein Rest bleibt. O
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Beispiele 12.10. Sei K = Q. Dann ist

(z—1)=a*+23+27+ 1+ 1,
(z—D@+D@*+z+1)]=2?—z+1,

Pp(z) = (22 = 1): [z — D@+ )(2*+2x+ )22+ ) (@* —z+ 1)] =2 — 2 + 1.
Definition 12.11. Eine galoissche Korpererweiterung heiit abelsch, wenn Aut(F'/K) abelsch
ist.

Eine galoissche Korpererweiterung heifit zyklisch, wenn Aut(F/K) zyklisch ist.

H(
:[((:c'—l)(a:'+1)]::c2+1,
[

Satz 12.12. Sei x(K)#n. Dann gibt es einen Monomorphismus
Aut(K,/K) — (Z/nZ)*.
Insbesondere ist Aut(K,/K) abelsch. Also ist K,, tiber K eine abelsche Kiorpererweiterung.

Beweis. Seio € Aut(K,/K). Dann gilt 0(E,(K,)) = E,(K,). Damitist o € Gr- Aut(E,(K,)).
Das definiert einen Homomorphismus Aut(K,/K) — Gr- Aut(E,(K,)). Dieser Homomor-
phismus ist injektiv, weil K,, = K(E,(K,,)). Nunist E,(K,) = Z/nZ, also ist Gr - Aut(E,(K,)) =
Gr- Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)* eine abelsche Gruppe, denn 7 : Z/nZ — 7Z/nZ wird beschrieben
durch 7(1) = 7 und ist bijektiv genau dann, wenn 7 € (Z/nZ)*. O

Folgerung 12.13. Ist n prim und n # x(K), so ist Aut(K,,/K) zyklisch. Also ist K, iber
K eine zyklische Kérpererweiterung.

Beweis. Aut(K,,/K) = (Z/nZ)* = F? ist zyklisch. O

Satz 12.14. Sei Q,, 2O Q gegeben. Dann gelten:
(1) @, (x) ist irreduzibel in Qlz].
(2) [Qn: Q] = o(n).
(3) Aut(Q,/Q) = (Z/nZ)".

Beweis. (1) Sei ¢ € PE,(Q) gegeben, und sei f das Minimalpolynom von ¢ in Q[z].
Behauptung: f(¢P) = 0 fur alle p prim, p/n.

Beweis: Es ist (" = 1. Da f Minimalpolynom von ( ist, folgt 2™ — 1 = f - g. Also gibt es
(nach Satz 10.3) f*, ¢* € Z[z] primitiv mit 2™ — 1 = r - f* . ¢g* € Z[z] und r € Z. Der
hochste Koeffizient von 2™ — 1 ist 1, also ist 7 = 1 und damit 2" — 1 = f* . ¢* in Z[x].
Weiterhin sind die hochsten Koeffizienten von f* und g* ebenfalls 1 und damit f* = f
und g* = g. Angenommen: f(C?) # 0. Dann ist ¢g(¢(?) = 0, also ist ¢ Nullstelle von g(z?).
Da f Minimalpolynom von ( ist, folgt g(z*) = f(z)h(z) in Q[z]. Division mit Rest in
Z[z] ergibt g(a?) = f(x)hi(z) + ri(z). Wegen der Eindeutigkeit der Division in Q[z] folgt
hi(x) = h(z) und r(x) = 0. Also ist h(z) € Z[z]. Unter der kanonischen Abbildung Z[z]
— Z/pZ[x] = F,lz] gilt g(z?) = f(z)h(z). Da g = g* primitiv in Z[z] ist, ist g(z) # 0 in
F,[x]. Weiter gilt g(2?) = (g(z))? in F,[z], da die Koeffizienten des Polynoms g(z) unter
der p-ten Potenz (Frobeniushomomorphismus ® : F,[z] — F,[z]) fest bleiben. Also folgt
(g(z))? = f(z)h(x) in F,[z]. Damit haben f(z) und g(z) einen nicht trivialen gemeinsamen
Teiler (f(x),g(x)) # 1 in F,[x]. Es folgt, daB 2™ — T = f(x)g(x) mehrfache Nullstellen in
einem Erweiterungskorper von F, hat im Widerspruch zu (z" —1)" = na""! # 0 wegen p£n.
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Also gilt f(¢?) = 0.

Behauptung: ®,,(z) ist irreduzibel in Z[z].

Beweis: ¢ € PE,(Q) genau dann, wenn es ein m gibt mit ¢ = (", (m,n) = 1. Sei m =
1 ... pp, dann ist (p;,n) = 1 fiir alle 4, also ist f(¢P") = 0. Daraus folgt f((PPr) =
f(¢Pryp2-pr) = 0, weil (P* € PE,(Q) und f Minimalpolynom von (?* ist. In der Tat ist f
irreduzibel, normiert und f(¢?*) = 0. Durch Induktion folgt f(e) = f(¢**Pr) = 0. Also hat
das irreduzible, normierte Polynom f mindestens die ¢ € PE,,(Q) als Nullstellen und ®,,(z)
hat genau diese Nullstellen. Damit ist ¢, = f.

(2) Esist Q, = Q(¢) = Q(E,(Q,,)). Daher ist [Q,, : Q] gleich dem Grad des Minimalpolynoms
von ¢ = Grad(®,,) = ¢(n).

(3) Daraus folgt | Aut(Q,,/Q)| = v(n) = [(Z/nZ)*| nach Satz 12.4 (2). Aus Satz 12.12 folgt
nun die Behauptung. O

13. ZYKLISCHE ERWEITERUNGEN UND KUMMERERWEITERUNGEN

Definition 13.1. Sei L : K eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe Aut(L/K) =
{o1,...,00}
Die Norm eines Elements o € L ist

NE(a) i=o1(a) ... on(a).
Die Spur eines Elements o € L ist

TE(a) = oy(a) + ...+ on(a).
Offensichtlich gelten

N (aB) = Ng(a)Ng(8)

und

Tg(a+8) = Ti(e) + TK(9).

Satz 13.2 (Hilberts Theorem 90). Sei L eine zyklische Erweiterung von K vom Grad n
sei o ein Erzeugendenelement von Aut(L/K), und sei o« € L. Dann sind dquivalent:

(1) NE(a) =1.

(2) Es gibt ein 8 € L mit o = Bo(B)7".
Beweis. (1) = (2): Nk(a) = 1 impliziert a # 0. Da die id,0,...,0"! iiber L linear
unabhéngig sind (Satz von Dedekind 1.12), gibt es ein v € L mit
B = aid(y) + (ao(a))o(y) + (ao(@)o™(a))o(y) + ... + (ac(a) ...0" (a))o" ' (7) # 0.
Der letzte Summand ist N2 (a)o™ 1 (y) = 0" !(7). Daher ist
o(5) = 0(@)0 (1) + o(@)0*(@)o* (1) + ...+ o(@)o*(a) ...0" ()™} (7) + 0" (7) = a1,
Es folgt a = B30 (8)~!, weil 3 # 0 und daher o(3) # 0.
(2) = (1): Sei a = fo(B)~" Es ist 0™(87") = 57!, da o die Ordnung n hat. Mit
o'(Bo(B)71)) = o' (B)o"(B) " folgt:
Nig(e) = (Ba(37))(e(B)o*(B))(e*(B)o?(B71)) .. (" (B)o™ (7)) = 1. m
Bemerkung 13.3. Die moderne Ausdrucksweise fiir Hilberts Theorem 90 ist:

H'(Aut(L/K),L*) = 1.

Satz 13.4. Sei L eine zyklische Erweiterung von K vom Grad n, sei o ein Erzeugendenele-
ment von Aut(L/K), und sei o € L. Dann sind dquivalent:



20 Algebra II — Pareigis
(1) TE(a) =0,
(2) Es gibt ein € L mit a = 3 — o(f).

Beweis. (1) = (2): Daid,o,...,0" ! iiber L linear unabhingig sind (Satz von Dedekind
1.12), gibt es ein v € L mit

Tg(y) =id(7) +o(7) +0*(7) +... + " () # 0.
Weiter ist o(TE(y)) = TE(y), also TE(y) € K. Wir erhalten o(TE(v)™'y) = TE(y) to(v).
Fiir 3 := TE(y)"1y ist dann
TR(B) =Tk v+ Tg() o) + ...+ Te() ™" (9) = T(n) ' T () = 1.
Sei nun TE(a) = 0. Wir setzen
§:=alB+(a+a(a)o(B)+(at+o(a)+o*(a)o?(B)+...+(a+a(a)+...+0"2(a))o" 2(B).

gus 0= TE (o) = id(a)+o(a)+o?(a)+. . .+0" L) folgt a = —(o(a)+a*(a)+. . .+ (a)).
ann 1st

§—0(0) =af+ao(f) +ac®(B) + ...+ a0 (§) = aTg(F) =
() = (1) Sel o= 1~ o(9). Dann it TH(9 ~ o(9) = TK(9) - <<>>mS £(a)
T(B) = Ti(o(B)) = B+0(B) + ...+ 0" (B) —a(B) —o*(B) — “(B) =B =0.
Bemerkung 13.5. Die moderne Ausdrucksweise fiir Satz 13.4 ist:
HY(Aut(L/K),L") = 0.

O

Satz 13.6. Sei ¢ € K eine primitive n-te Einheitswurzel, und sei d mit d/n gegeben. Dann
gelten
(1) n:= ¢™? eine d-te primitive Einheitswurzel.
(2) Seia € K und a # 0 eine Nullstelle von x%—a in einem Erweiterungskdrper L. Dann
sind o, nay, . .., n% o paarweise verschiedene Nullstellen von x¢ — a in L. Weiterhin
ist K(a) ein Zerfillungskorper von 2¢ — a und K () : K galoissch.

Beweis. (1) ¢ erzeugt die zyklische Gruppe E,(K,) der Ordnung n. Dann ist (¢"/4)? = (" =
1. Offenbar hat ¢*/? die Ordnung d. Also ist 7 eine primitive d-te Einheitswurzel, und alle
1,m,7%,...,n% ! sind paarweise verschieden.

(2) Es sind «a,na,...,n% *a genau alle Nullstellen von 2¢ — a. Also ist K (o) Zerfillungs-
korper von ¢ — a. Weiter ist 2% — a separabel, weil alle Nullstellen verschieden sind. Damit
ist K(«) : K galoissch. O

Satz 13.7. Sei ( € K eine primitive n-te Einheitswurzel (n # 1) und L : K ein Erweite-
rungskorper. Dann sind dquivalent:

(1) L: K ist zyklisch vom Grad d mit d/n.
(2) L ist Zerfillungskorper eines Polynoms der Form x" — a € K|[x]. Insbesondere ist
L = K(«) fir jede Nullstelle a« von x™ — a.

(3) L ist Zerfillungskorper eines irreduziblen Polynoms der Form z® — a € K|x], wobei
d/n. Insbesondere ist L = K(3) fiir jede Nullstelle 3 von z? — a.

Beweis. (1) = (3): Aut(L/K) ist zyklisch von der Ordnung d = [L : K| mit d/n. Sei o ein
Erzeugendenelement von Aut(L/K). Sei n eine primitive d-te Einheitswurzel (in K'). Dann
ist NE(n) = n? = 1, also gibt es nach Hilberts Theorem 90 ein o € L mit n = a lo(a).
Es folgt o(a) = na und o(a?) = (na)? = nad = ad. Da L : K galoissch ist, gilt a¢ € K.
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Damit ist o Nullstelle des Polynoms % —a mit @ = . Nach Satz 13.6 ist K(«)(C L) Zerfil-
lungskérper von z¢ — a. Weiter sind die o'(a) = n'a die paarweise verschiedenen Nullstellen
von z¢ — a, so daf ¢! : K(a) = K(n'a). Damit sind die o’(a) alle Nullstellen desselben
Minimalpolynoms iiber K. ¢ — a muf dieses Minimalpolynom sein und ist daher irreduzibel
und es gilt [K(a) : K| =d.

(3) = (2): Sei a € L eine Nullstelle von ¢ — a € K[z]. Dann ist K(a) = L Zerfil-
lungskorper von ¢ — a nach Satz 13.6. Es ist (Ca)" = (a®)"4 = a™? =: b und damit (a
Nullstelle von 2™ — b. Nach Satz 13.6 ist K(C«) Zerfillungskorper von " — b. Es ist aber
K(a) = K(¢a), und damit gilt (2).

(2) = (1): Sei a Nullstelle von 2™ — a. Nach Satz 13.6 ist L = K(«a) galoissch iiber K.
Jedes 0 € Aut(L/K) ist vollstandig bestimmt durch den Wert o(«), was auch eine Nullstelle
von z" — a ist. Als ist nach Satz 13.6 o(a) = ('« fiir ein geeignetes i € {0,...,n — 1}. Seien
0,7 € Aut(K(a)/K). Dann ist o(a) = (', 7(a) = {Ya, also o7(a) = o((a) = (Ha. Wir
erhalten so einen Gruppenhomomorphismus ¢ : Aut(K(a)/K) > o +—i € Z/nZ. Dac # T
impliziert 7 # j, ist ¢ injektiv. Also ist Aut(K(a)/K) C Z/nZ und damit selbst zyklisch.
Die Ordnung d mufl die Ordnung n von Z/nZ teilen. O

Folgerung 13.8 (Kummererweiterung I). Seip prim, x(K) # p und E,(K) C K. Seia € K
und o ¢ K eine Nullstelle von 2P — a. Dann gelten

(1) K(«) st galoissch tiber K,

(2) [K(a) - K] =p.

Beweis. K enthélt eine primitive p Einheitswurzel ( € PE,(K). Nach Satz 13.6 ist K(«)
galoissch tiber K und Zerfiallungskorper von a? — a. Nach Satz 13.7 ist [K(«) : K] ein Teiler
von p, also [K(«a) : K] = p. O

Folgerung 13.9 (Kummererweiterung II). Sei p prim, x(K) # p und E,(K) C K. Sei
L : K galoissch und [L : K] = p. Dann gibt es ein o € L mit L = K(a) und of € K. Weiter
st P — o irreduzibel.

Beweis. K enthélt eine primitive p-te Einheitswurzel, und die Gruppe Aut(L/K) hat die
Ordnung p, ist also zyklisch. In Satz 13.7 verwenden wir p = d = n und erhalten aus (3) die
Behauptung. O

Satz 13.10 (Artin-Schreier). Sei K ein Korper der Charakteristik p # 0 und L ein Erweite-
rungskorper von K. L ist genau dann eine zyklische Erweiterung von K vom Grade p, wenn
L Zerfillungskéorper eines irreduziblen Polynoms der Form z? —x — a € K|x] ist. In diesem
Falle ist L = K(«), wobei a eine Nullstelle von aP — x — a ist.

Beweis. Sei L : K zyklisch vom Grad p. Sei 0 € Aut(L/K) ein Erzeugendenelement. Dann ist
TE() =[L: K]-1=p-1=0. Also gibt es nach Satz 13.4 ein & € L mit 1 = —a+0o(a). Damit
ist o(a) =a+1#a,alsoa ¢ K. Da[L: K| =p, gibt es keine echten Zwischenkérper, also
ist L = K(«a). Weiter ist o(a?) = (a+1)? = oP+1, also o(aP —a) = (a?+1)—(a+1) = P —«
und damit a? —a =: a € K. Daher ist « eine Nullstelle von 2 — z — a € K|z]. Dieses mufis
das Minimalpolynom von « sein, weil der Grad des Minimalpolynoms gleich dem Korpergrad
[L : K] = p sein muB.

Die anderen Nullstellen von 27 — xz — a sind a +¢ € K, wobei ¢ = 14+ ...+ 1 € K im
Primkérper liegt. Es ist ndmlich (o +¢)? — (a+1i) —1 =P +i—a—i—1 = 0. Also ist K(«)
Zertallungskorper von o — x — a.
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Sei umgekehrt L Zerfallungskorper von 2P —x —a € Klz|. Sei v eine Nullstelle von 2 — 2 —a
in L. Dann enthélt K (a) wie zuvor genau p verschiedene Nullstellen ov+i. Also ist 2 —x —a
separabel, K(«) = L ist Zerfallungskorper von 2? — x — a und L : K ist galoissch. Jedes
o € Aut(L/K) ist vollstandig bestimmt durch o(a) und o(«) ist Nullstelle von 2? — x — a.
Daher ist o(a) = a + i fiir ein ¢ im Primkorper von K. Wir erhalten durch o — i einen
injektiven Homomorphismus ¢ : Aut(L/K) — Z/pZ. Damit ergeben sich zwei Félle:

(1) Aut(L/K) =1, [L: K] =1 und 2? — x — a zerfillt iiber K, oder

(2) Aut(L/K) = Z/pZ, |L : K] = p und 2P — x — a ist irreduzibel. O

Folgerung 13.11. Sei K ein Korper der Charakteristik x(K) = p # 0. Das Polynom
P —x —a € K[z] ist entweder irreduzibel oder es zerfallt in K|x].

Ubung 13.12. (1) Hungerford Proposition 7.7

14. RADIKALERWEITERUNGEN

Definition 14.1. Eine Korpererweiterung L : K heifit eine Radikalerweiterung, wenn L =
K(uq,...,u,) und wenn gelten

(1) eine Potenz von u; liegt in K,
(2) fiir alle i > 2 liegt eine Potenz von w; in K (uq, ..., u;_1).

Wenn u}* € K, dann ist u; Nullstelle von 2™ — (u]*) € K[x]. uy heift dann ein Radikal iiber
K.

Beachte: Radikalerweiterungen sind endliche Korpererweiterungen.

Definition 14.2. (1) Sei f € K[z]. f heifit durch Radikale aufiosbar, wenn es eine Radi-

kalerweiterung L : K gibt, die einen Zerfillungskorper F von f enthélt: L O F O K.

(2) Eine Korpererweiterung F' : K heifit durch Radikale auflésbar, wenn es eine Radika-
lerweiterung L : K gibt mit L O F O K.

Definition 14.3. L : K heifit eine irreduzible Radikalerweiterung, wenn L = K(uq, ..., uy,)
und das Minimalpolynom von w; iiber K (uq,...,u; 1) von folgender Form ist

2™ —ve K(uy, ..., ui—1)[z]
Beispiele 14.4. (1) z° + az + b = 0 hat die Losungen

CEVEED (k) £ 2)

(2) Cardanosche Formeln: (1545) [vorher Scipio del Ferro, Tartaglia] Sei y(K) # 2,3. Die
kubische Gleichung 3 + ax? + bx + ¢ = 0 hat mit

T1,2 =

— a? o 2a3 ab+
P=0mgn =y m g e

¢ a, P & el a PP ¢
P.—\/ 2—|— 27+4undQ._\/ 5 27—|—4

und
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die Losungen

a
P _Z
rQ-%,
wP—l—w2Q—g,
w2P+wQ—§

wobei w eine 3-te primitive Einheitswurzel ist.

Definition 14.5. Eine Gruppe G heiit auflisbar, wenn es Untergruppen {e} = G, C G,_; C
... € Gy = G gibt mit G;4; normal in G; und G;/G, 4, abelsch.

Bemerkung 14.6. (1) Abelsche Gruppen sind auflésbar.
(2) Jede Untergruppe U einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar. Man schneide die Aufldsung
{e} =G, CG,_; C...C Gy =G mit der Untergruppe U.
(3) Ubung: Jede Faktorgruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflésbar.

Lemma 14.7. Seien K C E C F galoissche Korpererweiterungen und seien Aut(F/E) und
Aut(E/K) auflésbar. Dann ist auch Aut(F/K) auflosbar.

Beweis. Es ist Aut(F/K)/Aut(F/E) = Aut(E/K) = Uy 2 Uy 2 ... 2 U, = {e}, wo-
bei U;y1 in U; normal und U; /U, abelsch sind. Wir identifizieren Aut(F/K)/ Aut(F/E)
mit Aut(F/K) entlang des Isomorphismus. Die Restklassenabbildung v : Aut(F/K) —
Aut(E/K) ist surjektiv. Wir erhalten Untergruppen V; := v~(U;) und eine Kette

A(F/K)=V,2ViD...2V, = Awt(F/E) D2 V,11 D ... 2 V,, = {e}

mit V;,1 normal in V; und V;/V;,; abelsch fir alle ¢ = 0,...,m. Fir i = 0,...,n — 1 gilt
namlich V;/Viy1 = (Vi/V,,)/(Vie1/Vy) = U; /Ui yq. Damit sind alle Gruppen V4 in V; normal
und V;/V;;; abelsch. Folglich ist Aut(F'/K') auflésbar. O

Natiirlich ist dieses lediglich eine Aussage {iber Gruppen und hat mit Galoistheorie nichts
zu tun. Wir werden aber die Aussage in dieser Form benétigen.

Satz 14.8. Sei x(K) = 0 oder x(K) = p > p; , wobei p; die i-te Primzahl ist, und seien
¢ € PE,,(K) fir alle i <. Dann gelten:

(1) L:=K(G,...,¢) ist eine irreduzible Radikalerweiterung von K mit L O E, (K) fir
allei =1,...,1L.
(2) L: K ist galoissch und Aut(L/K) ist auflisbar.

Beweis. Wir konstruieren L durch vollstdndige Induktion nach [.

Induktionsanfang: [ = 1 und p; = 2. Wegen 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) ist (; = —1. Dann
ist L := Ky := K = K(—1) = K((1) 2 K eine irreduzible Radikalerweiterung mit dem
irreduziblen Polynom x — 1. Es ist Ey(K) C K wegen p > 2 und —1 = (; € K. Schliefilich
ist K : K galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe Aut(K/K) = {e}.

Induktionsannahme: Sei K;_1) = K((i,...,Go1) 2 K mit Kq_1y 2 E,(K), i < [ eine
irreduzible Radikalerweiterung und sei K_q) : K galoissch und Aut(K_yy/K) auflosbar.
InduktionsschluB: Wir definieren Ky := K_1)((;) als Zerféillungskérper von P — 1 iiber
K(-1). Dann ist Ky : K_1) galoissch, denn (27 — 1) = pz?~" hat nur 0 als Nullstelle.
Daher ist 27 — 1 separabel. Weiter ist G' := Aut(K(;/K-1)) zyklisch nach Folgerung 12.13
und |G| < p; (Bezeichnung fiir unser Ky in 12.13 ist K),). Also gibt es Gruppen {e} =
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G, ; ; Go = G mit |G;/Gi1| = pj, < pi(< p) fiir geeignete j; < [ und die
G sind normale Untergruppen. Daraus erhalten wir Kérpererweiterungen K¢y = L, 2
2 Lo = Kq_1y mit [Li1y : L;] = pj,. Also ist L1 = L;i(c;), wobei o; nach Satz 13.7 das
Minimalpolynom zP — (e’ ) hat. Damit ist K : K(_1) eine irreduzible Radikalerweiterung.
Nach Konstruktion gilt K¢ 2 E,, (K) fiir alle i = 1,..., 1. Es ist Aut(K()/K;-1)) abelsch
und damit auflésbar. Da K(I) = K((,. .., () Zerfallungskorper der Polynome -7 — 1,4 < 1
tiber K ist, ist K(I) : K galoissch. Es sind Aut(K)/K;—1)) und Aut(K_1)/K) auflésbar.
Die Auflésbarkeit von Aut(K(;/K) folgt aus Lemma 14.7. O

G, ;
G; C

Lemma 14.9. Sei L : K eine Korpererweiterung. Sei K(«) : K eine galoissche Kérpererwei-

terung. Dann ist auch L(a) : L eine galoissche Korpererweiterung. Weiter st
Aut(L(a)/L) C Aut(K(a)/K).

Beweis. Es gilt L(o) = K(a)(L). Damit ist der Korper L(«) Zerfiallungskorper des separa-
blen (Minimal-)Polynoms f € K[z| C L[z] von « iiber L. Also ist L(«) : L eine galoissche
Korpererweiterung.

Sei nun 0 € Aut(L(«)/L). o ist festgelegt durch die Permutation, die es auf den Nullstellen
von f induziert. Also bildet ¢ den Kérper K(«) in sich ab und la8t die Elemente von K
fix. Diese Einschrinkung von ¢ auf K («) induziert offenbar einen Gruppenhomomorphismus
Aut(L(a)/L) — Aut(K(a)/K). Dieser ist injektiv, denn wenn o auf K(«) die Identitét
ergibt, dann auch auf den Nullstellen von f und damit auch auf L(«). Folglich kénnen wir
identifizieren Aut(L(a)/L) C Aut(K (a)/K). O

Definition 14.10. Sei L : K eine Korpererweiterung und o € L. Der Fxponent von « ist
die kleinste natiirliche Zahl m mit o™ € K oder oc.

Satz 14.11. (1) Sei F': K eine galoissche Kdrpererweiterung und x(K) =0 oder x(K)
grofler als alle Primteiler von [F : K|. Sei Aut(F/K) eine auflosbare Gruppe. Dann
ist F'in einer Radikalerweiterung L : K enthalten, d.h. durch Radikale auflosbar.

(2) Sei F': K eine Korpererweiterung und sei K (ay, . .., ay) eine Radikalerweiterung von
K mit F C K(aq,...,ay). Sei x(K) =0 oder x(K) grifler als alle Primteiler aller
FExponenten der cy;. Dann besitzt die kleinste galoissche Korpererweiterung L : K mat
L DO F eine auflosbare Galoisgruppe.

Beweis. (1) Sei p; die grofite Primzahl mit p;/[F : K|. Wie in Satz 14.8 sei Ky := K((1, ..., Q).
Da F': K galoissch ist, ist /' := K («a) (Satz vom primitiven Element). Damit ist K (a) : K
galoissch und F' C K(a). Also ist G := Aut(K (o) /Ky) € Aut(F/K) auflosbar. Folglich
gibt es Untergruppen {e} C H; C ... C H;, = G mit H;/H;;1 abelsch und sogar = Z/pZ
(fiir geeignete Primzahlen p) nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen.
Die entsprechende Kette der Fixkorper sei Kgy = L, € ... C Ly € Kgy(o) mit L; : Ly
galoissch und [L; : L;y1] = p < p;. Nach Folgerung 13.9 ist L; : L;,1 eine einfache irredu-
zible Radikalerweiterung und K)(a) : Ky eine irreduzible Radikalerweiterung. Weiter ist
Ky : K eine irreduzible Radikalerweiterung und damit auch Kq)(o) : K. Da F' C Kg)(a),
ist ' durch Radikale auflésbar.

(2) Sei p; die grofite Primzahl mit p;/[F : K].

a) Behauptung: Es gibt Radikale ; mit K(aq,...,a.) = K(f,..., ), deren Exponenten
Primzahlen < p; sind und die Teiler der Exponenten von einem der «aq, ..., a, sind.
Beweis: Sei av Nullstelle des Polynoms 2™ — a und sei m = py - ... - ps die Primzahlzerlegung
von m. Dann ist K(a) = K (a2 Ps a3 Ps . aP «), denn « ist Nullstelle von zPs — aPs,
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aPs ist Nullstelle von xPs—1 — aPs-1Ps usw. Folglich ist

o /\/7: a

Man wihle also fiir die 3; geeignete Potenzen der «;.
b) Behauptung: Sei Ky := K((i,...,¢) wie in Satz 14.8. Fiir Ky(51,...,05;) gibt es eine
Kérpererweiterung Ly 2 Kq)(61, ..., ) mit
i) L; : K ist galoissch.
ii) Ly = Kqy(71,---,7s), wobei die 7; Radikale mit Primzahlexponent < p; sind und die
Kaoy(vs---5%i41) : Kgy(n, - -+, v) galoissch vom Grad p < p; fiir Primzahlen p sind.

Beweis von i) durch Induktion nach ¢: Der Fall ¢ = 0 ist trivial.

Induktionsschlufl von ¢t — 1 auf ¢. Sei (; Nullstelle von 2 — b mit b € L;_; und p < p,.
Seien b = b1 b2 . b™ die Konjugierten von b in L,_; iiber K (d.h. b = o;(b), o; €
Aut(L,_1/K)). Seien B, = W, ..., 3™ alle Nullstellen aller Polynome x? — b(. Definiere
Lt = Lt—l(ﬁ(l)u s 7B(n))

Sei N : K eine galoissche Korpererweiterung mit N O L;. Sei 0 : Ly — N ein K-(Korper-)
Homomorphismus. Dann 148t sich o auf N fortsetzen, und es gilt o(L;—1) C L; 1, weil
L; 1 : K galoissch ist.

Wir berechnen die ¢(3®) wie folgt. 3@7 = bU), also o(BD)P = o(bV)) € {bM), ... b}
Damit ist o(3@) € {M,..., 3™} und o(L;) C L,. Daraus folgt, dal L, : K galoissch ist,
also Aussage i).

Beweis von 1) durch Induktion nach j < n: Es sind ineinander enthalten:

KCL bW, ... b))y CL(4Y,. ... .3 CN

Induktionsanfang ¢ = 1:

1. Fall: M € L, ;. Dann ist kein v zu L,_; hinzuzufiigen.

2. Fall: V) ¢ L, ;. Dann ist L,_1(3"Y) : L,_; galoissch und [L,_1(3") : L,_1] ist eine
Primzahl < p;. Nach Folgerung 13.8 setzen wir 7, := g,

Induktionsschlufl von j — 1 auf j:

L Fall: 39 € L, (8D, ..., 897Y) = L _1(7, ..., %m) = Kgy(11, -+, ¥m)- Dann ist kein v
hinzuzufiigen.

2. Fall: 89 ¢ L,_(BW, ..., 3Y=D). Wie zuvor setzen wir vy, := 39,

¢) Behauptung: Die Galoisgruppe von L; : K ist auflosbar, also auch die Galoisgruppe der
kleinsten Galoiserweiterung L von K, die F' enthalt.

Beweis: Nach Satz 14.8 ist K(;) : K galoissch mit auflésbarer Galoisgruppe. Wir haben K C
Koy € Kgy(m) € ... € Kgy(n,---,7) = Lg. Dabei ist L, : K galoissch mit Galoisgruppe
G. Die zugehorige Kette von Untergruppen ist G 2 Uy O ... O Uy, = {e}. Dabei ist
G/Uy = Aut(Ky/K) auflosbar, U; /U1 = Aut(Kgy (1, -5 %)/ Ky (7, .. .,7)) hat die
Ordnung p < p; nach Behauptung b). Mit U;y; und U;/U; 4 ist nach Lemma 14.7 auch U,
auflosbar. Mit Uy und G /Uy ist auch G auflosbar. O

Folgerung 14.12. Sei x(K) = 0 oder x(K) > 3. Dann ist jedes Polynom f € K|x] vom
Grad < 4 durch Radikale auflosbar.

Beweis. Sei L Zerfallungskorper von f. Das Polynom f hat < 4 Nullstellen in L. Aut(L/K)
permutiert diese Nullstellen, also ist Aut(L/K) C Sy. Sy ist auflésbar, denn wir haben
Sy 2 Ay O Vi D {e}, alle Untergruppen sind normal in der néchst grofleren Untergruppe
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und die Restklassengruppen sind Sy/Ay = Zy, Ay/Vy = Z3 und Vj, also abelsch. Also ist
Aut(L/K) O (Aut(L/K N Ay) O (Aut(L/K)NVy) 2 0 eine Auflésung von Aut(L/K). O

Hauptsatz 14.13 (iiber Auflosung durch Radikale). Sei F': K eine Galoiserweiterung und
X(K) = 0 oder x(K) = p, wobei p grifler als alle Primteiler von [F : K| ist. Dann sind
dquivalent:

(1) Aut(F/K) ist auflosbar;
(2) F: K ist durch Radikale auflisbar.
Satz 14.14 (von Abel (1824)). Sei x(K) = 0 oder x(K) = p, wobei p grifier als alle
Primteiler von n ist. Sei
flx)=a" —a 2™ '+ ...+ (=1)"a, € K(ay,...,a,)[7]

die allgemeine Gleichung n-ten Grades. Die a; seien transzendent tiber K(ay,...,a;—1) fir
allei =1,...,n. Das Polynom f(x) ist genau dann durch Radikale auflosbar, wenn n < 4.

Beweis. Die Galoisgruppe von f ist S, nach Satz 10.13. Die Gruppe S, enthélt A, als
Normalteiler. A,, ist nach Satz 4.29 genau dann einfach, wenn n # 4. Da A,, fiir n > 4 nicht
abelsch ist, ist S, fiir n > 4 nicht auflosbar. Da Ay = {e} und A3 = Z/3Z, sind S, Sz, und
S4 auflosbar. O

15. KONSTRUKTION REGELMASSIGER n-ECKE

Bemerkung 15.1. Das regelméflige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn eine primitive
n-te Einheitswurzel ( = o + i3 € C konstruierbar ist.

Satz 15.2. Das regelmdfsige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn die FEulersche -
Funktion p(n) eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Die primitive Einheitswurzel ( = « + i € C ist genau dann konstruierbar (iiber
Q), wenn a und [ konstruierbar sind, d.h. dafl es nach Satz 3.6 o, € L C R gibt mit
L : Q] = 2" Dai € Q@) mit [Q:) : Q] = 2, ist [Q(a, ) : Q] = 2™ &equivalent zu
[Q(a, B,4) : Q] = [Q(¢,4) + Q] = 2mF!. Tatséichlich ist 2(( + () = a mit ( = ("~ und
2%.(( — () = a. Das ist wiederum #quivalent zu [Q(¢) : Q] = [Q, : Q,) = 2" fiir geeignetes r.
Nach Satz 12.14 (2) ist das dquivalent zu ¢(n) = 2". O

Definition 15.3. Ein Primzahl p heifit Fermatsche Primzahl, wenn p geschrieben werden
kann als
p=2"+1.

Lemma 15.4. Sei p eine Primzahl der Form p = 2V + 1. Dann ist p eine Fermatsche
Primzahl.

Beweis. Sei a ein Teiler von N. Dann ist die Primzahl
p=(2""+1=2"+ D)2 = (22 +...+1),
also a = 1 und damit N = 2™. Damit ist p eine Fermatsche Primzahl. U
Bemerkung 15.5. Die einzigen bekannten Fermatschen Primzahlen sind
3=2"41,5=2" 41, 17=2" 41, 257=2% 41, 65537 =2% + 1.
Es ist sicher, da die Zahlen 22" + 1 fiir m = 5, ..., 19 keine Primzahlen sind. So ist etwa

Fo = 2% 11 =641 - 6700417.
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Satz 15.6. Das regelmdifige n-FEck lifit sich genau dann mit Zirkel und Lineal konstruieren,
wenn n ein Produkt einer Zweierpotenz mit paarweise verschiedenen Fermatschen Primzah-
len st

n=2py...0m-

Beweis. n werde als Produkt von Primzahlpotenzen geschrieben n = 24p2 ... pim. Nach
Satz 12.4 ist dann p(n) = ©(21)@(p) ... @(pim) ebenfalls ein entsprechendes Produkt. Jeder
Faktor ist eine Zweierpotenz genau dann, wenn das regelméflige n-Eck konstruierbar ist.

Es ist ¢(2') = 2°- (1 — 1) immer eine Zweierpotenz. Weiter ist ¢(p’) = p* — p"~! durch p*
teilbar, also nur dann eine Zweierpotenz, wenn i = 1 ist. In diesem Falle ist p(p) = p — 1
eine Zweierpotenz genau dann, wenn p = 2V + 1. O

Bemerkung 15.7. Konstruktionen des regelméfligen n-Ecks fir n = 3,5,15 und n =
2m . 3,2™.5,2™ 15 sind aus dem Altertum bekannt. Das 7-Eck und das 9-Eck sind nicht
konstruierbar. Die Konstruktion des 5-Ecks hidngt eng mit dem goldenen Schnitt zusammen.
C.F.GauB} (1777-1855) hat 1796 als erster die Konstruktion des regelméfigen 17-Ecks angege-
ben. Eine mogliche Konstruktion des regelméfligen 17-Ecks geht auf F.J.Richelot (1808-1875)
zuriick (1832). In den Archiven des Gottinger Mathematischen Seminars liegt ein Koffer mit
einer unter Gaufl entstandene Dissertation iiber die Konstruktion des regelméafligen 65537-
Ecks.

16. ZAHLEN ZUR BASIS p

Bemerkung 16.1. Sei p > 1 eine natiirliche Zahl. Jede natiirliche Zahl r € N 148t sich
eindeutig in der Darstellung zur Basis p

r=app" + ap1p" 4+ apt + agp® = (ann_1 ... aap)p

mit 0 < a; < pund 0 < a,, darstellen. Die Addition von natiirlichen Zahlen in der Darstellung
zur Basis p erfolgt wie folgt:

r = (anan_1...a100)p
s = (bpbp_1...b1bo),
r+5s = (Cpt1Cn-..C100)p
_Jai+ b+ di, ~J0, fallsa; +b;+diy <p,
“@ = a; +b; +d;—1 — p, e 1, falls a; + b + di—y > p,

Die Multiplikation hat eine #hnliche Beschreibung des “Ubertragens” auf andere Stellen.

Bemerkung 16.2 (Zur Bestimmung der Ziffern in der Darstellung zur Basis p.). Wir schrei-
ben die Elemente von Z/p"Z als {0,1,...,a@,...,p” — 1} mit den von nun an festgelegten
Représentanten 0 < a < p".
Sei

Un1:Z|p"Z>a—a € Z/p" 'L
der Restklassenhomomorphismus. Sei weiter

b Z/p" 'L D>a—a € L/p"L
die mit den oben definierten Reprisentanten gebildete Abbildung

Z/p"'7.=2{0,1,...,a,...,p" =1} — Z/p"Z.
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Beachte, dal durch die eindeutige Festlegung der Représentanten keine Wohldefiniertheit
gepriift werden mufl und daf ¢, ; kein Homomorphismus ist. Es ist jedoch

Vp—1ln—1 = idgzpm-17 : Z)p" 2 — Z)p" .

Weiter ist ay,—1 1= idz/pmz —tn-1Vn-1 @ Z/p"Z — Z/p"Z eine Abbildung mit Bi(cn,-1) =
p" Z/p"Z, denn v, 1,y @ Z/p"Z — 7 /p"'7Z ist die Nullabbildung. Die Elemente aus
Bi(a,_1) = p"'Z/p"Z haben dann die Darstellung ap®! mit einem eindeutig bestimmten
amit 0 <a<p.

Unter dem kanonischen Isomorphismus 7,1 : p" 'Z/p"Z = Z/pZ = {0,1,...,p — 1} wird
dann jedes Element ap”~! abgebildet auf a € {0,1,...,p— 1}. Es sei 5,1 = Yn_10n_1-

Die Zahl

T = (anp™ + apnoap™ '+ ...+ arp' + app®) = (anan_1 ... a100),
wird durch f; dann abgebildet auf a;. Damit erhalten wir die oben angebene Darstellung r =
(@nGp—1 .. .a1a9), und die zu bestimmenden Koeffizienten. Die Addition und Multiplikation
von zwei Zahlen zur Basis p kann man also in N vornehmen und dann die 3; auf die Ergebnisse
anwenden.
Da die Stellen in der Darstellung zur Basis p mit Hilfe von Abbildungen f; erhalten wer-
den, ist die Darstellung von natiirlichen Zahlen in der Form r = (a,a,—1...a100), =
(Bn(T)Br=1(T) ... B1(F)Bo(T)), eindeutig.
Beachte: (a,a5—1...a100)p + (bpbp—1...b1b0)p = (an—1...a100)p + (bp—1...b1by), mod p"
und analog (a,@n—1...a100)p - (bubn—1...b100)p = (an-1...a1a0)p - (bp—1...b1by), mod p",
weil beide Operationen in Z/p"Z bzw. Z/p"~'Z durchgefiihrt werden.

Beispiel 16.3. (1) Es ist 0 das neutrale Element der Addition in Z/p"Z, also ist (0...0),
das neutrale Element fiir die Addition der Zahlen zur Basis p. L

(2) Sei 7 =3t op—1p' = (p-1)(p—1)...(p = 1)(p—1))p- Dann ist T +7 = (1), +
(p—1D(p-1)...(p—1)(p—1)), =0 also

T=((p-Dlp-1)...(p—Dp-1),

oder
—1=(p-Dp-1)...(p=D(p—1)), mod (p").
Definition 16.4. Sei
(a;]i =0,1,...,00)

eine Folge von natiirlichen Zahlen mit 0 < a; < p. Wir betrachten die Folge der Teilsummen

(b) == ) _ axp®li € N) = (ann_1- .. a1ap), (1)

k=0

Die Reihe

o)
Z ak,pk = ( .. &3a2a1ao)p
k=0

sei eine Abkiirzung fiir die Folge der Teilsummen (b;) und heifit eine p-adische ganze Zahl.
Die Menge der p-adischen ganzen Zahlen werde mit Z, bezeichnet.

Beachte, daf die Folge der Teilsummen nicht konvergiert und daf§ damit (zunéchst) > p- , arp® =
(...agazaiap), kein Element darstellen kann, gegen daf die Folge der endlichen Teilsummen
konvergieren kénnte.
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Bemerkung 16.5. Die p-adischen ganzen Zahlen haben eine Addition und eine Multipli-
p) addiert bzw. multipliziert.
Die p-adischen ganzen Zahlen sind damit ein kommutativer Ring und der Ring Z kann mit
dem Unterring der abbrechenden Reihen (a,, = 0 fiir geniigend grofie n) identifiziert werden.

kation, indem man die Teilsummen (oder Teilfolgen zur Basis

Beispiel 16.6. Sei » € N. Dann hat r eine eindeutige Darstellung zur Basis p in der Form
r =Y ,ap" (Zifferndarstellung) in Z,, wobei ein ng existiert, soda$l die a,, = 0 fiir alle

n > ny.
Fir —1 € Z hat (...00(—1)), die Darstellung

o

“1=@p@-D+@-Dp+@-p+...=> (p—1)p"
k=0
denn die Summe ist
p+p—1p+(p-1p*+... =0+p-p+(p-—1p*+...
=04+0+p-p*+...
=04+04+0+...=0.

Man darf bis zum n-ten Glied rechnen, da die Terme in Z/p"Z betrachtet werden.
In &hnlicher Weise haben alle negativen ganzen Zahlen Darstellungen durch (1).

Die rationale Zahl % 148t sich fiir p = 3 darstellen als

2
denn bei Multiplikation mit 2 ergibt sich

1 =(...1112)3 - (...0002)s

1
—=2+41-p+1-p*+...=(..1112)3,

=(2:2)-39+2-3+2-3%+...

=1+3-3+2-3%2+...

=14+0+3-32+...

=14+0+0+...
oder
1112 -...0002
...0011
...0002
...0002
... 0002

...0001

Ein weiteres interessantes Element mit der Darstellung (1) ist
Vi=1+1-3+1-324+0-32+2-3 4. =(
denn durch Quadrieren der Zahlen zur Basis 3 erhélt man

...20020111 - ...20020111
...20020111
...20020111
...20020111
...110110222
...110110222
7= ...00000021

...20020111)3,
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Bemerkung 16.7 (Die p-adischen Zahlen als Limes der Restklassen modulo p™). Sei vF :
Z/p*7 > a — @ € Z/p'Z der kanonische Restklassenhomomorphismus fiir alle i < n. Wir
definieren

M= {(bpy ... bo,br) €ELYPL X ... X LT x L) pZ|vF (bi) = b} .

Offenbar ist ZZ(J CZ/p"Z x ... x Z]p*Z x Z/pZ ein Unterring. Weiter ist Z;n) = 7/p"Z.
Die Elemente (by,...,by,b1) € Z/p"Z x ... x L/p*Z x Z/pZ lassen sich wie oben in Zif-
ferndarstellung zur Ba81s p darstellen. Dabei folgt aus (ag_...aja0), = (br, ..., by, by) die
Gleichung (a;_; ...aja0), = (bi, ..., by, by) fiir alle i < k.

Damit sind Addition, Subtraktlon und Multiplikation der ersten i-Stellen der Darstellung
zur Basis p unabhéngig von dem Ergebniss bei den hoheren Stellen. Die hoheren Stellen
konnen bei Rechnungen zunéchst ,, vernachléssigt® werden.

Aus diesen Uberlegungen erhalten wir eine neue Definition von Z, als

Zyp:={(...,by,b1) € ... X ZJp*Z x L|pZ|v}(br) = b;} .

Offenbar ist Z, C ... xZ/p*ZxZ/pZ = [[:2, Z./p'Z ein Unterring. Die Elemente (. .., by, by) €
X Z/p*’Z X 7] pZ lassen sich wie oben in Zifferndarstellung zur Basis p darstellen Dabei

folgt aus (...ajag), = (..., by, by) die Gleichung (a;_; ...ayap), = (bs, ..., b, by) fiir alle i.

Damit sind Addition, Subtraktlon und Multlphkatlon der ersten i—Stellen der Darstellung

zur Basis p unabhéngig von dem Ergebniss bei den hoéheren Stellen. Die hoheren Stellen

konnen bei Rechnungen zunéchst ,, vernachlassigt® werden.

Allerdings ist Z, nicht isomorph zu einem der Faktoren im Produkt.

17. BEWERTUNGEN

Definition 17.1. Sei R ein Integritétsring. Eine Bewertung von R ist eine Funktion ¢ : R
— R mit

(1) Va € R: ¢(a) > 0 und ¢(a) = 0 dann und nur dann, wenn a = 0.

(2) Ya,b € R: p(ab) = v(a)p(b).

(3) Va,b e R: p(a+b) <p(a) + ¢(b) (Dreiecksungleichung).
Eine Funktion ¢ : R — R heif3t nicht archimedische Bewertung oder Ultranorm, wenn

(1) Ya € R: ¢(a) > 0 und ¢(a) = 0 dann und nur dann, wenn a = 0.
(2) Ya,b € R: p(ab) = ¢(a)p(b).
(3) Va,b € R: p(a+b) <max(p(a),p(b)).

Wenn eine Bewertung keine Ultranorm ist, dann heifit sie archimedisch.

Beachte: max(p(a), (b)) < ¢(a) + o(b), weil p(a), p(b) € Ry .

Lemma 17.2. Sei ¢ eine Bewertung von R. Dann gelten

(1) (1) = 1.

(2) p(-1) = 1.

(3) Ya € R: p(—a) = ¢(a).

(4) Va,b € R |p(a) = ¢(b)] < pla—b).
Beweis. (1) Nach Definition 17.1 (2) ist ¢(a) = ¢(a -
(2) Nach Definition 17.1 (2) ist 1 = ¢(1) = p((—1)(—1
17.1 (1) ist p(—1) > 0, also folgt p(—1) = 1.

(3) Es ist p(~a) = p(a- (~1)) = pla)p(~1) = p(a).

1) ), also p(1) = 1.

pla)p(1), also
1)(—1). Wegen Definition

D) ~ ol
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(4) Es ist p(a) = ¢(b+a—b) < ¢(b) + v(a —b), also p(a) — ¢(b) < ¢(a — b). Entsprechend
ist p(b) — p(a) < (b —a) = p(a —b). Daraus folgt die Behauptung,. O

Beispiele 17.3. (1) Sei R C C. Dann ist |.| : R — R eine archimedische Bewertung.
(2) Sei R ein Integritétsring und ¢(a) = 1 fir a # 0 und ¢(0) = 0. Dann ist ¢ eine
Bewertung, die triviale Bewertung.
(3) Sei R = Z und p eine Primzahl. Jedes a € Z \ {0} hat eine eindeutige Darstellung
a = pFa’ mit pta und k > 0. Dann ist p,(a) := p~* zusammen mit ¢,(0) := 0 eine
nicht archimedische Bewertung von R, denn
(1) ist klar.
(2) folgt aus a = pFa’, b = plb/ = ab = p"a'V = ¢, (ab) = p~ k) = p~Fp~l =
p(a)p(b).
(3) Seia = pFa’, b = b mit & < [. Dann ist a+b = p*(a’+p"=*b') und p § o’ +p' =¥
Also folgt p,(a +b) = = pp(a) = max(p,(a), p,(b)).
(4) Sei K ein Kérper und p ein irreduzibles Polynom in K [z]. Dann induziert p eine nicht
archimedische Bewertung von K[z] wie in (3). Die induzierte Bewertung von K ist
die triviale Bewertung.

Ubung. Sei K ein Korper und sei ¢ € K \ {0}. Fiir ein Polynom f € K[z] vom Grad n
definieren wir (f) := ¢ ". Zeige, dafl dieses eine Bewertung ist. Ist sie archimedisch?

Satz 17.4. Sei R ein Integrititsring mit Quotientenkorper Q(R). Sei ¢ : R — R eine
Bewertung von R. Dann gibt es genau eine Fortsetzung von ¢ zu einer Bewertung v : Q(R)
— R. Ist ¢ nicht archimedisch, so ist auch v nicht archimedisch.

Beweis. Sei ¢ eine Fortsetzung von . Dann gilt 1(§)p(b) = ¥($)¥(b) = ¥(3b) = Y(a) =
v(a), also

a, _pla)
Y(— :
% 0)

Es bleibt zu zeigen, da die Funktion (%) := (—)) tatsiachlich immer eine Bewertung ist. (1)
und (2) sind klar. Zu (3) gilt

a ¢ ad+be,  plad+bc) _ plad) + o(bc)

40 = = <

ﬁj(b * d) W bd ) o(be) o(be)

a

=X + 0 =9 + 9.

Sei nun ¢ nicht archimdisch. Dann haben wir

a c ad+be,  plad+be)  max(p(ad), p(be))
7/’(5 * 3) =¥l bd )= o(be) = o(be)
e(ad) @(bec) ad bc a c

) = max(u(39), 6 (:2)) = max((5), v(5).
U

Definition 17.5. Die Bewertung ¢, : Z — R aus Beispiel 17.3 (3) ist eine nicht archime-
dische Bewertung und die Fortsetzung ¢, : Q — R ist ebenfalls nicht archimedisch. Diese
Bewertungen heiflen p-adische Bewertungen. Wir schreiben |al, 1= p,(a).
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Beispiel 17.6. Die Fortsetzung der p-adischen Bewertung ¢, : Q — R kann wie folgt
beschrieben werden. Fiir eine rationale Zahl § € Q nehmen wir (a,b) = 1 an. Dann ist
a =p'a’ mit (p,a’) =1, (p,b) = 1 und i > 1 oder es ist b = p~*' mit (p,V') =1, (p,a) =1
und ¢ < 0. Die p-adische Norm ist dann

a
|g|p:p

—1

Satz 17.7. Eine Bewertung ¢ : R — R st genau dann archimedisch, wenn es Zahln € N
gibt mit o(n - 1) > 1.

Beweis. Sei ¢ nicht archimedisch. Dann ist p(n-1) = ¢(14...4+1) < max(¢(1),...,¢(1)) =

p(1) = L.
Sei p(n - 1) <1 fiir alle n. Dann ist p(n - ¢) = p(n - 1)p(c) < ¢(c). Daraus folgt
)

pla+0)" =¢((a+b)"
= ( ( Ja" b+ (1 )abm ™ £ b)
<p(a”) +@((P)am10) + .+ (") ab" ) + p(b)
< ( ) P(@18) + ...+ plab™) + p(b)
< (n+ 1) max(p(a), o(b))",

oder p(a +b) < /n+ Imax(p(a),p(d)). Da lim,—. v/n+ 1 = 1, ergibt sich ¢(a + b) <
max(¢(a), (b)). Also ist ¢ nicht archimedisch. O

Bemerkung 17.8. Bei einer archimedischen Bewertung gibt es natiirliche Zahlen m mit
beliebig grofer Bewertung ¢(m), weil fiir p(n) =1+ 0 gilt p(n') = p(n)* > 1+t - 4. Dieses
ist das archimedische Axiom in der Elementargeometrie.

Satz 17.9. Sei K ein endlicher Korper. Jede Bewertung von K ist trivial.

Beweis. Seia € K, a # 0. Da K* eine endliche Gruppe ist, gibt es ein m mit ¢ = 1. Dann
ist p(a)™ = p(a™) = p(1) =1 in Ry, also p(a) = 1. O

Bemerkung 17.10. Die Dreiecksungleichung im p-adischen Fall ist |a+b|, < max(|alp, |b],)-
Sie bedeutet im Falle |a|, # |b], folgendes. O.E.d.A. sei |a|, < |b|,. Dann ist |a + b|, < |b],.
Weiter ist |b|, = |(a+b) — a|, < max(|a+bl,,|al,). Wegen |b], > |al, ist dann |b], < |a+b],,
also folgt |b|, = |a + b|,. Wir haben gezeigt: Jedes Dreieck mit den Seiten a, b, a + b ist im
p-adischen Fall gleichschenklig.

Bemerkung 17.11. Sei » € R* und a € R. Der Ring R sei nicht-archimedisch bewertet
mit ||a|| ;= ¢(a). Die offene Kreisscheibe um a mit dem Radius r sei

D(a,r):=={z € R | ||z —al| <r}.
Sei nun b € D(a,r). Dann folgt

x € D(a,r)=|lr—a|l| <r=
|z = bl = [[(z = a) + (a = D)|| < max(|[z — all,[la = b]]) <r=
x € D(b,r).

Analog zeigt man D(b,r) C D(a,r), also D(a,r) = D(b,r). Die offene Kreisscheibe mit
Radius r um jeden Punkt b € D(a,r) ist genau D(a,r).
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18. CAuCcHY-FOLGEN
Definition 18.1. Sei ¢ = ||.|| : R — R eine Bewertung. Eine Cauchy-Folge bzgl. ¢ ist eine
Folge (a;)ieny mit der Eigenschaft:
zu jedem € > 0 in R gibt es ein ng € N, so daB fiir alle i, j > ng gilt ||a; — a;]] <,
Ve>0,e € R3ng e NVi,j>ng:||la;—a]| <e.
Die Menge der Cauchyfolgen werde mit €2, bezeichnet.

Definition 18.2. Zwei Bewertungen ¢ : R — R und ¢’ : R — R heiflen dquivalent, wenn
jede Folge (a;);en genau dann bzgl. ¢ eine Cauchy-Folge ist, wenn sie bzgl. ¢ eine Cauchy-
Folge ist

Satz 18.3 (Ostrowski). Jede nicht-triviale Bewertung ||.|| auf Q ist dquivalent zur Ultranorm
.|, fiir eine Primzahl p oder zur gewohnlichen Norm |.|« :=|.| auf Q.

Beweis. Fall 1: Sei ¢ = ||.|| eine archimedische Bewertung. Dann existiert eine natiirliche
Zahl n mit ||n|| > 1. Sei ng die kleinste natiirliche Zahl mit ||ng|| > 1. Beachte: ng > 1.
Daher existiert eine positive reelle Zahl o mit ||ng|| = n§. Wir driicken jede natiirliche Zahl
in ihrer ng-adischen Zifferndarstellung aus:

n:a0+a1n0+a2ng+...+asn8 mit 0 < a; < ny,
kurz
n=(as...a1a9)n,-

Dann ist
||| < aol| + [larnol| + [|agngl| + . . . + [lasng]|
= [laol| + [lax||ng + [laz|[ng® + . .. 4 |[as|Ing®

Da a; < ny, ist ||a;|| < 1, also ist

<14+ng+n*+...+n"
=n*(1+ng® +nyg 2 + ... +ny*)
<

n® (32Zo(1/n5)")

dan > n§. Da 32 (1/n§)" konvergiert und unabhéingig von n ist, gibt es eine Konstante C
mit

[Inl]

||n]| < Cn®
fir alle n € N. Insbesondere ist
In]|¥ = [[n¥]] < C(n"™)* = C(n*)N
oder
In|| < ¥VCn®.
Wir bilden den Limes fiir N — oo und erhalten
[[n]] < n®.

Es gilt aber auch die umgekehrte Ungleichung. Wie zuvor schreiben wir n = (as . ..a1a0)n,-

Dann gilt n§™ > n > ng. Da |[ni™|| = [|[n +n5™ — nl| < |n|| + [T — n]|, erhalten wir

[Inl] > g™ || = g™ = nl| = nf™* = (0™ —n)°,
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denn [|nY| = n{™* und nach der ersten Ungleichung gilt |[ng™ — n|| < (ni*! — n)e.
Daraus erhalten wir
[Inl] 2 ng"™" = (gt = nj)* (dan > ng)

_ (st Da 1\

=g 1= (1-35) |

> (C'n®
mit einer Konstanten C’; die von « und ng abhéngt, jedoch nicht von n. Insbesondere ist
]|V = [[n™]] = C'(n")* = C'(n")¥

oder
Inll = VCn®.
Wir bilden den Limes fiir N — oo und erhalten ||n|| > n®, also
[[n]| = n®
Wegen der Vertréglichkeit mit Produkten erhalten wir ||Z|[ = |%|* fiir alle rationalen Zahlen

teQ.

Wir zeigen jetzt, dafi die gewohnliche Norm |x| dquivalent ist zur gegebenen Norm ||z||. Dazu
betrachten wir a; — a; und untersuchen die Cauchyfolgenbedingung. Da o > 0 und damit
die Funktion R, 3 z — x® € R, streng monoton wachsend ist, ist

la; — aj| <e <= |a; —a;|* <.

Damit ist (a;) genau dann eine Cauchyfolge bzgl. |.|, wenn es eine Cauchyfolge bzgl. ||.|| ist.
Die beiden Normen sind also dquivalent.
Fall 2: Sei ¢ = ||.|| eine nicht archimedische Bewertung. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl

n die Gleichung ||n|| < 1. Sei ny die kleinste natiirliche Zahl mit ||ng|| < 1. Ein solches ng
existiert, weil die Bewertung nicht trivial ist.
Wir zeigen, dafl ng eine Primzahl ist. Sei ng = ny - ny mit ny,ny < ng. Dann ist ||nq|| =

l|ne|| = 1 und damit ||ng|| = ||n1]| - ||ne]| = 1. Also kann ny nur eine Primzahl p := ny sein.
Sei ¢ # p eine weitere Primzahl in N. Angenommen ||g|| < 1. Dann gibt es ein N mit
g™ || = [lg][ < &. Weiter gibt es ein M mit ||¢™|| = ||¢||* < 3. Da p™ und ¢" teilerfremd

sind, gibt es ganze Zahlen m und n mit mp™ + ng™ = 1. Es folgt
L= 11| = [lmp" +ng™ || < [lmp™]] + [Ing™|| = [|ml] [I"[| + Inl] [la™]]
Wegen ||m||, [[n|| <1 folgt

1 1
1< [IpM]] + [1¢™]] < 5ts= L.

Also muf [|g|| = 1 fiir jede Primzahl q # p sein.
Fiir jede natiirliche Zahl a = p{'ps ... pr € N erhalten wir

lall = {lpy'py" - o |l = [l lp2l 2 - - M2 [ = [l
wobei a = p'b mit (p,b) = 1.
Wegen der Vertréaglichkeit mit Produkten kénnen wir die Norm auf Q fiir einen gekiirzten
Bruch ¢ € Q wie folgt ausdriicken:

[la]]

a .
=1 = Tor = eIl
b o]

mit dem eindeutig bestimmten ¢ € Z mit a = p'a’ oder b = p~*V' und (p,d’) = (p, ') = 1.



Die p-adischen Zahlen 35

Sei ¢ := ||p||™!. Dann gilt fiir a = p'b mit b = £ € Q und ¢ und d nicht teilbar durch p:

—1

la|| = ¢”" und |al, = p
Es ist p* < & genau dann, wenn p < /¢ genau dann, wenn q < % /. Daher ist eine Folge

genau dann Cauchyfolge bzgl. der gegebenen Norm ||a||, wenn sie Cauchyfolge bzgl. der
p-adischen Norm |al, ist. Die beiden Normen sind also dquivalent. U

19. DIE p-ADISCHEN ZAHLEN

Definition 19.1. Sei ¢ = |.|, : Q — R die p-adische Bewertung und €2, die Menge der
Cauchyfolgen.
Auf €, sei die Relation (a;) ~ (b;) definiert durch die Bedingung

Ve>03dneNVi>n:pla—0b)<e.

Bemerkung 19.2. Sei (a;) eine Cauchy-Folge in Q beziiglich der p-adischen Bewertung |.|,.
Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N, so daf fiir alle 7, j > ng gilt |a; —a;|, = (1/p)F < ¢

oder k%ﬁ < p, wobei pFdie groBte p Potenz ist, die a; — a; teilt. Beachte: fiir rationale a; kann

k auch negativ sein:
U, /

ropUr wwT
“= s pUs’ - P s’

mit (p,r’) = (p,s’) = 1. Man sieht so auch, dafl die Werte, die |.|, annehmen kann, von der

Form p*, k € Z oder 0 sind.

Seir =% € Qundr = piZ—: mit (p,a’) = (p,V’) = 1. Dann ist |r|, < ¢ genau dann, wenn

p~t < £ genau dann, wenn % < pt. Fiir kleine ¢ ist damit p’ und ebenso r ,groB“, genauer

ein Vielfaches einer grofien Potenz von p. Fiir ganze Zahlen a € Z ist damit

lal, Sp_i = pi/a.

Satz 19.3. Sei p die p-adische Bewertung von Q. Die Relation der vorangehenden Definition
ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen

Q= Qcp/ ~
ist ein Korper der Charakteristik 0 mit

(@) + (b)) == (a; + b;)
(a;) - (bi) = (a; - b;).
Der Kérper Q, enthdlt Q als Unterkdrper. Es existiert eine Fortsetzung der p-adischen Be-

wertung von Q auf Q,, und Q, ist vollstindig beziiglich dieser Bewertungsfortsetzung, d.h.
jede Cauchyfolge in Q, hat einen Grenzwert in Q.

Beweis. Es ist klar, daf§ die Relation zwischen Cauchyfolgen reflexiv und symmetrisch ist.
Sind (a;), (b;) und (¢;) Cauchyfolgen mit (a;) ~ (b;) und (b;) ~ (¢;). Sei dann € > 0 gegeben
mit n; € N, so daf fiir alle ¢ > ny gilt |a; — b;|, < &, und mit ny € N, so daB fiir alle i > ny
gllt |bl — Ci|p < g, S0 ist |CLZ' — Ci|p = ’(CL,J — bl) + (bz — Ci)|p < max(|ai — bi|p; |bl — Ci|p) < ¢ fur
alle ¢ > max(ny, ny), also (a;) ~ (¢;).

Wir definieren zunéchst die Einbettung von Q in @Q,. Jedem Element r € Q ordenen wir
zu die Aquivalenzklasse der konstanten Cauchyfolge (r). Diese Abbildung ist injektiv, denn
wenn (r) = (s) gilt, so sind (r) und (s) dquivalent. Sei r # s und 0 < & < |r — s|,. Dann gibt
es ein n, so daf fiir alle ¢ > n gilt |r — s| < &, ein Widerspruch. Also gilt r = s.
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Wir bezeichnen die konstante Folge (r) mit r und identifizieren so Q mit einer Teilmenge
von Q,.

Wir benétigen fiir unsere Rechnungen, daf§ die Cauchyfolgen ,beschrankt® sind. Sei (a;)
eine Cauchyfolge. Fiir ¢ = 1 sei |a; — a;| < 1 fiir alle 4,5 > n. Dann ist offenbar |a;|, <
max(1, |ailp, ..., |as|p) fir & < n. Es ist aber auch fur ¢ > n

|ai|p = [(a; — an) + an’p < max(|a; — an|pa |an‘p) < max(1, |a1]p, ) |an|p)-

Seien nun a,b € Q, mit a = (a;) und b = (b;). Wir definieren a + b als die Aquivalenzklasse,
die von (a; + b;) reprisentiert wird. Das ist eine Cauchyfolge, denn

|ai + bi — a; = bjl, < max(la; — a;lp, [b; = bylp) <€
fir 4, j > max(ng, np).

Wenn andere Reprasentanten gegeben sind: a = (a}) und b = (b}), so ist
|a; + b — ai — bilp = [(a] — @) + (b — bi)|p < max(la; — aslp, [b; — bi,) < ¢
fir i > max(ng, np).

Seien a,b € Q, mit a = (a;) und b = (b;). Wir definieren a - b als die Aquivalenzklasse, die
von (a; - b;) repréasentiert wird. Das ist eine Cauchyfolge, denn

|ai - bi = a; - bjlp = |ai(b; = bj) + (@i — a;)bslp < max(laslp[b; = bjlp, [a; = a;lp|bslp) < e
fir 4, j > max(ng, ny), wobei |a; — a;|, < ¢/sup(1, |b;|,) und |b; — b;|, < e/sup(l,|a;|,) fiir

alle 4,7 > max(ng, np).

Wenn andere Reprasentanten gegeben sind: a = (a}) und b = (b}), so ist
|ai - b — ai - bilp = lag(b; — b;) + bi(a; — ai)|p < max(faglp|b; — bilp. |bi,|a; — ail,) < e

fir i > max(ng, np).

Das additive Inverse von (a;) ist (—a;). Da alle Operationen ,komponentenweise“definiert
sind, wird Q, damit ein kommutativer Ring.

Um das multiplikative Inverse von (a;) # 0 zu bilden, dndern wir (a;) ab zu der Folge (b;),
die durch Fortlasen aller Nullen entsteht. Offenbar ist dann |a; — b;|, = |a; — @], < € fiir

geniigend grofie 4 < j. Dann bilden wir (a;) = (b;'). Man zeigt leicht, da8 dieses eine
Cauchyfolge ergibt, deren Aquivalenzklasse invers zu @ ist. Ebenso zeigt man leicht, daf3
diese Konstruktion nicht von der Wahl des Reprisentanten fiir (a;) abhéingt. Damit wird Q,
ein Korper, und Q ist offenbar vermoge der Identifizierung ein Unterkorper.

Wir definieren nun eine Fortsetzung der p-adischen Bewertung auf Q,. Sei a = @. Wir

definieren

lal, == Z.E)noo |ailp-

Wenn a = 0, dann ist (a;) eine Nullfolge, also ist |a;|, = |a; — 0], < ¢ fiir ¢ > n. Damit ist
lal, = lim;— o |ail, = 0.

Wenn a # 0, dann gibt es ein € > 0, so daB fiir jedes n ein 4,, > n existiert mit |a;,|, > €. Das
ist die Negation der Definition einer Nullfolge. Wiahlen wir nun n so gro8, dafl |a; — a;|, < ¢
fir alle 4, j > n, dann ist insbesondere |a; — a;,], < €. Da |a;, |, > €, folgt aus Bemerkung
17.10 |a;|, = |a,, |, fiir alle ¢ > n. Also ist lim;—q |ai]p = |as, |p-

Dieses merkwiirdige Verhalten liegt an der Tatsache, daf die Werte von |.|, nach Bemerkung
19.2 von der Form p*, k € Z oder 0 sind.
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Seien ¢ = (a;) und b = (b;) in Q, gegeben. Dann ist |a + b, = lim;— |a; + bif, <
hml_mo max(]&i|p, ’bz‘p) = max(limi_>oo \ai|p, hml_mo ‘bz|p) Ebenso ist ’Cl'b|p = hmz_>oo |a7;‘
bilp, = lm;— oo (Jailp- |bi]p) = limy—s oo |ai|p-lim;—s oo ||, = |al,|b],- Also ist |.|, eine Ultranorm
auf Q,.

Als Letztes bleibt zu zeigen, dafi Q, vollsténdig ist. Sei (a;|j € N) eine Cauchyfolge in Q,.
Fiir die Aquivalenzklassen a; seien Reprisentanten (aj|i € N) ausgewihlt, also a; = (aj;);.
Wir bestimmen Zahlen n; € N so, dafl

laj; — ajilp, < p fir alle i, k > n;.

Weiter wihlen wir die Zahlen n; aufsteigend, so dafl ¢ < j impliziert n; < n,. Insbesondere
sind dann i < n;. Dann bilden wir die Folge (ajn,|j € N). Dieses ist eine Cauchyfolge, denn
fir e > 0 folgt aus |a; — ax| < /2 die Ungleichung lim; — |aj; — apil, < €/2. Damit ist
laj; — ag;| < € fiir gentigend grofle 4, j, k. Es folgt fiir j > {

|ajnj — Qip, |p - |ajnj — Qin; + QAin; — CLlnl|p < maX(|ajn]- - aln]-|p7p_j) <e€

fiir geniigend groflie j und [ und damit n; und n;. Weiter ist (a;y,) der Limes der Folge (a;)
wegen |aj; — ajn, |, < p~’ fiir alle j und geniigend groBe i. O

Definition 19.4. Sei ¢, die p-adische Bewertung auf Q. Der Korper
Qp = QP/ ~
heiflt Korper der p-adischen Zahlen.

Lemma 19.5. Die Menge
Z,:={z € Qp{|m|p <1}
ist ein Integrititsring und heifit Ring der p-adischen ganzen Zahlen.

1. Damit ist Z, C Q, ein Unterring. U

Beweis. Wenn .,y € Z,, dann ist ¢, (zy) = ¢,(2)e,(y) < 1und ¢,(z+y) < max(p,(z), ¢,(y)) <

Lemma 19.6. Sei a € Q mit |a|, < 1. Dann gibt es zu jedem i eine ganze Zahl r € Z, so
daf$ |r — al, < p~*. Die Zahl r kann aus der Menge {0,1,2,...,p" — 1} gewdhlt werden.

Beweis. Sei a = 2 mit (b,c) = 1 gekiirzt. Da |al, < 1, ist ¢ nicht durch p teilbar, also ist
(p',c) = 1. Es gibt m,n € Z mit mc + np' = 1.

Wir betrachten m als Approximation des Inversen von ¢, denn mec = 1 mod p’ und p’/mec—1
impliziert |mec — 1], < p~".

Sei 7 := bm. Dann sollte 7 eine gute Approximation von 2

- sein. Tatsdchlich ist

b b i —3 —1
|T_a|p:’bm_g|p:‘g|p’mc_1‘p§|mc—1‘p:|np |p:‘n‘pp <p .

SchlieBlich kénnen wir Vielfache von p’ zu r addieren, um eine ganze Zahl zwischen 0 und
p' — 1 zu erhalten, die weiterhin |r — a|, < p~* erfiillt. O

Satz 19.7. Jedes Element a in Z, besitzt genau eine Cauchyfolge (a;|i € Ny) als Reprasen-
tanten, fiir die gilt:

(1) 0 <a; <p™* firi=0,1,2,3,...;

(2) a; = a;y1 mod p! fiiri=0,1,2,3,....
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Beweis. Eindeutigkeit: Sei (b;) eine weitere Folge, die (1) und (2) erfiillt. Sei a;, # b;,. Dann
ist auch a;, # b;, mod p", weil beide Terme zwischen 0 und p* liegen. Fiir alle 1 > i, gilt
dann wegen (2)

a; = a, # b, =b; mod p”
also a; # b; mod p. Damit ist

|a; — bil, > p

fir alle ¢ > g, also (a;) % (b;).
Sei nun eine beliebige Cauchyfolge (b;) gegeben (a = (b;)). Wir suchen eine dazu dquivalente
Folge (a;), die (1) und (2) erfillt. Fir alle j = 1,2,3,... sei n; die natiirliche Zahl, so
daB |b; — bi|, < p’ fiir alle ¢,k > n;. Wir wihlen die n; streng monoton wachsend, also

insbesondere n; > j.
Wir haben |b;], <1 fiir alle ¢ > n;, denn fiir alle k > ny gilt

|bi|p < max(|bk|p7 |bi — bklp) < max(|bk|p,p_1),

und |bg|, — |al, <1 mit kK — oo.

Wir kénnen daher Lemma 19.6 anwenden und konstruieren ganze Zahlen a; mit 0 < a; < p?,
so daf

<p™"

‘ai - bnz p

Wir zeigen, daf (a;) die gewiinschten Eigenschaften hat. Es ist ndamlich

|ai+1 - ai|p = |ai+1 - bm+1 + bm‘+1 - bm - (ai - bm)|p
S max(|ai+‘1 - bnifl |P7_|bni+1 o bnz Py |ai - bm) P)
< max(p~ Y, p~i p7h)

—1

p

Damit ist a;1; = a; mod p~°.
Weiter sei ¢ gegeben und k > n;. Dann ist

]ak — bk|p = |CL]<; —a; +a; — bni - (bk - bn,) p
< max(|a;§ - a;“pa |az = bulps [bk — by )
< max(p~',p~",p ")
<p"
Folglich ist lim;— o |a; — b;|, = 0 und damit (b;) ~ (a;). O

Folgerung 19.8 (Die Darstellung von p-adischen ganzen Zahlen). Jedes Element a in Z,
besitzt genau eine Darstellung

o0
a= Z a;p' = (...aa100),
=0

zur Basis p, fir die gilt: 0 < a; < p fir allei € Ny, und jede so definierte Folge von
natiirlichen Zahlen stellt ein Element a in Z, dar.

Beweis. Wie in Definition 16.4 schreiben wir die Folge (b;), die wir geméf Satz 19.7 zu a
bilden, in einer Darstellung zur Basis p

. k __
b, = E app” = (anap_1 . ..a1a9)p.
k=0
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Wegen (2) b,_1 = b, mod p™ unterscheiden sich b, ; und b, um ein Vielfaches von p", so
daB bei der Darstellung von b,, dieselben Ziffern a,,_1 ... ajag verwendet werden, wie bei der
Darstellung von b,_;. Da gilt (1) 0 < b, < p™*!, folgt fiir den Faktor a, die Ungleichung
0<a, <p.

Umgekehrt erfiillt jede Folge (b,) = (3_p_,axp®) von Teilsummen mit 0 < a; < p die
Bedingungen (1) und (2) aus dem Satz 19.7 und ist damit insbesondere eine Cauchyfolge.
Offenbar ist |(b;)], = lim;—soo [bi]p = lim;j—s0o p™® = p™ < 1, wobei k bestimmt ist durch
die Bedingung ap = ... = a1 = 0. Also ist (b;) in Z,.

Damit kénnen wir die p-adischen ganzen Zahlen aus 7Z, eindeutig darstellen als

a = ( .. agalao)p.

O

Bemerkung 19.9 (Die Darstellung von p-adischen Zahlen). Wenn a eine p-adische Zahl
in Q, \ Z, ist, dann ist |a|, = p" fur ein n > 0. Wir multiplizieren ¢ mit p" und erhalten
b = p"a mit |b|, < 1. Dann liBt sich b schreiben als b = (... aya1a9), oder als Aquivalenz-
klasse der Teilsummenfolge (3"1", axp*). Dann 1&8t sich a schreiben als Aquivalenzklasse der
Teilsummenfolge (3"} (ax - p~™)p*) = Ot arad™) = O, a(p®) mit @, := aj, fir
alle k > —n. Die p-adische Zahl a hat damit eine eindeutige p-adische Darstellung

a=(...a2a100, A_10_3...0A_p)p.

Sie kann mit einem unendlichen Dezimalbruch verglichen werden. Die , kleinen* Terme stehen
in dieser Darstellung jedoch links mit der Bedeutung a,p™ und der Norm p~".

Folgerung 19.10 (Die p-adischen Einheiten). Sei a € Z, eine p-adische ganze Zahl. Dann
sind dquivalent:

(1) a ist in Z, invertierbar.

) laly = 1.

(3) @ hat die p-adische Darstellung a = (... asaiap), mit ag # 0.
(4) a ist per Definition eine p-adische Einheit.

Beweis. Sei a € Z,. Die Zahl a ist invertierbar in Z, genau dann, wenn ein b € Z, existiert
mit ab = 1. Daraus folgt |ab|, = |a|,|b], = [1|, = 1, also muf} gelten |a|, = 1. Ist umgekehrt
lal, = 1 also insbesondere a # 0, so gilt fiir das Inverse b € Q, von a die Gleichung
lal,|bl, = |abl, = |1|, = 1, also |b|, = 1. Damit ist nach Definition b € Z,, also a in Z,
invertierbar. Mit der p-adischen Darstellung von a = (...asa1a9), gilt |al, = p~%, wenn
ap=a; = ... = ag_, = 0. Damit folgt auch die Aquivalenz (2) <= (3). O

Bemerkung 19.11 (Diverse Resultate). (1) Die Korper R, C, Q, (fiir alle Primzahlen
p) sind paarweise nicht isomorphe Erweiterungen von Q, also alle von Charakteristik
0. Insbesondere sind alle Polynome iiber diesen Korpern und allen Unterkorpern
separabel.
(2) Eine p-adische Darstellung

a=(...0a20100,0-1G_3...0_p)p

bricht genau dann ab (a; = 0 fiir alle ¢ > n), wenn a eine eine positive rationale Zahl
ist, deren Nenner eine Potenz von p ist.
(3) Ein p-adische Darstellung von a ist periodisch genau dann, wenn a € Q.
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(4) (,Fermat“) Die Gleichung 2 — z = 0 hat p verschiedene Nullstellen aq, ..., a,_; in
Q, (Teichmiiller Ziffern). Diese erfiillen a; =i mod p.

(5) (,Eisensteinkriterium“) Sei f(z) = >_;_,axz” ein Polynom in Z,[z]. Wenn a; = 0
mod p fiir i =0,...,n—1, a, 0 mod p und wenn ay # 0 mod p?, dann ist f(z)
irreduzibel in Q,.

(6) Eine Reihe > 7 ¢; mit ¢; in @, konvergiert genau dann, wenn (¢;) eine Nullfolge
bilden.

(7) Z, ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in Z, hat eine konvergente Teilfolge.

(8) Der algebraische Abschlufi Q, von Q, ist nicht vollstindig, tréigt jedoch eine p-adische
Topologie. Die Vervollstindigung €2 von QTD ist algebraisch abgeschlossen. € ist das
beste nicht archimedische Analogon zu den komplexen Zahlen C.



