
VORLESUNGEN �UBER QUANTENGRUPPEN

UND NICHTKOMMUTATIVE GEOMETRIE

Prof. Dr. Bodo Pareigis

Sommersemester 1993



II



I

Vorwort

Die Vorlesung �uber Quantengruppen und nichtkommutative Geometrie ist
eine Einf�uhrung in dieses neue Gebiet mit kategorietheoretischen Hilfsmit-
teln. Sie wendet sich an Studenten mittlerer Semester und kann (ho�entlich)
allein mit Vorkenntnissen aus der Linearen Algebra verstanden werden.

Ich behandle nichtkommutative geometrische R�aume im Sinne der algebrai-
schen Geometrie als a�ne Schemata oder als deren zugeh�origen Funktionen-
algebren. Von den zugeh�origen Quantengruppen konnte ich aus Zeitgr�unden
nur den Monoid-Teil behandeln. Auf der Algebren-Seite entspricht diesen
eine Bialgebra.

Viele geometrische R�aume k�onnen durch die Angabe der auf ihnen de�nier-
ten Funktionen (in einen vorgegebenen Grundk�orper) vollst�andig beschrie-
ben werde. Diese Funktionen bilden verm�oge der Addition und Multiplika-
tion der Werte eine Algebra. Aus der Kenntnis dieser Funktionenalgebra
kann der geometrische Raum zur�uckkonstruiert werden. Das gilt im Falle
der algebraischen Geometrie f�ur a�ne Schemata und zugeh�orige (Polynom-
)Algebren ebenso wie f�ur kompakte topologische R�aume und (C�-)Algebren
(Satz von Gelfand-Naimark), alles kommutative Algebren. Anwendungen in
der Physik und der Di�erentialgeometrie lassen es richtig erscheinen, auch
nicht-kommutativeAlgebren zu betrachten, denen im soeben erw�ahnten Sin-
ne eigentlich keine geometrischen R�aume zugeordnet werden k�onnen. Wir
werden sehen, wieviel von diesem geometrischen Konzept erhalten bleibt.
Es reicht, um das Monoid der Endomorphismen eines solchen nichtkom-
mutativen

"
geometrischen\ Raumes, genannt Quantenmonoid, { selbst ein

nichtkommutativer geometrischer Raum { konstruieren zu k�onnen.

F�ur ein a�nes nichtkommutatives Schema mit endlich-dimensionaler Funk-
tionenalgebra werden wir das universelle Quantenmonoid konstruieren, das
auf dem vorgegebenen Schema operiert (nach Tambara).

Weiter wird die Darstellungstheorie von Quantenmonoiden in Form von
Komoduln �uber der zugeordneten Bialgebra studiert. Wir zeigen, da� je-
des Diagrammvon endlich dimensionalen Vektorr�aumen, das bez�uglich Bil-
dung von Tensorprodukten abgeschlossen ist, aufgefa�t werden kann als Dia-
grammvon Darstellungen eines eindeutig bestimmten universellen Quanten-
monoids und da� daraus die Tambarakonstruktion gewonnen werden kann.
Weiter wird gezeigt, da� die (endlich dimensionalen) Darstellungen eines
Quantenmonoids dieses bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen (Tannaka
Dualit�at).
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F�ur weitere Kapitel, eines, das den Zusammenhang zwischen der Inversen-
bildung in Quantengruppen, der Antipode, der zugeordneten Hopf-Algebra
und der Dualit�at von Darstellungen darstellt, und eines, das den Zusam-
menhang zwischen R-Matrizen, der Quanten-Yang-Baxter-Gleichung und
der Quasi-Symmetrie von Darstellungen darstellt, blieb leider keine Zeit.
Ich ho�e, da� ich diese Kapitel in einem sp�ateren zweiten Teil der Vorle-
sung nachholen kann.

M�unchen im Juli 1993 B. Pareigis
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KAPITEL I

Algebren, Koalgebren und Hopf-Algebren

Wir f�uhren in diesem Kapitel die elementaren Begri�e und Eigenschaften
des Tensorproduktes von Moduln, insbesondere von Vektorr�aumen, ein und
bauen darauf die Begri�e Algebra, Koalgebra, Bialgebra und Hopf-Algebra
auf. In einem sp�ateren Kapitel werden wir dann den Begri� des Tensorpro-
dukts verallgemeinern.

Definition 1.1. Sei R ein beliebiger Ring. SeienMR, RN Moduln �uber R.
Eine abelsche GruppeM
RN zusammen mit einer R-bilinearen Abbildung

 : M � N �! M 
R N hei�t Tensorprodukt, wenn es zu jeder abelschen
Gruppe Z und zu jeder R-bilinearen Abbildung ' : M � N �! Z genau
einen (Gruppen-)Homomorphismus f : M 
R N �! Z so gibt, da� das
Diagramm

M � N M 
R N-
R

Z

'
HHHHj ?

f

kommutiert.

Lemma 1.2. Tensorprodukte existieren und sind bis auf Isomorphie eindeu-
tig.

Beweis. Man konstruiert wie folgt: M 
R N := FfM �Ng=Rel, wobei
FfXg die freie abelsche Gruppe �uber X bezeichne und Rel die Untergruppe

1



2 I. ALGEBREN, KOALGEBREN UND HOPF-ALGEBREN

ist, die von den Elementen

(m1 +m2; n)� (m1; n)� (m2; n);
(m;n1 + n2)� (m;n1)� (m;n2);
(m�;n)� (m;�n);

erzeugt wird. Dann de�niert man m 
R n := 
R(m;n) := (m;n). Man
rechnet nach, da� die Abbildung 
R : M � N �! M 
R N R-bilinear ist
und die gew�unschte Eigenschaft hat. Die Kommutativit�at des Diagramms
kann auch geschrieben werden als

f(m 
R n) = '(m;n):(1)

Wenn auch � : M � N �! M � N ein Tensorprodukt ist (d.h. die ge-
suchte universelle Eigenschaft hat), dann gibt es eindeutig bestimmte Ho-
momorphismen i : M 
R N �! M � N mit i(m 
R n) = m � n und
j :M �N �!M 
R N mit j(m�n) = m
R n. Insbesondere sind ji bzw.
ij die eindeutig bestimmten Homomorphismen mit ji(m 
R n) = m 
R n
und ij(m � n) = m � n. Da diese Bedingungen auch durch die identischen
Abbildungen erf�ullt werden, ist ij = id und ji = id.

Bemerkung 1.3. Man beachte, da�M
RN von den Elementenm
Rn als
abelsche Gruppe erzeugt wird, das allgemeine Element also von der FormP
mi 
R ni ist.

Wenn f : M �! M 0 und g : N �! N 0 Homomorphismen von R-Links-
bzw. R-Rechts-Modulen sind, dann wird f 
R g : M 
R N �! M 0 
R N 0

de�niert durch

(f 
R g)(m 
R n) = f(m) 
R g(n):(2)

Der Homomorphismus f 
R g ist wegen (1) eindeutig und als Homomor-
phismus de�niert.
Wenn M ein S-R-Bimodul ist (s(mr) = (sm)r), dann ist insbesondere
s : M �! M ein R-Modul Homomorphismus, also s 
R id : M 
R N �!
M
RN ein Gruppen-Homomorphismus und damit s(m
R n) := (sm)
Rn
wohlde�niert. Damit wird M 
R N zu einem S-Links-Modul. Wenn au�er-
dem N ein R-T -Bimodul ist, dann wird M 
R N ein S-T -Bimodul.
Wir beschr�anken uns im folgenden auf (Bi-)Moduln �uber einem K�orper
R = K, also auf Vektorr�aume. Das Tensorprodukt �uber K schreiben wir als
M 
 N .
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Lemma 1.4. a) M 
N �= N 
M .

b) (M 
 N )
 P �= M 
 (N 
 P ).
c) K 
M �=M �=M 
 K.

d) Hom(P;Hom(M;N )) �= Hom(P 
M;N ).

Beweis. Wir geben lediglich die verwendeten Homomorphismen an.

a) Man verwende (1), um � (m
 n) := n
m zu de�nieren.
b) Man de�niere ass((m 
 n)
 p) := m
 (n
 p).

c) Man de�niere � : K
M �!M durch �(�
m) := �m und � :M
K �!
M durch �(m 
 �) := m�.
d) F�ur f : P �! Hom(M;N ) de�niere man '(f) : P 
M �! N durch
'(f)(p 
m) := f(p)(m).

�Ubung 1.5. a) Man beweise ausf�uhrlich M 
 (X � Y ) �=M 
X �M 
 Y .

b) Zeigen Sie, da� es f�ur einen endlich-dimensionalen Vektorraum V genau
ein Element

Pn
i=1 vi 
 v

�
i 2 V 
 V

� mit der folgenden Eigenschaft gibt:

8v 2 V
X
i

v�i (v)vi = v:

(Hinweis: Man verwende einen Isomorphismus End(V ) �= V 
V � und duale
Basen fvig von V und fv�i g von V

�.)

Definition 1.6. Eine K-Algebra ist ein Vektorraum A zusammen mit einer
Multiplikation r : A 
A �! A, die assoziativ ist:

A 
A 
A A
 A-id
r

?
r
1

?
r

A 
A A-r

und einem Einselement � : K �! A:

K 
 A �= A �= A
 K A
 A-id
�

?

�
id

?

r

A 
A A:-
r

id

HHHHHHHHj

Seien A und B K-Algebren. Ein Algebren-Homomorphismus f : A �! B
ist eine K-lineare Abbildung, so da� kommutieren:
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A 
A B 
 B-f
f

?
rA

?
rB

A B-
f

und

K

A

�A

�
�
�
��

B

�B

A
A
A
AU
-f

Bemerkung 1.7. O�enbar ist die Komposition von zwei Algebren-Homo-
morphismen wieder ein solcher. Ebenso ist die identische Abbildung ein
Algebren-Homomorphismus.

Beispiel 1.8. Beispiele f�ur Algebren sind End(V ) bzw. jeder Ring R mit
einem Ring-Homomorphismus R�! Cent(R).

Definition 1.9. Eine K-Koalgebra ist ein Vektorraum C zusammen mit
einer Komultiplikation � : C �! C 
C, die koassoziativ ist:

C C 
 C-�

?
�

?
�
id

C 
C C 
C 
 C-
id
�

und einem Koeinselement " : C �! K:

C C 
 C-�

?

�

?

id
"

C 
C K 
 C �= C �= C 
 K:-
"
id

id

HHHHHHHHj

Seien C und D K-Koalgebren. Ein Koalgebren-Homomorphismus f : C �!
D ist eine K-lineare Abbildung, so da� kommutieren:

C D-
f

?
�C

?
�D

C 
C D 
D-
f
f

und
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C D-
f

K

"C

A
A
A
AU

"D

�
�
�
��

Bemerkung 1.10. O�enbar ist die Komposition von zwei Koalgebren-
Homomorphismen wieder ein solcher. Ebenso ist die identische Abbildung
ein Koalgebren-Homomorphismus.

�Ubung 1.11. a) Zeigen Sie, da� V 
 V � f�ur einen endlich-dimensionalen
Vektorraum V eine Koalgebra ist, wenn man als Komultiplikation �(v 

v�) :=

Pn
i=1 v
v

�
i 
vi
v

� de�niert, wobei fvig und fv
�
i g duale Basen von

V bzw. V � sind.
b) Zeigen Sie, da� der Vektorraum kX mit einer Basis X und der Komul-
tiplikation �(x) = x
 x eine Koalgebra wird.
c) Zeigen Sie, da� k � V mit �(1) = 1 
 1, �(v) = v 
 1 + 1 
 v eine
Koalgebra de�niert.

Definition 1.12. a) Eine Bialgebra (B;r; �;�; ") besteht aus einer Alge-
bra (B;r; �) und aus einer Koalgebra (B;�; "), so da� die Diagramme

B 
 B B 
B 
 B 
 B-�
�

1
�
1

HHHHHHj

?

r

B B 
B-�

B 
B 
B 
 B

?
r
r

und
K

B

�

�
�
�
��

�
�

A
A
A
AU

B B 
B-�

B 
 B B-r

K

"
"

A
A
A
AU

"

�
�
�
��

K K-id

B

�

A
A
A
AU

"

�
�
�
��

kommutieren, d.h. � und " sind Algebren-Homomorphismen bzw. r und �
sind Koalgebren-Homomorphismen.
b) Seien A und B Bialgebren. Eine Abbildung f : A �! B hei�t Bialgebren-
Homomorphismus, wenn sie gleichzeitig Algebren- und Koalgebren-Homo-
morphismus ist.
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c) Eine Links-Hopf-Algebra H ist eine Bialgebra H zusammen mit einer
Links-Antipode S : H �! H, d.h. einer linearen Abbildung S, so da� das
Diagramm kommutiert:

H K-"
H-

�

?
�

H 
H H 
H-S
id

6
r

Eine Hopf-Algebra ist eine Links- und Rechts-Hopf-Algebra.

�Ubung 1.13. a) Seien C eine Koalgebra und A eine Algebra. Dann de�niert
die Komposition f � g := rA(f 
 g)�C eine Multiplikation

Hom(C;A)
Hom(C;A) 3 f 
 g 7! f � g 2 Hom(C;A);

mit der Hom(C;A) eine Algebra wird. Das Einselement ist gegeben durch
K 3 � 7! (c 7! �(�"(c))) 2 Hom(C;A).
b) Sei H eine Hopf-Algebra. Dann ist S in der Algebra Hom(H;H) invers
zu id. Insbesondere ist S eindeutig bestimmt.
c) Sei H eine Hopf-Algebra. Dann ist S ein Algebren- und ein Koalgebren-
Antihomomorpxismus, d.h. S

"
dreht die Multiplikation und die Komultipli-

kation um\.
d) Seien H und K Hopf-Algebren und sei f : H �! K ein Bialgebren-
Homomorpxismus. Dann gilt fSH = SKf , d.h. f ist mit der Antipode
vertauschbar.

Beispiel 1.14. a) Sei G eine Gruppe und KG der (freie) Vektorraum mit
der Basis G. Dann ist KG eine Algebra mit der Multiplikation KG 
KG 3
g 
 h 7! gh 2 KG und dem Einselement � : K 3 � 7! �e 2 KG und eine
Koalgebra mit der Komultiplikation KG 3 g 7! g 
 g 2 KG 
 KG und
dem Koeinselement " : KG 3 g 7! 1 2 K. Mit diesen beiden Strukturen ist
KG sogar eine Hopf-Algebra mit der Antipode S : KG 3 g 7! g�1 2 KG,
genannt Gruppen Algebra. (Beachte: Die Elemente g und h bezeichnen Ba-
siselemente von KG, d.h. sie liegen in der Gruppe G. Es sind Linearkombi-
nationen von solchen Elementen m�oglich, f�ur die dann die oben de�nierten
Abbildungen komplizierter aussehen.)
Zu jeder Algebra A kann man die Einheitengruppe U (A) := fa 2 Aj9a�1 2
Ag mit der Multiplikation als Gruppenverkn�upfung konstruieren. Eine
Gruppe G zusammen mit der Gruppen Algebra KG und der Einbettung � :
G �! KG erf�ullt folgende universelle Eigenschaft: � : G �! U (KG) ist ein
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Gruppen-Homomorphismus, so da� zu jeder Algebra A und jedemGruppen-
Homomorphismus f : G �! U (A) genau ein Algebren-Homomorphismus
g : KG �! A existiert, durch den das folgende Diagramm kommutativ
wird:

G U (KG)-�

U (A):

f
@
@
@R ?

g

b) Unter einer Lie Algebra versteht man einen Vektorraum g zusammen mit
einer Multiplikation g
 g 3 x
 y 7! [x; y] 2 g, die folgende Gesetze erf�ullt:

[x; x] = 0;
[x; [y; z]] + [y; [z; x]] + [z; [x; y]] = 0 (Jacobi Identit�at).

Wichtiges Beispiel ist die Lie Algebra, die man einer (assoziativen) Algebra
(mit Einselement) zuardnet. Wenn A eine Algebra ist, dann ist der Vektor-
raum A mit der Lie Multiplikation

[x; y] := xy � yx(3)

eine Lie Algebra, die man mit AL bezeichnet. Ein Lie Algebren-Homomor-
phismus f : g �! h ist eine lineare Abbildung f mit f([x; y]) = [f(x); f(y)].

Zu jeder Lie Algebra g kann man ihre universelle H�ulle U (g) konstruie-
ren. Diese besteht aus einer Algebra, ebenfalls mit U (g) bezeichnet, und
einem Lie Algebren-Homomorphismus � : g �! U (g)L, so da� zu jeder Al-
gebra A und jedem Lie-Homomorphismus f : g �! AL genau ein Algebren-
Homomorphismus g : U (g) �! A existiert, durch den das folgende Dia-
gramm kommutativ wird:

g U (g)L-�

AL:

f
@
@
@R ?

g

Die universelle H�ulle einer Lie Algebra existiert und ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. Sie enth�alt die gegebene Lie Algebra bis auf Isomorphie
als Lie Unteralgebra.
Eine m�ogliche Konstruktion ist U (g) = T (g)=(x
 y � y 
 x� [x; y]), wobei
T (g) = K � g� g
 g : : : die sogenannte Tensoralgebra ist.
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U (g) wird als Algebra von g erzeugt. Sie wird zu einer Hopf-Algebra durch
die Komultiplikation �(x) := x
 1+ 1
 x, die Koeinheit "(x) = 0 und die
Antipode S(x) = �x.
Man beachte, da� die Konvention der Verwendung von U in beiden Beispie-
len (units group, universelle Einh�ullende) von g�anzlich verschiedener Natur
ist. Im ersten Fall wird aus einer Algebra eine Gruppe gewonnen. Im zwei-
ten Fall wird eine Lie Algebra zu einer Algebra ausgebaut. Die universellen
Eigenschaften sind jedoch sehr �ahnlich.

�Ubung 1.15. Zeigen Sie, da� f�ur ein Element x 2 KG genau dann �(x) =
x
 x und "(x) = 1 gilt, wenn x = g 2 G gilt.



KAPITEL II

Kategorien, Funktoren

Dieses Kapitel stellt die notwendigen Hilfmittel der Kategorientheorie be-
reit. Das wichtigste Ziel ist die Beherrschung des Yoneda-Lemmas und sei-
ner Anwendungen. Dieses wird zentral f�ur die Betrachtungen der weiteren
Vorlesung sein. Um den Sto� in �uberschaubare Einheiten zu gliedern, wird
in diesem Kapitel zun�achst nur eine allgemeine Einf�uhrung in die Begrif-
fe der Kategorientheorie gegeben. Hinzu kommen viele veranschaulichende
Beispiele, die zum gro�en Teil allerdings auch schon zu den uns eigentlich
interessierenden Objekten hinf�uhren. Das Yoneda-Lemma selbst und die
Anwendungen sind im folgenden Kapitel dargestellt.

Definition 2.1. Eine Kategorie besteht aus

(1) eine Klasse Ob C von Objekten,
(2) einer Familie MorC von paarweise disjukten Mengen

fMorC(A;B)jA;B 2 Ob Cg;

deren Elemente f; g; h 2 MorC(A;B) Morphismen hei�en, und
(3) einer Familie von Abbildungen

fMorC(A;B)�MorC(B;C) 3 (f; g)
7! gf 2MorC(A;C)jA;B;C 2 Ob Cg;

sogenannten Verkn�upfungen,

die folgende Axiome erf�ullen:

9
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(1) Assoziativit�at: f�ur alle A;B;C;D 2 Ob C und alle f 2 MorC(A;B),
g 2 MorC(B;C), h 2MorC(C;D) ist

h(gf) = (hg)f;

(2) Identit�at: f�ur alle A 2 Ob C existiert 1A 2 MorC(A;A), Identit�at
genannt, so da� f�ur alle B;C 2 Ob C und alle f 2 MorC(A;B) und
g 2 MorC(C;A) gilt

f1A = f und 1Ag = g:

Beispiel 2.2. Sehr viele bekannte Beispiele sind nach demselben Muster
aufgebaut, die Klasse der Objekte besteht aus mathematischen Objekten
eines genau festgelegten Typs, die Morphismen sind die mit der mathe-
matischen Struktur vertr�aglichen Abbildungen, meistens Homomorphismen
genannt, und die Verkn�upfungen sind die Hintereinanderausf�uhrung von
Abbildungen.

(1) Me bezeichnet die Kategorie der Mengen. Objekte sind Mengen,
Morphismen sind Abbildungen und Verkn�upfungen sind die Hin-
tereinanderausf�uhrung von Abbildungen.

(2) Vek bezeichnet die Kategorie der Vektorr�aume �uber einem fest vor-
gegebenen K�orper.

(3) vek bezeichnet die Kategorie der endlich dimensionalen Vektorr�au-
me �uber einem festen K�orper.

(4) A-Mod oder AM bezeichnet die Kategorie der A-Links-Moduln.
(5) Gr bezeichnet die Kategorie der Gruppen.
(6) Ab bezeichnet die Kategorie der abelschen Gruppen.
(7) Mon bezeichnet die Kategorie der Monoide.
(8) Ri bezeichnet die Kategorie der assoziativen Ringe mit Einselement.
(9) Lie Alg bezeichnet die Kategorie der Lie Algebren.
(10) K- Alg bezeichnet die Kategorie der K-Algebren.
(11) K- Koalg bezeichnet die Kategorie der K-Koalgebren.
(12) K- Bialg bezeichnet die Kategorie der K-Bialgebren.
(13) K- Hopf bezeichnet die Kategorie der Hopf-Algebren.
(14) Sind C und D Kategorien, so ist auch C � D mit Ob(C � D) :=

Ob(C) �Ob(D) und MorC�D((A;B); (C;D)) :=
MorC(A;C) � MorD(B;D) und der komponentenweisen Verkn�up-
fung eine Kategorie.
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Bemerkung 2.3. Objekte haben jedoch im allgemeinen keine Elemente,
und Morphismen sind dann auch keine Abbildungen zwischen den Objekten.

Die Identit�at 1A ist eindeutig durch das Objekt A bestimmt, denn 1A =
1A10A = 10A.

Definition 2.4. Ein Morphismus f : A �! B hei�t Isomorphismus, wenn
es einen Morphismus g : B �! A gibt mit gf = 1A und fg = 1B .

Bemerkung: In diesem Falle ist g ebenfalls ein Isomorphismus und durch f
eindeutig bestimmt. Wir setzen f�1 := g.

Beweis. gf = 1A und fg0 = 1B impliziert g = g1B = g(fg0) = (gf)g0 =
1Ag

0 = g0.

Definition 2.5. Ein Morphismus f : A �! B hei�t Monomorphismus
oder links k�urzbar, wenn f�ur alle C 2 Ob C und alle g; h 2 MorC(C;A) gilt
fg = fh =) g = h.

Ein Morphismus f : A �! B hei�t Epimorphismus oder rechts k�urzbar,
wenn f�ur alle C 2 Ob C und alle g; h 2MorC(B;C) gilt gf = hf =) g = h.
Ein Morphismus f : A �! B hei�t ein Schnitt, wenn es einen Morphismus
g : B �! A gibt mit gf = 1A.

Ein Morphismus f : A �! B hei�t eine Retraktion, wenn es einen Morphis-
mus g : B �! A gibt mit fg = 1B.

�Ubung 2.6. Man zeige:

f Isomorphismus =) f Schnitt =) f Monomorphismus.

f Isomorphismus =) f Retraktion =) f Epimorphismus.

f Isomorphismus() f Schnitt und Epimorphismus() f Retraktion und
Monomorphismus.

In Gr sind die Monomorphismen genau die injektiven Homomorphismen.

Bemerkung 2.7. In den Kategorien Me, Vek, vek, A-Mod, Gr, Ab, Mon,
K- Alg sind die Monomorphismen genau die injektiven Homomorphismen.
In den Kategorien Me, Vek, vek, A-Mod, Gr, Ab sind die Epimorphismen
genau die surjektiven Homomorphismen.

In der Kategorie Ri ist Z�! Q ein Epimorphismus.

Definition 2.8. Seien C und D Kategorien. Ein kovarianter Funktor F :
C �! D besteht aus einer Abbildung F : Ob C �! ObD und einer Familie
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von Abbildungen (F = F(A;B) : MorC(A;B) �!MorD(F(A);F(B))jA;B
2 Ob C), so da� gelten

F(1A) = 1F(A);(4)

F(fg) = F(f)F(g)(5)

f�ur alle A;B;C 2 Ob C und alle f 2 MorC(B;C), g 2 MorC(A;B). Ein
kontra-varianter Funktor F : C �! D besteht aus einer Abbildung F :
Ob C �! ObD und einer Familie von Abbildungen

(F = F(A;B) : MorC(A;B) �!MorD(F(B);F(A))jA;B 2 Ob C);

so da� gelten

F(1A) = 1F(A);(6)

F(fg) = F(g)F(f)(7)

f�ur alle A;B;C 2 Ob C und alle f 2MorC(B;C), g 2MorC(A;B).

Bemerkung 2.9. Funktoren F : C �! D und G : D �! E lassen sich
verkn�upfen, wenn man de�niert (GF)(A) := G(F(A)) und (GF)(f) :=
G(F(f)). Diese Verkn�upfung ist assoziativ mit Identit�at IdC : C �! C.

�Ubung 2.10. Zeigen Sie:
a) Ist C eine Kategorie, so ist auch Cop mitOb Cop := Ob C und MorCop (A;B)
:= MorC(B;A) und der Verkn�upfung f � g := gf eine Kategorie. Dabei sei
f � g die Verkn�upfung in Cop und gf die Verkn�upfung in C. Die Kategorie
Cop hei�t duale Kategorie zu C.
b) Es gibt eine Bijektion zwischen den kontravarianten Funktoren F : C �!
D, den kovarianten Funktoren F 0 : Cop �! D und den kovarianten Funkto-
ren F 00 : C �! Dop.

Beispiel 2.11. (1) Die Vergi�funktoren, die jeweils einen Teil der
Struktur

"
vergessen\: V : Gr �! Me, V : Ab �! Gr, V : Vek �!

Ab, V = -L : Alg �! Lie Alg.
(2) Der Gruppenalgebra Funktor K- : Gr �! K- Alg.
(3) Die universelle H�ulle einer Lie Algebra U (-) : Lie Alg �! K- Alg.
(4) Die Kommutatorfaktorgruppe -=[-; -] : Gr �! Ab.
(5) Freie Moduln bzw. Vektorr�aume: K- : Me �! Vek.
(6) Freie Algebren, auch nicht-kommutative Polynomringe genannt:

Kh-i : Me �! K- Alg.
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(7) Tensoralgebren: T (-) : Vek �! K- Alg mit T (V ) = K � V � V 

V � : : : . Es ist KhXi = T (KX).

(8) Freie kommutative Algebren oder Polynomringe: K[-] : Me �!
K- Alg.

(9) Symmetrische Algebren: S(-) : Vek �! K- Algc mit S(V ) =
T (V )=(xy � yx). Es ist K[X] = S(KX).

(10) Das Tensorprodukt 
 : Vek�Vek �! Vek.

Satz 2.12. (1) Sei C eine Kategorie. Dann ist MorC(A; -) : C �! Me
f�ur A 2 C mit

MorC(A; -)(B) := MorC(A;B);
MorC(A; -)(f) := MorC(A; f);

wobei MorC(A; f) : MorC(A;B) 3 g 7! fg 2 MorC(A;C) f�ur f :
B �! C, ein kovarianter Funktor.

(2) Sei C eine Kategorie. Dann ist MorC(-; A) : C �! Me f�ur A 2 C
mit

MorC(-; A)(B) := MorC(B;A);
MorC(-; A)(f) := MorC(f;A);

wobei MorC(f;A) : MorC(C;A) 3 g 7! gf 2 MorC(B;A) f�ur f :
B �! C, ein kontravarianter Funktor.

Beweis. (1) Wir rechnen MorC(A; -)(f 0f)(g) = (f 0f)g = f 0(fg) =
MorC(A; -)(f 0)(fg) = MorC(A; -)(f 0)MorC(A; -)(f)(g) undMorC(A; -)(1A)(g)
= 1Ag = g = 1MorC(A;B)(g).
(2) wird durch analoge Rechnung bewiesen.

Bemerkung 2.13. (1) Funktoren von der im Satz angegebenen Form wer-
den darstellbare Funktoren genannt, und A wird das darstellende Objekt
genannt. Eine allgemeinere De�nition f�ur darstellbare Funktoren �ndet sich
in 2.20.
(2) Ein Funktor F : C �! D hei�t eine Isomorphie, wenn es einen Funktor
G : D �! C gibt mit GF = IdC , FG = IdD. Wenn es eine Isomorphie
zwischen zwei Kategorien gibt, dann hei�en sie isomorph.

Folgerung 2.14. Der Funktor dualer Vektorraum -� : V ek �! Vek de�-
niert durch

-�(V ) := V � = Hom(V;K);
-�(f) := f� = Hom(f;K)

ist ein kontravarianter Funktor.
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Beweis. Man kann die Eigenschaften aus dem vorhergehenden Satz ent-
nehmen, mu� aber zus�atzlich zeigen, da� alle Mengen V � Vektorr�aume sind
und alle Abbildungen f� Vektorraum Homomorphismen sind. Das ist aus
der linearen Algebra bekannt.

Lemma 2.15. Sei F : C �! D ein kovarianter (kontravarianter) Funktor.
Sei f : A �! B ein Isomorphismus. Dann ist auch F(f) : F(A) �! F(B)
(bzw. F(f) : F(B) �! F(A)) ein Isomorphismus.

Beweis. Sei g = f�1 : B �! A. Wegen gf = 1A und fg = 1B ist
F(g)F(f) = F(gf) = F(1A) = 1F(A) und analog F(f)F(g) = 1F(B).

Definition 2.16. Seien F ;G : C �! D zwei kovariante (kontravariante)
Funktoren. Eine nat�urliche Transformation oder ein funktorieller Morphis-
mus ' : F �! G besteht aus einer Familie von Morphismen ('(A) :
F(A) �! G(A)jA 2 Ob C), so da� die Diagramme

F(A) G(A)-'(A)

?
F(f)

?
G(f)

F(B) G(B)-
'(B)

(bzw.

F(B) G(B)-'(B)

?
F(f)

)
?
G(f)

F(A) G(A)-
'(A)

kommutieren.

Bemerkung 2.17. Nat�urliche Transformationen ' : F �! G und  :
G �! H lassen sich verkn�upfen, wenn man de�niert

 '(A) :=  (A)'(A) : F(A) �! G(A) �! H(A):

Diese Verkn�upfung ist assoziativ und der identische Morphismus idF (A) :=
1F(A) : F(A) �! F(A) ist eine nat�urliche Transformation und wirkt als
Identit�at bzgl. der Verkn�upfung von nat�urlichen Transformationen.

Beispiel 2.18. Die Familie von Vektorraum Homomorphismen

(�(V ) : V �! V ��jV 2 Ob(Vek))

de�niert eine nat�urliche Transformation � : IdVek �! -�� vom Identit�ats-
Funktor in den Funktor Bidualraum. Dabei sei �(V ) : V �! V �� =
Hom(Hom(V;K);K) durch �(V )(v)(f) := f(v) de�niert. Man rechnet leicht
nach, da� �(V ) wohlde�niert ist (die Werte liegen in Hom(Hom(V;K);K))
und ein Homomorphismus ist. Wir zeigen die Kommutativit�at von
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V V ��-�(V )

?
f

?
f��

W W ��:-
�(W )

f���(V )(v)(g) = Hom(Hom(f;K);K)�(V )(v)(g) = �(V )(v)Hom(f;K)(g) =
�(V )(v)(gf) = gh(v) = �(W )(f(v))(g).

Definition 2.19. Seien F ;G : C �! D Funktoren. Eine nat�urliche Trans-
formation ' : F �! G hei�t nat�urlicher oder funktorieller Isomorphismus,
wenn es eine nat�urliche Transformation  : G �! F gibt mit  ' = idF und
' = idG.
Die Menge der funktoriellen Morphismen oder nat�urlichen Transformatio-
nen von F in G bezeichnen wir mit Nat(F ;G). (Bemerkung: Mengentheo-
retisch mu� man hier von einer (Super-)Klasse sprechen, da schon jede ein-
zelne nat�urliche Transformation aus einer Klasse besteht. Wir werden diese
Unterschiede hier nicht behandeln.)
Zwei Funktoren F ;G : C �! D hei�en isomorph F �= G, wenn es einen
nat�urlichen Isomorphismus ' : F �! G gibt.
Zwei Kategorien C und D hei�en �aquivalent, wenn es Funktoren F : C �! D
und G : D �! C so gibt, da� FG �= IdD und GF �= IdC gelten. F und G
hei�en dann zueinander inverse �Aquivalenzen.

Definition 2.20. Ein kovarianter (kontravarianter) Funktor F : C �! Me
hei�t darstellbarer Funktor, wenn es ein Objekt A 2 Ob C und einen nat�urli-
chen Isomorphismus ' : F �! MorC(A;�) (bzw. ' : F �! MorC(-; A))
gibt. A hei�t dann ein darstellendes Objekt f�ur F .
Sei V : D �! Me ein Vergi�funktor. Ein Funktor F : C �! D hei�t
darstellbarer Funktor, wenn VF darstellbar ist. (Genauer m�u�te man hier
annehmen, da� die Morphismenmengen in C Objekte in D sind, und da�
F �= MorC(A; -) gilt. Das ben�otigt zur genauen Behandlung das Konzept
einer angereicherten Kategorie �uber einer abgeschlossenen monoidalen Kar-
tegorie.)

�Ubung 2.21. a) Eine nat�urliche Transformation ' : F �! G ist genau
dann ein nat�urlicher Isomorphismus, wenn '(A) f�ur alle A 2 Ob C ein Iso-
morphismus ist.
b) Der freie Vektorraum KX �uber der Menge X stellt den Funktor

Abb(X; -) : Vek �!Me
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dar. Dazu m�ussen wir einen nat�urlichen Isomorphismus

' : Abb(X; -) �! Hom(KX; -)

angeben. F�ur einen Vektorraum V und eine Abbildung f : X �! V sei
g = '(V )(f) : KX �! V de�niert als Fortsetzung der Abbildung f von der
Basis X auf den gesamten Vektorraum KX, also durch das kommutative
Diagramm

X KX-�

V

f
@
@@R ?

g

Zeigen Sie, da� dadurch ein nat�urlicher Isomorphismus de�niert ist.

Beispiel 2.22. (1) Das Tensorprodukt U 
 V stellt den Funktor

Hom(U;Hom(V; -)) : Vek�Vek �! Vek

dar. Wir m�ussen Isomorphismen'(W ) : Hom(U;Hom(V;W )) �! Hom(U

V;W ) angeben, die einen nat�urlichen Isomorphismus de�nieren (vgl. 1.4 d)).
Wir de�nieren daher '(W )(f)(u 
 v) := f(u)(v) f�ur f 2
Hom(U;Hom(V;W )). Da der Ausdruck f(u)(v) in den beiden Variablen
u und v bilinear ist, gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
'(W )(f), der die Gleichung erf�ullt. Ist umgekehrt g : U
V �!W gegeben,
so de�nieren wir '(W )�1(g) : Hom(U 
V;W ) 3 g 7! (u 7! (v 7! g(u; v))) 2
Hom(U;Hom(V;W )). Man rechnet nach, da� alle Abbildungen linear sind
und da� ' ein nat�urlicher Isomorphismus ist. Tats�achlich kann man zeigen,
da� die Isomorphismen '(W ) : Hom(U;Hom(V;W )) �! Hom(U 
 V;W )
nat�urlich in U; V;W sind.
(2) Sei Bil : Vek�Vek�Vek �! Vek de�niert durch Bil(U; V ;W ) := ff :
U � V �! W jf bilineare Abbildung g. Die folgende Abbildung ist ein Iso-
morphismus:

� : Bil(U; V ;W ) 3 f 7! (u 7! f(u; -)) 2 Hom(U;Hom(V;W )):

Dieser Isomorphismus ist in allen Variablen U; V;W nat�urlich. Insbesondere
ist nach Teil (1) Bil(U; V ;W ) als Funktor in W darstellbar durch U 
 V .



KAPITEL III

Adjungierte Funktoren und das Yoneda Lemma

Das Yoneda-Lemma ist ein zentrales Hilfmittel f�ur genauere Aussagen �uber
darstellbare Funktoren. Wir zeigen mit einigen Beispielen, da� solche dar-
stellbaren Funktoren sehr h�au�g auftreten.

Lemma 3.1. Der Funktor Ga : K-Alg �! Ab mit Ga(A) := A+, die ad-
ditive Gruppe der Algebra A, ist darstellbar durch die Algebra K[x], den
Polynomring in einer Variablen x.

Beweis. Ga ist ein Vergi�funktor, der die multiplikative Struktur von
Algebren vergi�t und lediglich die additive Gruppe der Algebra ergibt. Wir
m�ussen in A nat�urliche Isomorphismen Ga(A) �= K- Alg(K[x]; A) angeben.
Jedem Element a 2 A+ ordenen wir zu den Homomorphismus a� : K[x] 3
p(x) 7! p(a) 2 A. Das ist ein Algebren Homomorphismus, weil a�(p(x) +
q(x)) = p(a) + q(a) = a�(p(x)) + a�(q(x)) und a�(p(x)q(x)) = p(a)q(a) =
a�(p(x))a�(q(x)) oder weil K[x] freie (kommutative) K-Algebra �uber fxg
ist, d.h. weil sich jede Abbildung fxg �! A eindeutig zu einem Algebren
Homomorphismus K[x] �! A fortsetzen l�a�t. Die Abbildung A 3 a 7! a� 2
K- Alg(K[x]; A) ist umkehrbar mit der Umkehrung K- Alg(K[x]; A) 3 f 7!
f(x) 2 A. Schlie�lich ist sie nat�urlich in A, weil

A K- Alg(K[x]; A)--�

?
g

?
K-Alg(Kdxe;g)

B K- Alg(K[x]; B)-
-�

17
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f�ur alle g 2 K- Alg(A;B) kommutiert.

Bemerkung 3.2. Da A+ die Struktur einer additiven Gruppe tr�agt, ist das
auch f�ur K- Alg(K[x]; A) der Fall.

Lemma 3.3. Der Funktor Gm = U : K- Alg �! Gr mit U (A), die mul-
tiplikative Gruppe der Einheiten der Algebra A, ist darstellbar durch die
Algebra K[x; x�1] = K[x; y]=(xy � 1), den Ring der Laurent-Polynome in
einer Variablen x.

Beweis. Wir m�ussen in A nat�urliche Isomorphismen

Gm(A) �= K- Alg(K[x; x�1]; A)

angeben. Jedem Element a 2 Gm(A) ordenen wir den Algebren Homo-
morphismus a� := K[x; x�1] 3 x 7! a 2 A zu. Damit ist ein eindeutig
bestimmter Algebren Homomorphismus de�niert, denn jeder Algebren Ho-
momorphismus f von K[x; x�1] = K[x; y]=(xy�1) in A ist vollst�andig durch
die Bilder von x und von y bestimmt, aber f�ur die Bilder mu� zus�atzlich
gelten f(x)f(y) = 1, d.h. f(x) mu� invertierbar sein und f(y) das Inverse
zu f(x). Die Zuordnung ist bijektiv. Au�erdem ist sie nat�urlich in A, weil

A K- Alg(K[x; x�1]; A)--�

?
g

?
K-Alg(Kdx;x�1e;g)

B K- Alg(K[x; x�1]; B)-
-�

f�ur alle g 2 K- Alg(A;B) kommutiert.

Bemerkung 3.4. Da U (A) die Struktur einer multiplikativenGruppe tr�agt,
ist das auch f�ur K- Alg(K[x; x�1]; A) der Fall.

Lemma 3.5. Der Funktor Mn : K-Alg �! K- Alg mit Mn(A), die Algebra
der n � n-Matrizen �uber der Algebra A, ist darstellbar durch die Algebra
Khx11 ; x12; : : : ; xnni, den nicht-kommutativen Polynomring in den Varia-
blen xij.

Beweis. Der Polynomring khxiji ist frei �uber der Menge fxijg in der
Kategorie der (nicht-kommutativen) Algebren, d.h. zu jeder Algebra A und
zu jeder Abbildung f : fxijg �! A gibt es genau einen Algebren Homo-
morphismus
g : Khx11 ; x12; : : : ; xnni �! A, so da� das Diagramm
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fxijg Khxij i-�

A

f

HHHHHHj ?
g

kommutiert. Jede Matrix aus Mn(A) de�niert dann genau einen Algebren
Homomorphismus Khx11 ; x12; : : : ; xnni �! A und umgekehrt.

Satz 3.6. (Yoneda Lemma) Sei C eine Kategorie. Seien ein kovarianter
Funktor F : C �!Me und ein Objekt A 2 C gegeben. Dann ist die Abbildung

� : Nat(MorC(A; -);F) 3 ' 7! '(A)(1A) 2 F(A)

bijektiv mit der Umkehrabbildung

��1 : F(A) 3 a 7! ha 2 Nat(MorC(A; -);F);

wobei ha(B)(f) = F(f)(a) ist.

Beweis. Da '(A) : MorC(A;A) �! F(A) de�niert ist, ist � eine wohlde-
�nierte Abbildung. F�ur ��1 ist nachzupr�ufen, da� ha eine nat�urliche Trans-
formation ist. Sei dazu f : B �! C in C gegeben. Dann ist das Diagramm

MorC(A;B) MorC(A;C)-Mor(A;f)

?
ha(B)

?
ha(C)

F(B) F(C)-
F(f)

kommutativ, denn f�ur g 2MorC(A;B) ist h
a(C)MorC(A; f)(g) = ha(C)(fg)

= F(fg)(a) = F(f)F(g)(a) = F(f)ha(B)(a). Damit ist ��1 wohlde�niert.
Sei ��1(a) = ha. Dann ist ���1(a) = ha(A)(1A) = F(1A)(a) = a. Sei
� (') = '(A)(1A) = a. Dann ist ��1� (') = ha und ha(B)(f) = F(f)(a) =
F(f)('(A)(1A)) = '(B)MorC(A; f)(1A) = '(B)(f), also ha = '.

Bemerkung 3.7. Die Abbildung � ist eine nat�urliche Transformation in
den Argumenten A und F . Genauer: Wenn f : A �! B und ' : F �! G
gegeben sind, dann kommutieren

Nat(MorC(A; -);F) F(A)-�

?
Nat(Mor(A;-);')

?
'(A)

Nat(MorC(A; -);G) G(A)-
�
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Nat(MorC(A; -);F) F(A)-�

?
Nat(Mor(f;-);F)

?
F(f)

Nat(MorC(B; -);F) F(B):-
�

Das beweist man durch einfaches Nachrechnen. F�ur  : MorC(A; -) �! F
gelten

� Nat(MorC(A; -); ')( ) = � (' ) = (' )(A)(1A) = '(A) (A)(1A)
= '(A)� ( )

und

� Nat(MorC(f; -);F)( ) = � ( MorC(f; -) = ( MorC(f; -)(B)(1B )
=  (B)(f) =  (B)MorC(A; f)(1A) = F(f) (A)(1A) = F(f)� ( ):

Folgerung 3.8. Seien A;B 2 C. Dann gelten
1) MorC(A;B) 3 f 7! MorC(f; -) 2 Nat(MorC(B; -);MorC(A; -)) ist eine
bijektive Abbildung.

2) Bei der bijektiven Abbildung aus 1) entsprechen den Isomorphismen aus
MorC(A;B) genau die nat�urlichen Isomorphismen in

Nat(MorC(B; -);MorC(A; -)):

3) F�ur kontravariante Funktoren F : C �! Me ist Nat(MorC(-; A);F) �=
F(A).
4) MorC(A;B) 3 f 7! MorC(-; f) 2 Nat(MorC(-; A);MorC(-; B)) ist eine
bijektive Abbildung, bei der die Isomorphismen aus MorC(A;B) genau den
nat�urlichen Isomorphismen aus Nat(MorC(-; A);MorC(-; B)) entsprechen.

Beweis. 1) folgt aus dem Yoneda Lemma mit F = MorC(A; -).

2) Da MorC(f; -)MorC(g; -) = MorC(gf; -) gilt und da MorC(f; -)
= idMorC(A;-) genau dann, wenn f = 1A, ergibt sich nach 1) die Zuord-
nung der Isomorphismen zueinander.
3) und 4) folgen durch Dualisieren.

Bemerkung 3.9. Nach der vorhergehenden Folgerung ist das darstellen-
de Objekt A durch die Isomorphieklasse des Funktors MorC(A; -) bis auf
Isomorphie eindeutig festgelegt. Insbesondere sind die Algebren aus den
Lemmas 3.1, 3.3 und 3.5 bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.
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�Ubung 3.10. a) Geben Sie explizit alle nat�urlichen Endomorphismen von
Ga in Ga an.
b) Geben Sie alle nat�urlichen Transformationen von Ga in Gm an.
c) Bestimmen Sie die nat�urlichen Automorphismen von Gm.

Satz 3.11. Sei G : C �D �!Me ein kovarianter Bifunktor, so da� f�ur alle
C 2 C der Funktor G(C; -) : D �! Me darstellbar ist. Dann existiert ein
kontravarianter F : C �! D, so da� G �= MorD(F-; -) gilt. Weiterhin ist F
durch G bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.

Beweis. Zu jedem C 2 C w�ahlen wir ein Objekt F(C) 2 D und einen
Isomorphismus �C : G(C; -) �= MorD(F(C); -). Wenn f : C �! C0 in C
gegeben ist, dann sei F(f) : F(C0) �! F(C) der nach dem Yoneda Lemma
eindeutig bestimmte Morphismus in D, mit dem das Diagramm

G(C; -) MorD(F(C); -)-�C

?
G(f;-)

?
Mor(F(f);-)

G(C0; -) MorD(F(C0); -)-
�C0

kommutiert. Wegen der Eindeutigkeit von F(f) und der Funktoreigenschaft
von G sieht man sofort, da� F(fg) = F(g)F(f) und F(1C) = 1F(C) gelten,
da� F also ein kontravarianter Funktor ist.
Ist F 0 : C �! D mit G �= MorD(F 0-; -) gegeben, so ist ' : MorD(F-; -) �=
MorD(F 0-; -). Also gibt es nach dem Yoneda Lemma Isomorphismen  (C) :
F(C) �= F 0(C) f�ur alle C 2 C. Mit diesen durch ' induzierten Isomorphis-
men kommutiert

MorD(F
0(C); -) MorD(F(C); -)-Mor( (C);-)

?
Mor(F 0(f);-)

?
Mor(F(f);-)

MorD(F
0(C0); -) MorD(F(C

0); -):-
Mor( (C0);-)

Also kommutiert auch

F(C0) F 0(C0)- (C0)

?
F 0(f)

?
F(f)

F(C) F 0(C)-
 (C)

womit  : F �! F 0 ein nat�urlicher Isomorphismus ist.
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Definition 3.12. Seien C und D Kategorien, F : C �! D und G : D �! C
kovariante Funktoren. F hei�t linksadjungiert zu G und G rechtsadjun-
giert zu F , wenn es einen nat�urlichen Isomorphismus von Bifunktoren ' :
MorD(F-; -) �!MorC(-;G-) von C

op �D in Me gibt.

Lemma 3.13. Ist F : C �! D linksadjungiert zu G : D �! C, so ist F
durch G bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt. Ebenso ist G durch F bis
auf Isomorphie eindeutig festgelegt.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Sei auch F 0 linksadjungiert
zu G mit '0 : MorD(F

0-; -) �! MorC(-;G-). Dann haben wir einen nat�urli-

chen Isomorphismus '0
�1
' : MorD(F-; -) �! MorD(F 0-; -). Nach Satz 3.11

ist daher F �= F 0.

Lemma 3.14. Ein Funktor G : D �! C besitzt genau dann einen linksad-
jungierten Funktor, wenn alle Funktoren MorC(C;G-) darstellbar sind.

Beweis. Folgt aus 3.11.

Lemma 3.15. Seien F : C �! D und G : D �! C kovariante Funktoren.
Dann ist

Nat(IdC;GF) 3 � 7! G-�- 2 Nat(MorD(F-; -);MorC(-;G-))

eine bijektive Abbildung mit der inversen Abbildung

Nat(MorD(F-; -);MorC(-;G-)) 3 ' 7! '(-;F-)(1F-) 2 Nat(IdC ;GF):

Weiter ist

Nat(FG; IdC) 3 	 7! 	-F- 2 Nat(MorC(-;G-);MorD(F-; -))

eine bijektive Abbildung mit der inversen Abbildung

Nat(MorC(-;G-);MorD(F-; -)) 3  7!  (G-; -)(1G-) 2 Nat(FG; IdC):

Beweis. Die nat�urliche Transformation G-�- ist wie folgt de�niert. Seien
C 2 C, D 2 D und f 2 MorD(F(C); D) gegeben, so sei (G-�-)(C;D)(f) :=
G(f)�(C) : C �! GF(C) �! G(D). Man rechnet die Eigenschaft ei-
ner nat�urlichen Transformation leicht nach. Ist � gegeben, so erh�alt man
nach der Hintereinanderausf�uhrung beider Abbildungen G(1F(C))�(C) =
GF(1C)�(C) = �(C). Ist ' gegeben, so erh�alt man

G(f)('(C;F(C))(1F(C)) = MorC(C;G(f))'(C;F(C))(1F(C))
= '(C;D)MorD(F(C); f)(1F(C)) = '(C;D)(f):
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Den zweiten Teil des Lemmas zeigt man analog.

Satz 3.16. Seien

' : MorD(F-; -) �!MorC(-;G-) und  : MorC(-;G-) �!MorD(F-; -)

nat�urliche Transformationen mit (nach Lemma 3.15) zugeordneten nat�urli-
chen Transformationen � : IdC �! GF bzw. 	 : FG �! IdD.

1) Es gilt ' = idMor(-;G-) dann und nur dann, wenn (G
�G
�! GFG

G	
�! G) =

idG gilt.

2) Es gilt  ' = idMor(F-;-) dann und nur dann, wenn (F
F�
�! FGF

	F
�!

F) = idF gilt.

Beweis. Es ist

G	(D)�G(D) = G	(D)'(G(D);FG(D))(1FG(D))
= MorC(G(D);G	(D))'(G(D);FG(D))(1FG(D) )
= '(G(D); D)MorD(FG(D);	(D))(1FG(D))
= '(G(D); D)(	(D))
= '(G(D); D) (G(D); D)(1G(D) )
= ' (G(D); D)(1G(D)):

Entsprechend erh�alt man

' (C;D)(f) = '(C;D) (C;D)(f) = G(	(D)F(f))�(C)
= G	(D)GF(f)�(C) = G	(D)�G(D)f:

Folgerung 3.17. Seien F : C �! D und G : D �! C Funktoren. F
ist genau dann linksadjungiert zu G, wenn es nat�urliche Transformatio-
nen � : IdC �! GF und 	 : FG �! IdD gibt mit (G	)(�G) = idG und
(	F)(F�) = idF .

Definition 3.18. Die in Folgerung 3.17 angegeben nat�urlichen Transfor-
mationen � : IdC �! GF und 	 : FG �! IdD hei�en Einheit bzw. Koein-
heit f�ur die adjungierten Funktoren F und G.

�Ubung 3.19. a) Zeigen Sie, da� f�ur einen Bimodul RMS der FunktorM
S
- : SM �! RM linksadjungiert ist zu HomR(M; -) : RM �! SM und
bestimmen Sie die zugeh�orige Einheit und Koeinheit.
b) Zeigen Sie, da� es einen nat�urlichen Isomorphismus Abb(A � B;C) �=
Abb(B;Abb(A;C)) gibt. Bestimmen Sie die zugeh�origen adjungierten Funk-
toren und Einheit und Koeinheit.
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c) Zeigen Sie, da� es einen nat�urlichen Isomorphismus K- Alg(KG;A) �=
Gr(G;U (A)) gibt. Bestimmen Sie die zugeh�origen adjungierten Funktoren
und Einheit und Koeinheit.
d) Zeigen Sie, da� es einen nat�urlichen Isomorphismus

K- Alg(U (g); A) �= Lie-Alg(g; AL)

gibt. Bestimmen Sie die zugeh�origen adjungierten Funktoren und Einheit
und Koeinheit.

Definition 3.20. Sei G : D �! C ein kovarianter Funktor. G gibt Anla�
zu einem (ko-)universellen Problem der folgenden Art:
Sei C 2 C gegeben. Gesucht ist ein Objekt F(C) 2 D und ein Morphismus
� : C �! G(F(C)) in C, so da� zu jedem Objekt D 2 D und zu jedem
Morphismus f : C �! G(D) in C genau ein Morphismus g : F(C) �! D in
D so existiert, da� das Diagramm

C G(F(C))-�

G(D)

f

HHHHHHj ?
G(g)

kommutiert.
Ein Paar (F(C); �), das die oben angegeben Bedingungen erf�ullt, hei�t
eine(ko-) universelle L�osung des durch G und C de�nierten (ko-)universellen
Problems.
Sei F : C �! D ein kovarianter Funktor.F gibt Anla� zu einem universellen
Problem der folgenden Art:
Sei D 2 D gegeben. Gesucht ist ein Objekt G(D) 2 C und ein Morphismus
� : F(G(D)) �! D in D, so da� zu jedem Objekt C 2 C und zu jedem
Morphismus f : F(C) �! D in D genau ein Morphismus g : C �! G(D)
in C so existiert, da� das Diagramm

F(C)

f

HHHHHHj?
F(g)

FG(D) D-�

kommutiert.
Ein Paar (G(D); �), das die oben angegeben Bedingungen erf�ullt, hei�t eine
universelle L�osung des durch F und D de�nierten universellen Problems.
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Satz 3.21. Sei F : C �! D linksadjungiert zu G : D �! C. Dann ist
durch F(C) und die Einheit � = �(C) : C �! GF(C) eine (ko-)universelle
L�osung des durch G und C de�nierten (ko-)universellen Problems gegeben.
Weiterhin ist durch G(D) und die Koeinheit � = 	(D) : FG(D) �! D eine
universelle L�osung des durch F und D de�nierten universellen Problems
gegeben.

Beweis. Nach Satz 3.16 sind ' : MorD(F-; -) �! MorC(-;G-) und  :
MorC(-;G-) �!MorD(F-; -) als inverse Abbildungen zueinander durch Ein-
heit und Koeinheit de�niert als '(C;D)(g) = G(g)�(C) bzw.  (C;D)(f) =
	(D)F(f). Also gibt es zu vorgegebenem f : C �! G(D) genau ein
g : F(C) �! D mit f = '(C;D)(g) = G(g)�(C) = G(g)�.
Die zweite Aussage folgt analog.

Bemerkung 3.22. Wenn G : D �! C und C 2 C gegeben sind, so kann
man die (ko-)universelle L�osung (F(C); � : C �! GF(C)) als beste (Ko-
)Approximation des Objekts C in C durch ein Objekt F(C) in D mit Hilfe
des Funktors G ansehen.
Wenn F : C �! D und D 2 D gegeben sind, so kann man die universelle
L�osung (G(D); � : FG(D) �! D) als beste Approximation des Objekts D
in D durch ein Objekt G(D) in C mit Hilfe des Funktors F ansehen.

Satz 3.23. Sei G : D �! C gegeben und sei f�ur jedes C 2 C das durch G
und C gegebene (ko-)universelle Problem l�osbar. Dann gibt es einen links-
adjungierten Funktor F : C �! D zu G.
Sei F : C �! D gegeben und sei f�ur jedes D 2 D das durch F und D
gegebene universelle Problem l�osbar. Dann gibt es einen rechtsadjungierten
Funktor G : D �! C zu F .

Beweis. Ist das (ko-)universelle Problem zu G und C l�osbar durch � :
C �! F(C), so ist die Zuordnung MorC(C;G(D)) 3 f 7! g 2
MorD(F(C); D) mit G(g)� = f bijektiv. Die Umkehrabbildung ist gege-
ben durch g 7! G(g)�. Diese ist eine nat�urliche Transformation, denn f�ur
h 2MorD(D;D0) ist das Diagramm

MorD(F(C); D) MorC(C;G(D))-G(-)�

?
MorD(F(C);h)

?
MorC(C;G(h))

MorD(F(C); D
0) MorC(C;G(D

0))-
G(-)�
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kommutativ. Es ist n�amlich

MorC(C;G(h))(G(g)�) = G(h)G(g)� = G(hg)� = G(MorC(F(C); h)(g))�:

Also ist f�ur alle C 2 C der Funktor MorC(C;G(-)) : D �! Me, der durch
den Bifunktor MorC(-;G(-)) : C

op � D �! Me induziert wird, darstellbar.
Nach Satz 3.11 gibt es also einen Funktor F : C �! D mit MorC(-;G(-)) �=
MorD(F(-); -).
Die zweite Aussage folgt analog.

Bemerkung 3.24. Man kann die Eigenschaften, die G : D �! C (bzw.
F : C �! D) haben mu�, um einen links-(rechts-)adjungierten Funktor zu
haben, charakterisieren. Eine der wesentlichen Eigenschaften daf�ur ist, da�
G Limites (also direkte Produkte und Di�erenzkerne) erh�alt.



KAPITEL IV

Zur kommutativen algebraischen Geometrie

Wir k�onnen in diesem Kapitel nur die einfachste Form eines geometrischen
Raumes einf�uhren. Zun�achst betrachten wir eine Menge von Punkten ohne
weitere geometrische Struktur und machen an ihr den Begri� der Funktio-
nenalgebra klar. Dann kommenwir auf Mengen von Punkten, die durch ihre
Koordinaten beschrieben werden, zum Beispiel Kreis oder Parabel, allgemei-
ner sogenannte a�ne Schemata, die durch Polynomgleichungen beschrieben
werden. Diese geometrischen R�aume werden durch ihre Funktionenalgebren
vollst�andig beschrieben. Hier wird sich wesentlich das Yoneda Lemma ein-
setzen lassen.

Beispiel 4.1. Sei X eine Menge. Dann ist KX := Abb(X;K) eine K-
Algebra mit komponentweiser Addition und Multiplikation: (f + g)(x) :=
f(x) + g(x) und (fg)(x) := f(x)g(x).

Von unserem Standpunkt aus sehen wir KX als Vektorraum mit der Addi-
tion (f + g)(x) := f(x) + g(x) und Skalarmultiplikation (�f)(x) := �f(x).
Das de�niert einen darstellbaren kontravarianten Funktor K- : Me �! Vek,
dargestellt durch K. Tats�achlich ist Kh : KY �! KX f�ur h : X �!
Y eine lineare Abbildung, denn Kh (�f + �g)(x) = (�f + �g)(h(x)) =
�f(h(x)) + �g(h(x)) = (�fh + �gh)(x) = (�Kh (f) + �Kh (g))(x), also
Kh (�f + �g) = �Kh (f) + �Kh (g).

Wir betrachten Homomorphismen � : KX 
KY �! KX�Y , die durch � (f

g)(x; y) := f(x)g(y) de�niert sind. Man mu� zeigen, da� � 0 : KX � KY �!
KX�Y bilinear ist, um einen eindeutig bestimmten Homomorphismus auf

27
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dem Tensorprodukt zu erhalten: � 0(f + f 0; g)(x; y) = (f + f 0)(x)g(y) =
(f(x) + f 0(x))g(y) = f(x)g(y) + f 0(x)g(y) = � 0(f; g) + � 0(f 0; g)(x; y) ergibt
die Additivit�at im linken Argument. Die Additivit�at im rechten Argument
und die Vertauschbarkeit mit Faktoren aus K wird �ahnlich nachgepr�uft.

Zusammen erh�alt man eine Multiplikation r : KX 
 KX
�
�! KX�X

K
�

�!
KX , wobei � : X �! X�X in Me die Diagonalabbildung ist �(x) := (x; x).

Weiter hat man ein Einselement � : Kf�g
"
�! KX mit " : X �! f�g Ab-

bildung in die einelementige Menge. Damit rechnet man jetzt nach, da�
(KX ; �;r) eine Algebra wird. Es gehen dabei zwei Eigenschaften wesent-
lich ein, n�amlich da� K assoziativ mit Einselement ist und da� X;�; " ein

"
Komonoid\ ist:

X X �X-�

?
�

?
1��

X �X X �X �X-
��1

X X �X-�

?
� 1X

PPPPPPPPq ?
1�"

X �X f�g �X �= X �= X � f�g:-
"�1

F�ur eine Abbildung f : X �! Y erh�alt man einen Algebren Homomorphis-
mus Kf : KY �! KX , denn die Diagramme

KY 
 KY KY �Y-�

KX 
 KX KX�X-�

KY-K
�

KX-K
�?

K
f
Kf

?
K
f�f

?
K
f

und

Kf�g �= K

�

A
A
A
AU

�

�
�
�
��

KY KX-Kf

kommutieren.
Damit ist K- : Me �! K- Algc ein kontravarianter Funktor.
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Wir wissen nach De�nition des mengentheoretischen (kartesischen) Pro-
dukts, da� KX =

Q
X K. Das gilt auch mit der oben angegebenen Alge-

brenstruktur. Zu jedem Punkt x 2 X gibt es ein maximales Ideal mx vonQ
X K mit mx := ff 2 Abb(X;K)jf(x) = 0g. Wenn X eine endliche Men-

ge ist, dann sind das genau alle maximalen Ideale von
Q
X K, ja sogar alle

Primideale von Abb(X;K).
Wir k�onnen jeder kommutativen Algebra A die Menge Spec(A) ihrer Prim-
ideale zuordenen. Das ergibt einen Funktor Spec: K- Alg �!Me.
Wir werden jetzt in die Mengen eine Geometrie hineintragen und sehen,
wie solche

"
geometrischen R�aume\ mit ihren Funktionen Algebren zusam-

menh�angen.

Definition 4.2. Der Funktor A 1 : K- Algc �! Me (Vergi�funktor), der
jeder kommutativen K-Algebra A den Raum (die Menge) der Punkte (Ele-
mente) von A zuordnet, hei�t a�ne Gerade.

Lemma 4.3. Der Funktor a�ne Gerade ist darstellbar.

Beweis. Das (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) darstellende Ob-
jekt ist nach Lemma 3.1 K[x].

Definition 4.4. Der Funktor A 2 : K- Algc �! Me, der jeder kommutati-
ven K-Algebra A den Raum (die Menge) der Punkte (Elemente) der Ebene
A2 zuordnet, hei�t a�ne Ebene.

Lemma 4.5. Der Funktor a�ne Ebene ist darstellbar.

Beweis. Das darstellende Objekt ist analog zu Lemma 3.5 K[x1 ; x2].

Sei p1(x1; : : : ; xn); : : : ; pm(x1; : : : ; xn) 2 K[x1 ; : : : ; xn] eine Familie von Po-
lynomen. Wir wollen die (geometrische) Mannigfaltigkeit der Nullstellen
dieser Polynome betrachten. Allerdings kann es in K m�oglicherweise nicht
gen�ugend viele Nullstellen geben. Daher lassen wir auch Nullstellen in Er-
weiterungsk�orpern von K oder noch allgemeiner in beliebigen K-Algebren
zu.

Definition 4.6. Der Funktor X , der jeder kommutativen Algebra A die
Menge der Nullstellen der Polynome (pi) in An zuordnet: X (A) � An,
hei�t a�ne algebraische Mannigfaltigkeit oder a�nes Schema in A n mit
den de�nierenden Polynomen p1; : : : ; pm. Die Elemente aus X (A) hei�en
A-Punkte von X .
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Satz 4.7. Das a�ne Schema X in A n mit den de�nierenden Polynomen
p1; : : : ; pm ist ein darstellbarer Funktor mit der darstellenden Algebra

O(X ) := K[x1; : : : ; xn]=(p1; : : : ; pm);

genannt a�ne Algebra des Funktors.

Beweis. Wir zeigen zun�achst, da� das a�ne SchemaX : K- Algc �!Me
mit den de�nierenden Polynomen p1; : : : ; pm ein Funktor ist. Dazu de�nie-
ren wir f�ur einen Algebren Homomorphismus f : A �! B die induzierte
Abbildung fn : An �! Bn durch komponentweise Anwendung und X (f) :
X (A) �! X (B) durch Einschr�ankung von fn auf X (A). Diese Abbildung
ist wohlde�niert, denn ist (a1; : : : ; an) 2 X (A) Nullstelle von allen Polyno-
men p1; : : : ; pm, so ist pi(f(a1); : : : ; f(an)) = f(pi(a1; : : : ; an)) = f(0) = 0
f�ur alle i, also ist auch fn(a1; : : : ; an) = (f(a1); : : : ; f(an)) 2 B

n eine Null-
stelle f�ur alle Polynome. Damit ist X (f) : X (A) �! X (B) de�niert und die
Funktoreigenschaft von X klar.
Um zu zeigen, da� X durch O(X ) = K[x1 ; : : : ; xn]=(p1; : : : ; pm) darstell-
bar ist, bemerken wir zun�achst, da� (p1; : : : ; pm) das von den p1; : : : ; pm
erzeugte (zweiseitige) Ideal in K[x1 ; : : : ; xn] bezeichnet. Wir wissen, da�
jedes n-Tupel (a1; : : : ; an) 2 An einen Algebren Homomorphismus f :
K[x1 ; : : : ; xn] �! A mit f(x1) = a1; : : : ; f(xn) = an eindeutig bestimmt.
(Der Polynomring K[x1 ; : : : ; xn] ist in K- Algc frei �uber der Menge fx1; : : : ;
xng, oder K[x1 ; : : : ; xn] zusammen mit der Einbettung � : fx1; : : : ; xng �!
K[x1 ; : : : ; xn] l�ost das kouniverselle Problem, das durch den Vergi�funktor
V : K- Algc �! Me und die Menge fx1; : : : ; xng 2 Me de�niert wird.)
Dieser Algebren Homomorphismus bildet Polynome p(x1; : : : ; xn) ab in
f(p) = p(a1; : : : ; an). Es ist also (a1; : : : ; an) genau dann gemeinsame Null-
stelle der Polynome p1; : : : ; pm, wenn f(pi) = pi(a1; : : : ; an) = 0, also die
p1; : : : ; pm im Kern von f liegen. Das ist genau dann der Fall, wenn f auf
dem Ideal (p1; : : : ; pm) verschwindet oder durch die Restklassenabbildung

� : K[x1 ; : : : ; xn] �! K[x1 ; : : : ; xn]=(p1; : : : ; pm)

faktorisiert werden kann. Damit ist eine Bijektion

K- Algc(K[x1 ; : : : ; xn]=(p1; : : : ; pm); A) 3 f 7! (f(x1); : : : ; f(xn)) 2 X (A)

de�niert. Man sieht dann leicht, da� diese Bijektion ein nat�urlicher Isomor-
phismus (in A) ist.
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Wenn keine Polynome gegeben sind, so ist der Funktor der des a�nen
Raumes A n der Dimension n. Mit der Vorgabe von Polynomen wird X
ein Unterfunktor von A n , weil er jeweils nat�urlich Teilmengen X (A) �
A n (A) = An de�niert. Beide Funktoren sind darstellbar und die Einbet-
tung kommt von dem Algebren Homomorphismus � : K[x1 ; : : : ; xn] �!
K[x1 ; : : : ; xn]=(p1; : : : ; pm).

�Ubung 4.8. a) Bestimmen Sie die a�ne Algebra des Funktors Einheitkreis
S1 in A 2 .
b) Bestimmen Sie die a�ne Algebra des Funktors Einheitssph�are Sn�1 in
A n .

c) Sei X die ebene Kurve y = x2. Dann ist X isomorph zur a�nen Geraden.
d) Sei Y die ebene Kurve xy = 1. Dann ist Y nicht zur a�nen Geraden
isomorph.
e) Sei K = C der K�orper der komplexen Zahlen. Zeigen Sie, da� der Einhei-
ten Funktor U : K- Algc �!Me aus Lemma 3.3 nat�urlich isomorph ist zum
Einheitskreis Funktor S1. (Hinweis: Es gibt einen Algebren Isomorphismus
zwischen den darstellenden Algebren K[e; e�1 ] und K[c; s]=(c2 + s2 � 1).)
f)* Sei K ein algebraisch abgeschlossener K�orper. Sei p ein irreduzibles qua-
dratisches Polynom in K[x; y] und sei Z der durch p de�nierte Kegelschnitt
mit der a�nen Algebra K[x; y]=(p). Zeigen Sie, da� Z entweder zu X oder
zu Y nat�urlich isomorph ist.

Bemerkung 4.9. Eine a�ne Algebra eines a�nen Schemas legt die Polyno-
me p1; : : : ; pn nicht eindeutig fest, sondern lediglich das von diesen erzeugte
Ideal im Polynomring K[x1 ; : : : ; xn]. Aber auch die Anzahl der Algebren
Erzeugenden x1; : : : ; xn ist nicht eindeutig bestimmt. A�ne Algebren sind
deshalb (als Algebren) endlich erzeugte kommutative Algebren.
Die Punkte (�1; : : : ; �n) 2 X (K) eines a�nen Schemas X im Grundk�orper
K hei�en rationale Punkte. Sie reichen nicht aus, um das a�ne Schema zu
charakterisieren. So haben f�ur K := Rdie a�nen SchemataX und Y mit den
a�nen Algebren O(X ) := K[x; y]=(x2 + y2 + 1) und O(Y) := K[x]=(x2 + 1)
keine rationalen Punkte, jedoch hat das Schema Y genau zwei komplexe
Punkte und X unendlich viele komplexe Punkte, also ist X (C ) 6�= Y(C ).
Das liegt nicht etwa an den Einbettungen in unterschiedliche R�aume A 2

bzw. A 1 , weil auch gilt O(Y) = K[x]=(x2 + 1) �= K[x; y]=(x2 + 1; y).
Da jedes a�ne Schema X isomorph zu dem Funktor K- Algc(O(X ); -) ist,
werden wir in Zukunft, um die Betrachtung st�orender Isomorphismen zu
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vermeiden, diese beiden Funktoren identi�zieren. (Wir ver�andern dadurch
lediglich X geringf�ugig.)

Satz 4.10. Sei X ein a�nes Schema mit der a�nen Algebra A = O(X ).
Dann ist A �= Nat(X ;V) als K-Algebren, wobei V : K-Algc �! Me der
Vergi�funktor ist. Durch den Isomorphismus wird eine (in B) nat�urliche
Transformation A� X (B) �! B induziert.

Beweis. Wir geben zun�achst einen Isomorphismus zwischen den Mengen
A und Nat(X ;V) an. Wegen X = K- Algc(A; -) und V = K- Algc(K[x]; -) gilt
nach dem Yoneda Lemma f�ur die Mengen Nat(X ;V) =
Nat(K- Algc(A; -);K- Algc(K[x]; -))

�= K- Algc(K[x]; A) = V(A) �= A. Da
A eine Algebra ist, induziert ein solcher Isomorphismus von Mengen eine
Algebrenstruktur auf Nat(X ;V).
Sei ' : A �! Nat(X ;V) der angegebene Isomorphismus. Wir beschreiben
jetzt die genaue Aktion  (B) : A � X (B) �! B von A auf X (B). Sei
f : A �! B ein B-Punkt aus K- Algc(A;B) = X (B). Sei weiterhin a ein
Element aus A. Dieses induziert verm�oge des oben angegebenen Isomorphis-
mus den Algebren Homomorphismus ga : K[x] �! A, der x auf a abbildet.
Dieser Algebren Homomorphismus induziert die nat�urliche Transformation
'(a) : X �! V, die auf B durch Verkn�upfung mit ga de�niert ist, also

'(a)(B)(f) = (K[x]
ga�! A

f
�! B), oder, da ein solcher Homomorphismus

durch das Bild von x vollst�andig beschrieben ist, '(a)(B)(f)(x) = f(a). Da
f�ur jedes a 2 A das Bild '(a) : X �! V eine nat�urliche Transformation ist,
haben wir Abbildungen  (B) : A�X (B) �! B mit  (B)(a; f) = f(a). F�ur
a; a0 2 A ist '(a)(B)(f)(x) = f(a) und '(a0)(B)(f)(x) = f(a0), also '(a +
a0)(B)(f)(x) = f(a+a0) = f(a)+f(a0 ) = '(a)(B)(f)(x)+'(a0)(B)(f)(x) =
('(a)(B)(f) + '(a0)(B)(f))(x) = ('(a)(B) + '(a0)(B))(f)(x) = ('(a) +
'(a0))(B)(f)(x) und analog'(aa0)(B)(f)(x) = f(aa0) = f(a)f(a0) = ('(a)�
'(a0))(B)(f)(x), womit '(a + a0) = '(a) + '(a0) und '(aa0) = '(a) � '(a0)
folgt. Addition und Multiplikation in Nat(X ;V) sind also durch Addition
und Multiplikation der Werte f(a)+f(a0) bzw. f(a)f(a0) de�niert. Schlie�-
lich kommutiert f�ur jeden Algebren Homomorphismus f : B �! B0

A� X (B) B-
 (B)

?
A�X (f)

?
f

A �X (B0) B0;-
 (B0)
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womit  (B) : A� X (B) �! B eine nat�urliche Transformation wird.

Bemerkung 4.11. Wegen der Operation A � X (B) �! B wird A auch
Funktionen Algebra von X genannt.
Man kann zeigen, da� A universell in dieser Eigenschaft ist, d.h. zu jeder
kommutativen Algebra D und zu jeder nat�urlichen Transformation � : D �
X (-) �! - gibt es genau einen Algebren Homomorphismus f : D �! A, so
da� das Dreieck

D �X (B)

�(B)

HHHHHHHHj?

f�1X(B)

A� X (B) B-
 (B)

kommutiert. Wir werden dieses Ergebnis sp�ater f�ur nicht-kommutative Al-
gebren beweisen. Aus der universellen Eigenschaft folgt jedenfalls, wie bei
jeder universellen Eigenschaft, die Eindeutigkeit von A bis auf Isomorphie
daf�ur, eine Funktionenalgebra f�ur X zu sein.
Sei B = K und X ein a�nes Schema mit der a�nen Algebra A = O(X ).
Wenn f : A �! K ein rationaler Punkt von X ist, d.h. ein Algebren
Homomorphismus, dann ist Im(f) = K, also Ker(f) ein maximales Ideal
der Kodimension von X . Ist umgekehrt ein maximales Ideal m der Kodi-
mension 1 in A gegeben, so induziert dieses genau einen rationalen Punkt
f : A �! A=m �= K. Ist K algebraisch abgeschlossen und m ein beliebi-
ges maximales Ideal in A, so ist A=m eine als K-Algebra endlich erzeugte
K�orpererweiterung von K. Diese mu� mit K �ubereinstimmen, womit m au-
tomatisch die Kodimension 1 hat. Man nennt die maximalen Ideale von A
dann auch das Maximal-Spektrum Specm(A) von A. Dieser Ansatz der alge-
braischen Geometrie gestattet es also, die (rationalen) Punkte eines a�nen
Schemas aus der Funktionen Algebra zur�uck zu gewinnen. Wir werden die-
sen Ansatz nicht weiter verfolgen. Wir de�nieren jedoch in Anlehnung an
dieses Vorgehen das Spektrum einer Algebra A wie folgt.

Definition 4.12. Sei C = K- A� die Kategorie der endlich erzeugten kom-
mutativen (oder a�nen vgl. 4.9) K-Algebren. Ein darstellbarer Funktor
K- A�(A; -) : K- A� �! Me hei�t a�ne algebraische Mannigfaltigkeit. Die
a�nen algebraischen Mannigfaltigkeiten zusammen mit den nat�urlichen
Transformationen bilden die Kategorie der a�nen algebraischen Mannig-
faltigkeiten oder geometrischen R�aume Geom(K) �uber K. Der Funktor, der
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jeder a�nen Algebra A die durch A dargestellte a�ne algebraische Man-
nigfaltigkeit zuordnet, wird das Spektrum von A genannt: Spec : K- A� �!
Geom(K). Wegen des Yoneda Lemmas ist Spec eine Anti-�Aquivalenz von
Kategorien. Ein geometrischer Raum ist also vollst�andig durch seine Funk-
tionen Algebra beschrieben.

Da auch beliebige (nicht endlich erzeugte) kommutative Algebren darstell-
bare Funktoren (nun auf der Kategorie aller kommutativen Algebren) de�-
nieren, haben wir auch unendlich-dimensionale geometrische R�aume
Geom1(K) und ein kommutatives Diagramm von Funktoren

K- A� Geom(K)-Spec

? ?
K- Algc Geom1(K)-

�=0

Wir bestimmen nun noch die Form vonMorphismen zwischen geometrischen
R�aumen.

Satz 4.13. Seien X � A r und Y � A s a�ne algebraische Mannigfaltigkei-
ten und ' : X �! Y eine nat�urliche Transformation. Dann gibt es Polyno-
me

p1(x1; : : : ; xr); : : : ; ps(x1; : : : ; xr) 2 K[x1 ; : : : ; xr];

so da� f�ur alle A 2 K-Alg und alle (a1; : : : ; ar) 2 X (A) gilt

'(A)(a1; : : : ; ar) = (p1(a1; : : : ; ar); : : : ; ps(a1; : : : ; ar));

d.h. die nat�urlichen Transformationen zwischen a�nen algebraischen Man-
nigfaltigkeiten sind polynomial.

Beweis. Seien O(X ) = K[x1 ; : : : ; xr]=I und O(Y) = K[y1 ; : : : ; ys]=J .
F�ur A 2 K- Alg und (a1; : : : ; ar) 2 X (A) sei f : K[x1 ; : : : ; xr]=I �! A mit
f(xi) = ai der unter X (A) �= K- Alg(K[x1 ; : : : ; xr]=I;A) zugeordnete Ho-
momorphismus. Die nat�urliche Transformation ' wird durch Verkn�upfung
mit einem Homomorphismus g : K[y1 ; : : : ; ys]=J �! K[x1 ; : : : ; xr]=I indu-
ziert, also gilt

'(A) : K- Algc(K[x1; : : : ; xr]=I;A) 3 f 7! fg 2 K- Algc(K[y1 ; : : : ; ys]=J;A):
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Da g beschrieben wird durch g(yi) = pi(x1; : : : ; xr) 2 K[x1 ; : : : ; xr], erhal-
ten wir

'(A)(a1; : : : ; as) = (fg(y1); : : : ; fg(ys))
= (f(p1(x1; : : : ; xr)); : : : ; f(ps(x1; : : : ; xr)))
= (p1(a1; : : : ; ar); : : : ; ps(a1; : : : ; ar)):

Beispiel 4.14. Der Isomorphismus zwischen der a�nen Geraden (4.2) und
der Parabel (4.8 d)) ist gegeben durch den Isomorphismus f : K[x; y]=(y �
x2) �! K[z], f(x) = z, f(y) = z2 mit der Umkehrabbildung f�1(z) = x.
Auf den a�nen algebraischen Mannigfaltigkeiten der a�nen Geraden A bzw.
der Parabel P ist die induzierte Abbildung f : A (A) 3 a 7! (a; a2) 2 A (A)
bzw. f�1 : P(A) 3 (a; b) 7! a 2 A (A).



KAPITEL V

Limites, Kolimites, Produkte und Di�erenzkerne

Wir ben�otigen f�ur weitere Konstruktionen noch einige zus�atzliche kategorie-
theoretische Begri�e. Diese sollen hier in knapper Form behandelt werden.

Definition 5.1. Ein Diagrammschema D ist eine kleine Kategorie (d.h. die
Objektklasse ist eine Menge). Sei C eine beliebige Kategorie. Ein Diagramm
in C mit dem Diagrammschema D ist ein kovarianter Funktor F : D �! C.

Beispiel 5.2. (f�ur Diagrammschemata) a) Die leere Kategorie D.
b) Die Kategorie mit genau einem Objekt D und genau einem Morphismus
1D.
c) Die Kategorie mit zwei Objekten D1; D2 und einem Morphismus f :
D1 �! D2 (au�er den beiden Identit�aten).
d) Die Kategorie mit zwei Objekten D1; D2 und zwei Morphismen f; g :
D1 �! D2 zwischen ihnen.
e) Die Kategorie mit einer Familie von Objekten (Diji 2 I) und den zu-
geh�origen Identit�aten.
f) Die Kategorie mit vier Objekten D1; : : : ; D4 und Morphismen f; g; h; k,
so da� kommutiert

D1 D2
-f

?
g

?
k

D3 D4
-
h

also kf = hg.

36
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Definition 5.3. Sei D ein Diagrammschema und C eine Kategorie. Je-
des Objekt C 2 C de�niert ein konstantes Diagramm KC : D �! C mit
KC(D) := C f�ur alle D 2 D und K(f) := 1C f�ur alle Morphismen in D.
Jeder Morphismus f : C �! C0 in C de�niert eine konstante nat�urliche
Transformation Kf : KC �! KC0 mit Kf (D) = f . Damit wird ein Kon-
stanten Funktor K : C �! Funkt(D; C von der Kategorie C in die Kategorie
der Diagramme Funkt(D; C) de�niert.
Sei F : D �! C ein Diagramm. Ein Objekt C und eine nat�urliche Transfor-
mation � : KC �! F hei�t Limes oder projektiver Limes des DiagrammsF
mit der Projektion �, wenn zu jedem Objekt C0 2 C und zu jeder nat�urli-
chen Transformation ' : KC0 �! F genau ein Morphismus f : C0 �! C so
existiert, da�

KC0

'
@
@
@R?

Kf

KC F-�
kommutiert, d.h. f�ur alle Morphismen g : Di �! Dj in D kommutiert

C F(Di)-�i

F(Dj)

�j
@
@
@R ?

F(g)

(� ist nat�urliche Transformation) und f�ur alle Objekte Di in D kommutiert

C0

'i
@
@
@R?

f

C F(Di):-
�i

Eine Kategorie C besitzt Limites f�ur Diagrammschemata der Form D, wenn
zu jedem Diagramm F : D �! C �uber D in C ein Limes existiert. Eine Ka-
tegorie C hei�t vollst�andig, wenn jedes Diagramm in C einen Limes besitzt.

Beispiel 5.4. a) Sei D ein Diagrammschema bestehend aus zwei Objekten
D1; D2 und den Identit�aten. Ein DiagrammF : D �! C ist de�niert durch
die Vorgabe von zwei Objekten C1 und C2 in C. Ein Objekt C1�C2 zusam-
men mit zwei Morphismen �1 : C1 � C2 �! C1 und �2 : C1 � C2 �! C2

hei�t Produkt der beiden Objekte, wenn C1 � C2; � : KC1�C2 �! F ein
Limes ist, d.h. wenn es zu jedem Objekt C0 in C und zu je zwei Mor-
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phismen '1 : C0 �! C1 und '2 : C 0 �! C2 genau einen Morphismus
f : C0 �! C1 � C2 gibt, so da�

'1

�
�

�
�	

'2

@
@
@
@R

C0

?

f

C1 C1 � C2
��1 C2

-�2

kommutiert. Die beiden Morphismen �1 : C1 � C2 �! C1 und �2 : C1 �
C2 �! C2 hei�en die Projektionen des Produkts auf die einzelnen Faktoren.
b) Sei D ein Diagrammschema bestehend aus einer endlichen (nicht-leeren)
Menge von Objekten D1; : : : ; Dn und den zugeh�origen Identit�aten. Ein Li-
mes eines Diagramms F : D �! C hei�t endliches Produkt der Objekte
C1 := F(D1); : : : ; Cn := F(Dn) und wird mit C1 � : : : � Cn =

Qn
i=1Ci

bezeichnet.
c) Ein Limes �uber einem diskreten Diagramm (d.h. D besitzt nur die Iden-
tit�aten als Morphismen) hei�t Produkt der Objekte Ci := F(Di), i 2 I und
wird mit

Q
I Ci bezeichnet.

d) Sei D das leere Diagrammschema und F : D �! C das (einzig m�ogliche)
leere Diagramm. Der Limes C; � : KC �! F von F hei�t Endobjekt. Er hat
die Eigenschaft, da� es zu jedem Objekt C0 in C (die eindeutig bestimmte
nat�urliche Transformation ' : KC0 �! F braucht nicht angegeben zu wer-
den) genau einen Morphismus f : C 0 �! C gibt. In Me ist die einpunktige
Menge ein Endobjekt. In Ab;Gr;Vek ist die Nullgruppe 0 ein Endobjekt.
e) Sei D das Diagrammschema aus 5.2 d) mit zwei Objekten und zwei
Morphismen (verschieden von den beiden Identit�aten). Ein Diagramm �uber
D ist gegeben durch zwei Objekte C1 und C2 und zwei Morphismen g; h :
C1 �! C2. Der Limes eines solchen Diagramms hei�t Di�erenzkern der
beiden Morphismen und ist gegeben durch ein Objekt Ker(g; h) und einen
Morphismus �1 : Ker(g; h) �! C1. Der zweite Morphismus nach C2 entsteht
durch die Komposition �2 = g�1 = h�1. Der Di�erenzkern hat die folgende
universelle Eigenschaft. Zu jedem Objekt C0 und jedem Morphismus '1 :
C0 �! C1 mit g'1 = h'1(= '2) gibt es genau einen Morphismus f : C0 �!
Ker(g; h) mit �1f = '1 (und damit �2f = '2, d.h. das Diagramm

C0

f

�
�

�
�	 ?

'1

Ker(g; h) C1
-�1 -g C2-

h
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kommutiert.

�Ubung 5.5. a) Sei F : D �! Me ein diskretes Diagramm. Man zeige, da�
das kartesische Produkt �uber F mit dem kategorietheoretischen Produkt
�ubereinstimmt.
b) Sei D ein Morphismenpaar wie in 5.4 e) und sei F : D �! Me ein
Diagramm.Man zeige, da� die Menge fx 2 F(D1)jF(f)(x) = F(g)(x)g mit
der Einbettung in F(D1) Di�erenzkern von F : D �!Me ist.

c) Sei F : D �!Me ein Diagramm. Man zeige, da� die Menge

f(xDjD 2 ObD;xD 2 F(D))j8(f : D �! D0) 2 D : F(f)(xD) = xD0g

mit den Projektionen auf die einzelnen Komponenten der Familien Limes
von F ist.

Definition 5.6. Sei F : D �! C ein Diagramm. Ein Objekt C und eine
nat�urliche Transformation � : F �! KC hei�t Kolimes oder induktiver Li-
mes des Diagramms F mit der Injektion �, wenn zu jedem Objekt C0 2 C
und zu jeder nat�urlichen Transformation ' : F �! KC0 genau ein Morphis-
mus f : C �! C0 so existiert, da�

F KC-�

KC0

'
@
@
@R ?

Kf

kommutiert, d.h. f�ur alle Morphismen g : Di �! Dj in D kommutiert

F(Di)

�i
@
@
@R?

F(g)

F(Dj) C-�j
(� ist nat�urliche Transformation) und f�ur alle Objekte Di in D kommutiert

F(Di) C-�i

C0:

'i
@
@
@R ?

f

Die speziellen Kolimites, die �uber den Diagrammen wie in Beispiel 5.4 ge-
bildet werden, hei�en Koprodukt, Anfangsobjekt bzw. Di�erenz-Kokern.
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Beispiel 5.7. In Vek ist 0 ein Anfangsobjekt. In K- Alg ist K ein Anfangs-
objekt. In Geom ist der einelementige Funktor A 7! f�g ein Endobjekt.
In K- Alg ist fa 2 Ajf(a) = g(a)g der Di�erenzkern der beiden Algebren
Homomorphismen f : A �! B und g : A �! B. In K- Alg stimmen das
kartesische Produkt (Paarmengenbildung) und das (kategorietheoretische)
Produkt �uberein.

Bemerkung 5.8. Ein Kolimes eines Diagramms C ist in der dualen Ka-
tegorie Cop Limes des entsprechenden (dualen) Diagrams. Daher ergeben
S�atze �uber Limites duale S�atze �uber Kolimites.

Satz 5.9. Limites und Kolimites von Diagrammen sind bis auf Isomorphie
eindeutig.

Beweis. Sei F : D �! C ein Diagrammund seien C; � und ~C; ~� Limites
von F . Dann gibt es jeweils genau einen Morphismus f : ~C �! C und
einen Morphismus g : C �! ~C mit �Kf = ~� und ~�Kg = �. Dann ist aber
�K1C = � idKC = � = ~�Kg = �KfKg = �Kfg und analog ~�K1 ~C = ~�Kgf .
Wegen der Eindeutigkeit folgt daraus 1C = fg und 1 ~C = gf .

Bemerkung 5.10. Nachdem die Eindeutigkeit des Limes bzw. Kolimes (bis
auf Isomorphie) nachgewiesen ist, k�onnen wir jetzt eine einheitliche Bezeich-
nungsweise einf�uhren. Der Limes des Diagramms F : D �! C wird mit
lim �(F) bezeichnet, der Kolimes mit lim�!(F).

Satz 5.11. Wenn C beliebige Produkte und Di�erenzkerne besitzt, dann be-
sitzt C beliebige Limites, d.h. C ist vollst�andig.

Beweis. Sei D ein Diagrammschema und F : D �! C ein Diagramm.
Wir bilden zun�achst die Produkte

Q
D2ObD F(D) und

Q
f2MorD F(Zi(f)),

wobei Zi(f) das Ziel des Morphismus f : D0 �! D00 in D ist, also in diesem
Falle Zi(f) = D00. F�ur jeden Morphismus f : D0 �! D00 de�nieren wir zwei
Morphismen wie folgt:

pf := �F(D00) :
Y

D2ObD

F(D) �! F(D00) = F(Zi(f))

und

qf := F(f)�F(D0) :
Y

D2ObD

F(D) �! F(D0) �! F(D00) = F(Zi(f)):
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Diese beiden Familien von Morphismen induzieren zwei Morphismen in das
entsprechende Produkt:

p; q :
Y

D2ObD

F(D) �!
Y

f2MorD

F(Zi(f))

mit �fq = qf und �fp = pf . Wir zeigen jetzt, da� der Di�erenzkern dieser
beiden Morphismen

Ker(p; q) - 
Y

D2ObD

F(D) -p
-

q

Y
f2MorD

F(Zi(f))

Limes des Diagramms F : D �! C ist. Es ist p = q . Zun�achst ergibt
�(D) := �F(D) : Ker(p; q) �!

Q
D2ObD F(D) �! F(D) eine Familie von

Morphismen mit D 2 ObD. Ist f : D0 �! D00 in D gegeben, so ist das
Diagramm

Ker(p; q) F(D0)-�(D0)

F(D00)

�(D00)

HHHHHHj ?
F(f)

kommutativ wegen F(f)�(D0) = F(f)�F(D0) = qf = �fq = �fp =
pf = �F(D00) = �(D00). Damit ist eine nat�urliche Transformation � :
KKer(p;q) �! F gegeben.
Sei nun ein Objekt C 0 gegeben und eine nat�urliche Transformation ' :
KC0 �! F . Dann ist dadurch genau ein Morphismus g : C0 �!Q
D2ObD F(D) de�niert mit �F(D)g = '(D) f�ur alle D 2 D. Da ' eine

nat�urliche Transformation ist, haben wir '(D00) = F(f)'(D0) f�ur jeden
Morphismus f : D0 �! D00. Wir erhalten damit �fpg = pfg = �F(D00)g =
'(D00) = F(f)'(D0) = F(f)�F(D0)g = qfg = �fqg f�ur alle Morphismen
f : D0 �! D00, also pg = qg. Daher l�a�t sich g eindeutig durch den Dif-
ferenzkern  : Ker(p; q) �!

Q
D2ObD F(D) faktorisieren als g =  h mit

h : C0 �! Ker(p; q). Es ist dann �(D)h = �F(D) h = �F(D)g = '(D) f�ur
alle D 2 D, also �Kh = '.
Wenn schlie�lich ein weiterer Morphismus h0 : C0 �! Ker(p; q) mit �Kh0 =
' gegeben ist, dann ist �F(D) h

0 = �(D)h0 = '(D) = �(D)h = �F(D) h,
also  h0 =  h = g. Wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung von g durch
 folgt h = h0. Damit ist (Ker(p; q); �) Limes von F .

Bemerkung 5.12. Der Beweis des vorstehenden Satzes zeigt zugleich die
explizite Konstruktion des Limes von F als Di�erenzkern
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Ker(p; q) - 
Y

D2ObD

F(D) -p
-

q

Y
f2MorD

F(Zi(f))

Der Limes kann also als Unterobjekt eines geeigneten Produkts dargestellt
werden. Dual kann der Kolimes als Faktorobjekt eines geeignetes Kopro-
dukts dargestellt werde. Wir werden diese Konstruktion sp�ater verwenden.
Wichtig f�ur uns ist noch die Vertauschbarkeit von Funktoren mit der Bil-
dung von Limites bzw. Kolimites. Wir sagen, da� ein Funktor G : C �! C0

Limites �uber dem Diagrammschema D erh�alt, wenn f�ur jedes Diagramm
F : D �! C gilt lim �(GF)

�= G(lim �(F)).

Satz 5.13. Kovariante darstellbare Funktoren erhalten Limites. Kontrava-
riante darstellbare Funktoren bilden Kolimites in Limites ab.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage. Die zweite Aussage ist
dual dazu. F�ur ein Diagramm F : D �!Me ist

f(xDjD 2 ObD; xD 2 F(D))j8(f : D �! D0) 2 D : F(f)(xD) = xD0g

nach �Ubung 5.5 Limes von F . Sei nun ein Diagramm F : D �! C ge-
geben und sei lim �(F) der Limes. Sei weiterhin der darstellbare Funktor
MorC(C0; -) : C �! Me gegeben. Nach De�nition des Limes von F gibt
es zu jeder nat�urlichen Transformation ' : KC0 �! F genau einen Mor-
phismus f : C0 �! lim �(F) mit �Kf = '. Dadurch ist ein Isomorphismus
Nat(KC0 ;F) �= MorC(C 0; lim �(F)) gegeben. Damit ist

lim �(MorC(C;F)) �=
f('(D) : C0 �! F(D)jD 2 D)j8(f : D �! D0) 2 D : F(f)'(D) = '(D0)g
= Nat(KC0 ;F) �= MorC(C

0; lim �(F)):

Folgerung 5.14. Sei F : C �! C0 linksadjungiert zu G : C0 �! C. Dann
erh�alt F Kolimites und G Limites.

Beweis. F�ur ein DiagrammH : D �! C ist

MorC(-; lim �(GH))
�= lim �MorC(-;GH) �= lim �MorC0 (F-;H) �=

MorC0 (F-; lim �(H))
�= MorC(-;G(lim �(H)));

also lim �(GH)
�= G(lim �(H)) als darstellende Objekte. Der Beweis f�ur den

linksadjungierten Funktor erfolgt analog.



KAPITEL VI

Algebraische Gruppen und Hopf Algebren

Es gibt zwei verschiedene M�oglichkeiten, den Begri� einer Gruppe G in ei-
ner beliebigen Kategorie C zu de�nieren. Die eine M�oglichkeit ist zu fordern,
da� die Menge MorC(X;G) f�ur alle X 2 C eine Gruppe wird und dies funk-
toriell (d.h. nat�urlich) in X. Die zweite M�oglichkeit ist, eine Multiplikation
rG : G � G �! G und analog neutrales Element und Inversenbildung zu
de�nieren, die kommutative Diagramme f�ur die Assoziativit�at etc. bilden.
Zu der letzteren De�nition ben�otigt man die Existenz gewisser Produkte in
der Kategorie C, sie ist also enger als die erste De�nition. Besitzt C jedoch
Produkte und Endobjekt, so sind beide De�nitionen �aquivalent. Das werden
wir in diesem Abschnitt zeigen und ausnutzen.

Lemma 6.1. 1) In der Kategorie der kommutativen Algebren ist das Ten-
sorprodukt von Algebren das Koprodukt.

2) In der Kategorie der kokommutativen Koalgebren ist das Tensorprodukt
von Koalgebren das Produkt.

Beweis. 1) Seien A und B kommutative K-Algebren. Dann ist A 
 B
wieder eine kommutative Algebra mit der Multiplikation

rA
B : A
 B 
 A
 B
1
�
1
�! A 
A
 B 
B

r
r
�! A 
B:

Weiter sind die linearen Abbildungen �A := 1A 
 � : A �= A
 K �! A
B
bzw. �B := � 
 1B : B �= K 
 B �! A 
B Algebren Homomorphismen.
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Seien nun eine weitere kommutative Algebra C und Algebren Homomor-
phismen fA : A �! C und fB : B �! C gegeben. Wir wollen zeigen, da�
es einen eindeutig bestimmten Algebren Homomorphismus f : A
B �! C
so gibt, da� das Diagramm

A A 
B-�A B��B

C

fA

@
@
@
@R ?

f fB

�
�

�
�	

kommutiert.
Dazu sei f := rC(fA 
 fB) : A 
 B �! C 
 C �! C, also f(a 
 b) =
fA(a)fB (b). Dieses ist ein Algebren Homomorphismus, weil in einer komm-
mutativen Algebra C die Multiplikation r : C 
 C �! C ein Algebren
Homomorphismus ist. Das Diagramm

C 
C 
 C 
C C 
 C 
 C 
 C-1
�
1
C 
C-r
r

?

r
r

?

r

C 
 C C-r

kommutiert n�amlich. Au�erdem erh�alt r die Eins der Algebra.
Es gelten nun f�A(a) = f(1A
�)(a) = f(a
1) = r(fA(a)
fB (1)) = fA(a)
und f�B = fB . Sei ein weiterer Algebren Homomorphismus g : A
B �! C
mit g�A = fA und g�B = fB gegeben. Dann ist g(a
b) = g((a
1)(1
b)) =
g(�(a)�(b)) = g�(a)g�(b) = fA(a)fB(b) = f(a 
 b), also f = g. Damit ist
nachgewiesen, da� (A 
 B; (�A; �B)) ein Koprodukt von A und B in der
Kategorie K- Algc der kommutativen K-Algebren ist.
2) Der Beweis f�ur Koalgebren verl�auft im Prinzip dual, l�a�t sich aber nicht
direkt aus dem vorhergehenden Teil durch Dualisieren erhalten, weil wir mit
Elementen gerechnet haben.
Seien also C und D kokommutative K-Koalgebren. Dann ist C 
D wieder
eine kokommutative Koalgebra mit der Komultiplikation

�C
D : C 
D
�
�
�! C 
 C 
D 
D

1
�
1
�! C 
D 
C 
D:

Weiter sind die linearen Abbildungen �C := 1C 
 " : C 
D �! C 
K �= C
bzw. �D := "C
1D : C
D �! K
D �= D Koalgebren Homomorphismen.
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Seien nun eine weitere kokommutative Koalgebra A und Koalgebren Ho-
momorphismen fC : A �! C und fD : A �! D gegeben. Wir wollen
zeigen, da� es einen eindeutig bestimmten Koalgebren Homomorphismus
f : A �! C 
D so gibt, da� das Diagramm

C C 
D��C D-�D

A

fC

�
�

�
�	 ?

f fD

@
@
@
@R

kommutiert.

Dazu sei f := (fC 
 fD)�A : A �! A 
 A �! C 
 D. Dieses ist ein
Koalgebren Homomorphismus, weil in einer kokommmutativen Koalgebra
A die Komultiplikation�A : A �! A
A ein Koalgebren Homomorphismus
ist. Das Diagramm

A A
A-�

?

�

?

�
�

A
 A A
 A
 A
A-�
�
A
 A
A 
A-1
�
1

kommutiert n�amlich. Au�erdem erh�alt � die Koeins der Koalgebra

A K-"

?
�

?
�=

A 
A K 
 K:-
"
"

Es gelten nun �Cf = (1C 
 "D)(fC 
 fD)�A = (fC 
 "DfD)�A = (fC 

"A)�A = (fC
1K)(1A
"A)�A = fC . Sei ein weiterer Algebren Homomor-
phismus g : A �! C 
 D mit �Cg = fC und �Dg = fD gegeben. Da das
Diagramm
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C 
D C 
 C 
D 
D-�C
�D
C 
D 
C 
D-1C
�
1D

1C
1D

@
@
@
@
@
@
@
@@R

?

1C
"
"
1D

?

pC
pD

C 
 K 
 K 
D C 
 K 
 K 
D-1C
�
1D

?

�=

C 
D

�=

�����������)

kommutiert, ist g = (pC
pD)(1C
�
1D)(�C
�D)g = (pC
pD)�C
Dg =
(pC
pD)(g
g)�A = (pCg
pDg)�A = (fC
fD)�A = f . Damit ist nach-
gewiesen, da� (C
D; (�C ; �D)) ein Produkt von C und D in der Kategorie
K- Koalgc der kokommutativen Koalgebren ist.

Der Beweis zeigt, da� es g�unstiger ist, Beweise wenn m�oglich elementfrei nur
durch R�uckgri� auf Morphismen zu f�uhren, da sie dann eine Dualisierung
zulassen. Der zweite Teil des oben gegebenen Beweises lie�e sich tats�achlich
dualisieren, um auch den ersten Teil des Beweises zu geben. Dazu m�u�ten
wir jedoch den Begri� eines Tensorprodukts in einer beliebigen Kategorie
einf�uhren. Das wird sp�ater geschehen.
Wir formulieren ein weiteres Lemma ohne den trivialen Beweis.

Lemma 6.2. 1) In der Kategorie der kommutativen Algebren ist K ein An-
fangsobjekt.
2) In der Kategorie der kokommutativen Koalgebren ist K ein Endobjekt.

Definition 6.3. Ein Objekt G in einer Kategorie C zusammen mit ei-
ner (kontravarianten) Faktorisierung G : C �! Gr des darstellbaren kon-
travarianten Funktors MorC(-; G) : C �! Me durch den Vergi�funktor
V : Gr �!Me von der Kategorie der Gruppen in die Kategorie der Mengen
MorC(-; G) = VG hei�t eine Gruppe in der Kategorie C.
Ein Objekt G in einer Kategorie C zusammen mit einer (kovarianten) Fakto-
risierung G : C �! Gr des darstellbaren kovarianten Funktors MorC(G; -) :
C �! Me durch den Vergi�funktor V : Gr �! Me von der Kategorie der
Gruppen in die Kategorie der Mengen MorC(G; -) = VG hei�t eine Kogruppe
in der Kategorie C.

�Ubung 6.4. 1) Zeigen Sie, da� Gruppen in der Kategorie der Mengen genau
die abstrakten Gruppen sind.
2) Finden Sie alle Kogruppen in der Kategorie der Mengen.
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Im folgenden Satz verwenden wir die Morphismen � : X �! X � X in
ein Produkt in einer Kategorie C de�niert durch die Komponenten 1X :
X �! X und 1X : X �! X und den eindeutig bestimmten Morphismus
" : X �! E in ein Endobjekt einer Kategorie.

Satz 6.5. Sei C eine Kategorie mit Produkten (und Endobjekt E). Sei G ein
Objekt in C. Es gibt eine Bijektion zwischen den Faktorisierungen G : C �!
Gr, so da� (G;G) eine Gruppe in C wird, und den Tripeln von Morphismen
in C:

r : G�G �! G; � : E �! G; s : G �! G;

so da� die folgenden Diagramme kommutieren

G�G� G G� G-r�1G

?
1G�r

?
r

G�G G-
r

E �G �= G �= G� E G�G-id��

?

��id

?

r

G�G G-r

1G

HHHHHHHHj

G E-"
G-

�

?
�

G� G G� G-S�1G

6
r

G E-"
G-

�

?
�

G�G G�G:-1G�S

6
r

Beweis. MorC(-; G) l�a�t sich durch die Kategorie der Gruppen genau
dann faktorisieren, wenn f�ur jedes X 2 C die Menge MorC(X;G) eine
Gruppe ist und f�ur jeden Morphismus f : X �! Y in C die Abbildung
MorC(f;G) : MorC(Y;G) �! MorC(X;G) ein Gruppen Homomorphismus
ist. Damit haben wir insbesondere Abbildungen

rX : MorC(X;G)�MorC(X;G) �!MorC(X;G);
�X : f�g �!MorC(X;G)

sX : MorC(X;G) �!MorC(X;G);

die die Gruppenaxiome erf�ullen und mit den Abbildungen MorC(f;G) ver-
tr�aglich sind:
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MorC(Y;G)�MorC(Y;G) MorC(Y;G)-rY

?
MorC(f;G)�MorC(f;G)

?
MorC(f;G)

MorC(X;G)�MorC(X;G) MorC(X;G)-
rX

f�g MorC(Y;G)-�

? ?
MorC(f;G)

f�g MorC(X;G)-
�

MorC(Y;G) MorC(Y;G)-s

?
MorC(f;G)

?
MorC(f;G)

MorC(X;G) MorC(X;G):-
s

Da darstellbare kovariante Funktoren Produkte (und Endobjekte) erhalten,
haben wir insbesondere nat�urliche Transformationen MorC(X;G � G) �=
MorC(X;G) � MorC(X;G) �! MorC(X;G) und MorC(X;E) �= f�g �!
MorC(X;G), die zusammen mit s nach dem Yoneda Lemma Morphismen
rG : G � G �! G, �G : E �! G und sG : G �! G induzieren. Die Dia-
gramme f�ur die Gruppenaxiome der Funktoren MorC(-; G�G), MorC(-; G)
und MorC(-; E) induzieren nach dem Yoneda Lemma kommutative Dia-
gramme wie im Satz und umgekehrt.

Satz 6.6. Die Gruppen in K- Koalgc sind genau die kokommutativen Hopf-
Algebren. Die Kogruppen in K- Algc sind genau die kommutativen Hopf-
Algebren.

Beweis. Nach Lemma 6.1 und 6.2 gibt es in K- Koalgc Produkte und ein
Endobjekt. Gruppen k�onnen daher durch die Morphismen und Diagramme
aus dem vorangehenden Satz beschrieben werden. Dabei sind die Produkte
durch Tensorprodukte zu ersetzen. Analoges gilt f�ur die duale Kategorie von
K- Algc.

Mit diesem Satz ist zweierlei ausgesagt. Erstens de�niert jede kommutative
Hopf Algebra H einen Funktor K- Algc(H; -) : K- Algc �! Me, der durch
die Kategorie der Gruppen faktorisierbar ist, oder wie wir kurz schreiben
einen Funktor K- Algc(H; -) : K- Algc �! Gr. Zweitens wird jeder darstell-
bare Funktor K- Algc(H; -) : K- Algc �! Me, der durch die Kategorie der
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Gruppen faktorisierbar ist, von einer Hopf Algebra H dargestellt. Analoges
gilt f�ur die Kategorie der kokommutativen Koalgebren.

Definition 6.7. 1) Die durch kommutative (endlich erzeugte) Hopf Alge-
bren dargestellten kovarianten Funktoren von K- Algc in die Kategorie der
Gruppen hei�en a�ne algebraische Gruppen.
2) Die durch kokommutative Hopf Algebren dargestellten kontravarianten
Funktoren von K- Koalgc in die Kategorie der Gruppen hei�en formale
Gruppen.

Beispiel 6.8. 1) Die a�ne algebraische Gruppe, genannt additive Gruppe,

Ga : K- Algc �! Ab

mit Ga(A) := A+ aus Lemma 3.1 wird durch die Hopf Algebra K[x] darge-
stellt. Wir bestimmen dazu die Komultiplikation, Koeinheit und Antipode.
Die Komultiplikation entsteht mit dem Yoneda Lemma aus der Multipli-
kation K- Algc(K[x] 
 K[x]; A)

�= K- Algc(K[x]; A) � K- Algc(K[x]; A)
�=

A � A �! A �= K- Algc(K[x]; A) durch Auswertung auf A �= K[x] 
 K[x]
und Anwendung auf die Identit�at. Wir erhalten 1K[x]
K[x] 7! (�1; �2) 7!
(x
 1; 1
 x) 7! x
 1+1
 x 7! �K[x], also ist �K[x] : K[x] �! K[x]
K[x]
durch �K[x](x) = x
 1 + 1
 x de�niert.
Die Koeinheit ergibt sich aus K- Algc(K; A) �= f�g �! A �= K- Alg(K[x]; A)
mit A �= K durch 1K7! � 7! 0 7! "K[x]. Also ist "K[x](x) = 0.
Die Antipode entsteht aus K- Algc(K[x]; A) �= A �! A �= K- Algc(K[x]; A)
durch A = K[x] und 1K[x] 7! x 7! �x 7! SK[x], also SK[x](x) = �x.
2) Der Funktor

M+
n : K- Algc �! Ab;

der jeder kommutativen Algebra A die additive Gruppe der Matrizenalgebra
Mn(A) zuordnet, wird durch die kommutative Algebra K[xij j1 � i; j � n]
dargestellt (vgl. 3.5). Diese Algebra mu� eine Hopf Algebra sein.
Die Komultiplikation ist mit dem Yoneda Lemma aus der Multiplikation
(Addition von Matrizen) K- Algc(K[xij ]
K[xij ]; A) �= K- Algc(K[xij ]; A)�
K- Algc(K[xij ]; A) �= Mn(A) �Mn(A) �! Mn(A) �= K- Algc(K[xij ]; A) zu
erhalten. Durch Auswertung auf A �= K[xij ] 
 K[xij ] und Anwendung auf
die Identit�at erhalten wir 1K[xij]
K[xij] 7! (�1; �2) 7! ((xij)
 1; 1
 (xij)) 7!
(xij 
 1) + (1 
 xij) 7! �K[xij]. Also ist �K[xij] : K[xij ] �! K[xij ]
 K[xij ]
durch �K[xij](xij) = xij 
 1 + 1
 xij de�niert.
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Die Koeinheit ergibt sich als "K[xij](xij) = 0. Die Antipode ist SK[xij](xij) =
�xij.
3) Der Matrizenring Mn(A) besitzt auch eine nicht-kommutative Multipli-
kation, mit der ein Monoid de�niert wird

M�
n : K- Algc �!Mon :

Daher wird K[xij ] mit einer weiteren Komultiplikation auch zu einer Bial-
gebra (die Antipode fehlt nat�urlich).
Diese weitere Komultiplikation entsteht aus 1K[xij]
K[xij] 7! (�1; �2) 7!
((xij) 
 1; 1
 (xij)) 7! (xij 
 1) � (1 
 xij) = (

Pn
k=1 xik 
 xkj) 7! �K[xij].

Also ist

�K[xij](xik) =
nX
j=1

xij 
 xjk:

Die Koeinheit ist "K[xij](xij) = �ij:
4) Sei K ein K�orper der Charakteristik p. Die Algebra H = K[x]=(xp) tr�agt
die Struktur einer Hopf Algebra durch �(x) = x
 1 + 1
 x, "(x) = 0 und
S(x) = �x. Um zu zeigen, da� � wohlde�niert ist, m�ussen wir �(x)p = 0
nachweisen. Das ist aber klar wegen der Potenzrechenregeln in Charakteri-
stik p: (x
 1 + 1
 x)p = xp 
 1 + 1
 xp = 0.
Die Algebra H stellt somit eine a�ne algebraische Gruppe dar:

�p(A) := K- Algc(H;A)
�= fa 2 Ajap = 0g:

Die Gruppenmultiplikation ist die Addition der p-nilpotenten Elemente. So
haben wir die Gruppe der p-nilpotenten Elemente erhalten.
5) Die Algebra H = K[x]=(xn � 1) ist eine Hopf Algebra durch die Ko-
multiplikation �(x) = x 
 x, die Koeinheit "(x) = 1 und die Antipo-
de S(x) = xn�1. Die Abbildungen sind wohlde�niert, weil z.B. �(x)p =
(x
 x)p = xp 
 xp = 1
 1 gilt.
Die durch die Hopf Algebra H dargestellte a�ne algebraische Gruppe ist

�n(A) := K- Algc(H;A) �= fa 2 Aja
n = 1g;

also die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Die Gruppen Multiplikation ist
die gew�ohnliche Multiplikation von Einheitswurzeln.

�Ubung 6.9. a) Beschreiben Sie die Hopf Algebra zur multiplikativen Grup-
pe Gm (3.3).
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b) Die Konstruktion der allgemeinen linearen Gruppe

GLn(A) = f(aij) 2Mn(A)j(aij) invertierbarg

de�niert eine a�ne algebraische Gruppe. Beschreiben Sie die zugeh�orige
Hopf Algebra.
c) Die spezielle lineare Gruppe SLn(A) ist ebenfalls eine a�ne algebraische
Gruppe. Welches ist die zugeh�orige Hopf Algebra?
d)* Der Einheitskreis S1(R) tr�agt durch die Winkeladdition eine Gruppen-
struktur. K�onnen Sie S1 mit der a�nen Algebra K[c; s]=(c2+s2�1) zu einer
a�nen algebraischen Gruppe machen? (Hinweis: Wie kann man zwei Punk-
te (x1; y1) und (x2; y2) auf der Kreislinie addieren, so da� sich die Addition
der zugeh�origen Winkel ergibt?)



KAPITEL VII

Nichtkommutative R�aume und Quantengruppen

Jetzt endlich kommen wir zu den nichtkommutativen geometrischen R�aum-
en und ihren Funktionenalgebren. Vieles, was wir in den Grundbegri�en der
kommutativen algebraischen Geometrie gemacht haben, l�a�t sich mit leich-
ter Modi�kation auch hier noch verwenden. Die Hilfsmittel sind jetzt auch
stark genug, um Monoide, die auf nichtkommutativen geometrischen R�aum-
en operieren, zu studieren. Damit wir der Begri� der Symmetrie f�ur solche
R�aume eingef�uhrt. Genauer liegen die Symmetrien in Quantengruppen, die
wir jedoch hier nur streifen k�onnen.

Definition 7.1. Sei A eine (nicht notwendig kommutative) Algebra. Dann
hei�t der durch A dargestellte Funktor X := K- Alg(A; -) : K- Alg �!
Me ein a�nes nichtkommutatives Schema, ein (a�ner) nichtkommutativer
Raum oder ein Quantenraum. Die Elemente von K- Alg(A;B) hei�en B-
Punkte von X . Ein Morphismus von nichtkommutativen R�aumen f : X �!
Y ist eine nat�urliche Transformation.

Bemerkung 7.2. Die nichtkommutativenR�aume bilden eine KategorieQR,
die zu der Kategorie der K-Algebren dual ist. Daher nennt man h�au�g auch
die Kategorie K- Algop die Kategorie der nichtkommutativen R�aume.
Ist A eine endlich erzeugte Algebra, so kann sie als Restklassenalgebra A �=
Khx1 ; : : : ; xni=I einer Polynomalgebra in nicht-kommutierenden Variablen
(vgl. 6) dargestellt werden. Ist I = (p1(x1; : : : ; xn); : : : ; pm(x1; : : : ; xn))
das von den Polynomen p1; : : : ; pm erzeugte zweiseitige Ideal, so k�onnen
die Mengen K- Alg(A;B) als Nullstellen-Mannigfaltigkeiten in Bn aufgefa�t

52
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werden. Es ist n�amlich K- Alg(Khx1 ; : : : ; xni; B) �= Abb(fx1; : : : ; xng; B) =
Bn und K- Alg(A;B) kann als die Menge derjenigen Algebrenhomomorphis-
men von Khx1 ; : : : ; xni nach B aufgefa�t werden, die auf den Polynomen
p1; : : : ; pm verschwinden und damit auch auf ganz I verschwinden, als als
die Nullstellen dieser Polynome im Bn.
Ebenso wie in Satz 4.13 zeigt man, da� auch im nicht-kommutativen Fall
die Morphismen zwischen nichtkommutativen R�aumen durch Familien von
Polynomen beschrieben werden.
Auch Satz 4.10 �uber die Operation der a�nen Algebra A = O(X ) auf X
als Funktionenalgebra kann unmittelbar auf den nicht-kommutativen Fall
�ubertragen werden: die in B nat�urliche Transformation (B) : A�X (B) �!
B ist durch  (B)(a; f) := f(a) gegeben und kommt von dem Isomorphismus
A �= Nat(X ;V).

Wir holen jetzt eine Aussage �uber die Funktionen Algebra A nach, die wir
im kommutativen Fall nicht bewiesen haben, die dort aber ebenfalls gilt.

Lemma 7.3. Sei D eine Algebra und ' : D �X (-) �! V(-) eine nat�urliche
Transformation. Dann gibt es genau einen Algebren Homomorphismus f :
D �! A, so da� das Diagram

D � X (B)

'(B)

HHHHHHj?
f�1

A�X (B) B-
 (B)

kommutiert.

Beweis. Die nat�urliche Transformation ' : D � X �! V induziert eine
eindeutig bestimmte Abbildung f : D �! Nat(X ;V) �= A mit '(B)(d; g) =
f(d)(B)(g) =  (B)(f(d); g) =  (B)(f � 1)(g).

Definition 7.4. Der nichtkommutative Raum A
2j0
q mit der Funktionenal-

gebra

O(A2j0
q ) := Khx; yi=(xy � q�1yx)

mit q 2 K n f0g hei�t (deformierte) Quanten-Ebene. Der nichtkommutative

Raum A
0j2
q mit der Funktionenalgebra

O(A0j2
q ) := Kh�; �i=(�2 ; �2; �� + q��)
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hei�t duale (deformierte) Quanten-Ebene. Es ist

A2j0
q (A) =

��
x
y

���x; y 2 A;xy = q�1yx

�

und

A0j2
q (A) =

��
�; �

����; � 2 A; �2 = 0; �2 = 0; �� = �q��
	
:

Definition 7.5. Sei X ein nichtkommutativer Raum mit der Funktionen-
algebra A und sei Xc die Einschr�ankung des Funktors X : K- Alg �! Me
auf die Kategorie der kommutativen Algebren: Xc : K- Algc �! Me. Dann
hei�t Xc der kommutative Anteil des nichtkommutativen Raumes X .

Lemma 7.6. Der kommutative Anteil Xc eines nichtkommutativen Raumes
ist ein a�nes Schema.

Beweis. Der Vergi�funktor V : K- Algc �! K- Alg besitzt den links-
adjungierten Funktor K- Alg 3 A 7! A=[A;A] 2 K- Alg, wobei [A;A] das
zweiseitige Ideal von A ist, das von den Elementen ab�ba aufgespannt wird.
Zu jedem Algebren Homomorphismus f : A �! B in eine kommutative Al-
gebra B gibt es n�amlich genau eine Faktorisierung durch A=[A;A], weil f
auf den Elementen ab� ba verschwindet.
Wenn also A = O(X ) die Funktionenalgebra von X ist, dann ist A=[A;A]
die darstellende Algebra f�ur Xc.

Bemerkung 7.7. Die R�aume X und Xc haben in kommutativen (Koef�-
zienten-) Algebren B dieselben Punkte: X (B) = Xc(B), sie unterscheiden
sich nur in nicht-kommutativen Koef�zienten-Bereichen. Insbesondere be-
sitzt die Quantenebene A

2j0
q mit q 6= 1 in kommutativen K�orpern B als

Koe�zientenbereich nur B-Punkte auf den Achsen, denn Khx; yi=(xy �
q�1yx; xy�yx) �= k[x; y]=(xy) de�niert nur Punkte (b1; b2) in B2, bei denen
mindestens ein Faktor Null ist.

Zur Rolle der nicht-kommutativen Hopf Algebren m�ussen wir das Tensor-
produkt in K- Alg besser verstehen.

Definition 7.8. Seien A = O(X ) und A0 = O(Y) Funktionenalgebren der
nichtkommutativen R�aume X bzw. Y. Zwei B-Punkte p : A �! B in X (B)
und p0 : A0 �! B in Y(B) hei�en kommutierend, wenn f�ur alle a 2 A und
alle a0 2 A0 gilt

p(a)p0(a0) = p0(a0)p(a);
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d.h. wenn wenn die Bilder der Homomorphismen p und p0 kommutieren.

Bemerkung 7.9. Es gen�ugt zu �uberpr�ufen, da� die Bilder der Algebra
Erzeugenden p(x1); : : : ; p(xm) mit den Bildern der Algebra Erzeugenden
p0(y1); : : : ; p0(yn) bei der Multiplikation kommutieren, um zu zeigen, da�
die Punkte p und p0 kommutieren, also da� f�ur die B-Punkte (b1; : : : ; bm) 2
X (B) und (b01; : : : ; b

0
n) 2 Y(B) gilt:

bib
0
j = b0jbi:

Definition 7.10. Der Funktor

(X ? Y)(B) := f(p; p0) 2 X (B)� Y(B)jp; p0 kommutiereng

hei�t orthogonales Produkt der nichtkommutativen R�aume X und Y.

Bemerkung 7.11. Tats�achlich ist X ? Y wieder ein Funktor, weil Homo-
morphismen f : B �! B0 kommutierende Punkte erhalten, denn sie sind
mit der Multiplikation vertr�aglich. Damit ist X ? Y ein Unterfunktor von
X � Y.

Lemma 7.12. Wenn X und Y nichtkommutative R�aume sind, dann ist auch
X ? Y ein nichtkommutativer Raum mit der Funktionenalgebra
O(X ? Y) = O(X )
 O(Y).
Wenn X und Y endlich erzeugte Funktionen Algebren besitzen, also alge-
braisch sind, dann gilt das auch f�ur X ? Y.

Beweis. Seien (p; p0) 2 (X ? Y)(B) ein Paar kommutierender Punkte.
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Algebren Homomorphismus h :
A
 A0 �! B, so da� das folgende Diagramm

A A
 A0-�

p
@
@
@
@R
B
?

h

A0��0

p0
�

�
�
�	

kommutiert. Man de�niere n�amlich h(a
a0) := f(a)g(a0) und rechne damit
die erforderlichen Eigenschaften nach. Man beachte, da� bei einem beliebi-
gen Algebren Homomorphismus h : A
A0 �! B die Bilder von Elementen
a
 1 und 1
 a0 kommutieren, weil sie schon in A
A0 selbst kommutieren.
Damit ist aber

(X ? Y)(B) �= K- Alg(A 
A0; B):
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Wenn jetzt A von den Elementen a1; : : : ; am und A0 von den Elementen
a01; : : : ; a

0
n als Algebren erzeugt werden, dann wirdA
A

0 von den Elementen
ai 
 1 und 1
 a0j erzeugt.

Satz 7.13. Sei H eine Bialgebra mit zugeordnetem nichtkommutativen
Raum X . Dann de�nieren die Komultiplikation und Koeinheit von H Ab-
bildungen

m : X ? X �! X und e : E �! X ;

so da� die Diagramme

X ? X ? X X ? X-m?1

?
1?m

?
m

X ? X X-m

und

E ? X �= X �= X ? E X ? X-id?�

?

�?id

?

r

X ? X X-r

1X

HHHHHHHHj

kommutieren.

Beweis. Der Funktor E sei der durch K dargestellte Funktor, der jeder
Algebra A die einelementige Menge f� : K �! Ag zuordnet. Da die Funk-
toren X ? X , X ? E und E ? X durch A 
 A bzw. A 
 K �= A bzw.
K 
 A �= A dargestellt werden k�onnen, ergeben sich die Diagramme mit
dem Yoneda Lemma unmittelbar aus der De�nition einer Bialgebra.

Ein �ahnliches Resultat f�ur Hopf Algebren ist nicht formulierbar, weil weder
die Antipode S einer Hopf Algebra H noch die Multiplikation r : H 

H �! H ein Algebren Homomorphismus ist. Im Gegensatz zu den a�nen
algebraischen Gruppen sind also Hopf Algebren in der Kategorie K- Algop �=
QR keine Gruppen. Dennoch de�niert man

Definition 7.14. Ein durch eine Bialgebra B dargestellter Funktor auf der
Kategorie der K-Algebren hei�t Quantenmonoid. Ein durch eine Hopf Alge-
bra H dargestellter Funktor auf der Kategorie der K-Algebren hei�t Quan-
tengruppe.
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Definition 7.15. Sei X ein nichtkommutativerRaum undM ein Quanten-
monoid. Ein (nat�urlicher) Morphismus � :M ? X �! X hei�t Operation
vonM auf X , wenn die Diagramme

M?M ? X M? X-m?1

?
1?�

?
�

M? X X-�

und
X �= E ? X M ?X-�?id

X
?

�idX

HHHHHHHHj

kommutieren. Wir nennen dann X auch einen (nichtkommutativen) M-
Raum.

Satz 7.16. Sei X ein nichtkommutativer Raum mit der Funktionen Algebra
A = O(X ) und M ein Quantenmonoid mit der Funktionen Algebra B =
O(M). Dann sind f�ur einen (nat�urlichen) Morphismus � :M ? X �! X
mit zugeh�origem Algebren Homomorphismus f : A �! B 
 A �aquivalent:
a) � de�niert eine Operation von M auf X ,
b) die folgenden Diagramme in K- Alg sind kommutativ

A B 
 A-f

?
f

?
�
1A

B 
 A B 
 B 
 A-
1B
f

A B 
A-f

A �= K 
A:
?
"
1A1A

HHHHHHj

Beweis. Die Algebren Homomorphismen � 
 1A, 1B 
 f , " 
 1A etc.
stellen die nat�urlichen Transformationen m ? id, id ? �, � ? id etc. dar.
Also �ubertragen sich die Diagramme einfach nach dem Yoneda Lemma.

Definition 7.17. Eine Algebra A zusammen mit einer Bialgebra B und
einem Algebren Homomorphismus, der zu kommutativen Diagrammen wie
im Satz f�uhrt, hei�t eine B-Komodul Algebra.
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Beispiel 7.18. 1) Sei B = Kha; b; c; di=I gegeben, so da� I als zweiseitiges
Ideal durch die Elemente

ab� q�1ba; ac� q�1ca; bd� q�1db; cd� q�1dc; ad� da� (q�1� q)bc; bc� cb

erzeugt wird. Die Algebra B wird zu einer Bialgebra durch die Diagonale

�

�
a b
c d

�
=

�
a b
c d

�



�
a b
c d

�
;

d.h. durch �(a) = a
 a+ b
 c, �(b) = a
 b+ b
 d, �(c) = c
 a+ d
 c
und �(d) = c
 b+ d
 d.
Diese merkw�urdige Multiplikation versteht man am besten durch Verwen-
dung der kommutierenden Punkte �1 : B 3 b �! b 
 1 2 B 
 B und
�2 : B 3 b �! 1
 b 2 B 
B und Bildung von deren Produkt

(

�
a b
c d

�

 1) � (1


�
a b
c d

�
) =

�
a
 1 b
 1
c
 1 d
 1

�
�

�
1
 a 1
 b
1
 c 1
 d

�
=

�
a
 a+ b
 c a 
 b+ b
 d
c
 a+ d
 c c 
 b+ d
 d

�
= �

�
a b
c d

�
:

Dieses Produkt ist ein B
B-Punkt von Spec(B). Man mu� nat�urlich nach-
rechnen, da� die gegebene De�nition der Abbildung � auf den Erzeugen-
den a; b; c; d mit den Relationen aus I vertr�aglich ist, da� also �(a)�(b)�
q�1�(b)�(a) = 0 etc. in B 
 B gilt. Dann ist � : B �! B 
 B wohlde�-
nierter Algebren Homomorphismus.
Weiter ist � koassoziativ, weil die Multiplikation assoziativ ist�

(

�
a b
c d

�

 1
 1) � (1 


�
a b
c d

�

 1)

�
� (1
 1


�
a b
c d

�
)

= (

�
a b
c d

�

 1
 1) �

�
(1


�
a b
c d

�

 1) � (1
 1


�
a b
c d

�
)

�
:

�Ahnlich zeigt man, da� "

�
a b
c d

�
=

�
1 0
0 1

�
die Koeinheit f�ur die Bialgebra

B ist.
Damit de�niert B ein QuantenmonoidMq(2) mit

Mq(2)(A
0) =

��
u x
y z

���u; x; y; z 2 A0;ux = q�1xu; : : : ; xy = yx

�
;

die deformierte Version von M�
2 , dem multiplikativen Monoid der 2 � 2-

Matrizen.
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2) Sei A = Khx; yi=(xy � q�1yx) die Funktionen Algebra der Quantenebene

A
2j0
q . Nach De�nition 7.4 ist

A2j0
q (A0) =

��
x
y

���x; y 2 A0;xy = q�1yx

�
:

Die Menge

Mq(2)(A
0) =

��
u x
y z

���u; x; y; z 2 A0;ux = q�1xu; : : : ; xy = yx

�

operiert auf dieser Quantenebene durch Matrizenmultiplikation:

Mq(2)(A
0) ? A2j0

q (A0) 3 (

�
a b
c d

�
;

�
x
y

�
) 7!

�
a b
c d

�
�

�
x
y

�
2 A2j0

q (A0):

Auch hier mu� nachgepr�uft werden, ob das Ergebnis die gew�unschten Glei-
chungen erf�ullt. Da wir eine Multiplikation von Matrizen vorliegen haben,
ist damit eine Operation im Sinne des vorhergehenden Satzes gegeben. Ins-
besondere ist dann A eine B-Komodul Algebra.
3) Sei A = Kh�; �i=(�2 ; �2; �� + q��) die Funktionen Algebra der dualen

Quantenebene A
0j2
q . Nach De�nition 7.4 ist

A0j2
q (A0) =

��
� �

����; � 2 A; �� = q�1��
	
:

Auch hierauf operiert B durch Matrizenmultiplikation

A0j2
q (A0) ?Mq(2)(A

0) 3 (
�
� �

�
;

�
a b
c d

�
) 7!

�
� �

�
�

�
a b
c d

�
2 A0j2

q (A0):

Damit ist ein weiteres Beispiel einer B-Komodul Algebra A �! A 
 B
gegeben.

Welche Bewandtnis hat es jetzt mit den merkw�urdigen Relationen aufMq(2)
auf sich? Wir werden sp�ater zeigen, da�Mq(2) die universelle Bialgebra ist,

die auf A
2j0
q von links und auf A

0j2
q von rechts operiert, dies jedoch in der

Kategorie der sogenannten quadratischen Algebren. Hier zeigen wir einen
einfacheren Satz f�ur endlich-dimensionale Algebren.

�Ubung 7.19. Bestimmen Sie die Q-Punkte der Quantenebene A2j0
q , wobei

Q die R-Algebra der Quaternionen sei.
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Satz 7.20. (Tambara) Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Dann
gibt es eine Algebra M (A) und einen Algebren Homomorphismus � : A �!
M (A)
A, so da� f�ur jede Algebra B und jeden Algebren Homomorphismus
f : A �! B 
A genau ein Algebren Homomorphismus g :M (A) �! B so
existiert, da� das Diagramm

A M (A) 
A-�

B 
 A

f

HHHHHHj ?
g
1A

kommutiert.

Beweis. Wir geben die Algebra explizit an. Zun�achst stellen wir fest,
da� A� = HomK(A;K) nach �Ubung 1.13 eine Koalgebra mit den Struk-
turmorphismen � : A� �! (A 
 A)� �= A� 
 A� ist. Die duale Basis seiPn
i=1 ai 
 �ai 2 A 
 A�. Sei jetzt T (A 
 A�) die Tensor Algebra �uber dem

Vektorraum A
 A�. In ihr betrachten wir Elemente

xy 
 � 2 A 
A�;
x
 y 
�(�) 2 A
 A
 A� 
A� �= A
 A� 
 A
 A�;
1
 � 2 A 
A�;
�(1) 2 K:

Die Elemente

xy 
 � � x
 y 
�(�)(8)

und

1
 � � �(1)(9)

erzeugen ein zweiseitiges Ideal I 2 T (A 
A�). Wir de�nieren jetzt

M (A) := T (A 
A�)=I

und die Kooperation � : A 3 a �!
Pn
i=1(a 
 �ai)
 ai 2 T (A 
 A

�)=I 
 A.
Diese lineare Abbildung ist wohlde�niert.
Um zu zeigen, da� dies ein Algebren Homomorphismus ist, werden wir
zun�achst die Multiplikationauf A beschreiben durch aiaj =

P
k �

k
ijak. Dann

ist die Komultiplikation auf A� gegeben durch �(�ak) =
P
ij �

k
ij�a

i 
 �aj ,

denn es ist (�(�ak); al 
 am) = (�ak; alam) =
P
r �

r
lm(�a

k; ar) = �klm =P
ij �

k
ij(�a

i; al)(�aj ; am) = (
P
ij �

k
ij�a

i 
 �aj ; al 
 am). Weiter sei 1 =
P
�kak.
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Dann ist "(�ai) = �i, denn es ist "(�ai) = (�ai; 1) =
P
j �

j(�ai; aj) = �i. Damit

ergibt sich �(a)�(b) = (
Pn
i=1(a
�a

i)
ai) �(
Pn
j=1(b
�a

j)
aj) =
P
ij(a
b


�ai
 �aj)
aiaj =
P
ijk�

k
ij(a
 b
 �ai 
 �aj)
ak =

P
k(a
 b
�(�ak))
ak =P

k(ab
�a
k)
ak = �(ab). Weiter ist �(1) =

P
i(1
�a

i)
ai =
P
i �a
i(1)
ai =

1

P
i �a
i(1)ai = 1
 1. Damit ist � ein Algebren Homomorphismus.

Wir m�ussen jetzt zeigen, da� zu jedem f genau ein g geh�ort. Zun�achst indu-
ziert f : A �! B
A eindeutig bestimmte lineare Abbildungen fi : A �! B
mit f(a) =

P
i fi(a) 
 ai, weil die ai eine Basis bilden. Da f ein Algebren

Homomorphismus ist, erhalten wir aus
P
k fk(a)
ak = f(ab) = f(a)f(b) =P

ij(fi(a)
ai)(fj(b)
aj) =
P
ij fi(a)fj(b)
aiaj =

P
ijk�

k
ijfi(a)fj(b)
ak

durch Koe�zientenvergleich

fk(ab) =
X
ij

�kijfi(a)fj(b):

Weiter de�nieren wir g(a 
 �a) := (1 
 �a)f(a) 2 B. Insbesondere gilt dann
g(a 
 �ai) = (1 
 �ai)(

P
j fj(a) 
 aj) = fi(a). Die Abbildung g kann unmit-

telbar als Algebren Homomorphismus, ebenfalls mit g bezeichnet, auf die
Algebra T (A 
 A�) fortgesetzt werden. F�ur die Erzeugenden des Ideals er-
halten wir g(ab
�ak�a
b
�(�ak)) = (1
�ak)

P
l fl(ab)
al�

P
rsij �

k
ij(1


�ai)(fr(a)
ar) � (1
�aj)(fs(b)
as) = fk(ab)�
P
ij �

k
ijfi(a)fj(b) = 0. Weiter

ist g(1
���(1)) = (1
�)f(1)��(1) = (1
�)(1
1)��(1) = 1�(1)��(1) = 0.
Damit verschwindet g auf dem Ideal I und l�a�t sich durch M (A) = T (A)=I
faktorisieren. Mit dieser Abbildung, ebenfalls mit g bezeichnet, kommu-
tiert des Diagramm, denn (g 
 1A)�(a) = (g 
 1A)(

P
i(a 
 �ai) 
 ai) =P

i(1
 �ai)f(a) 
 ai =
P
ij fj(a)(�a

i; aj)
 ai =
P

i fi(a)
 ai = f(a).

Es bleibt die Eindeutigkeit von g zu zeigen. Gelte also (h 
 1A)� = f .
Dann ist

P
i h(a 
 �ai) 
 ai = (h 
 1A)�(a) = f(a) =

P
i fi(a) 
 ai, also

h(a
 �ai) = fi(a) = g(a
 �ai), d.h. g = h.

Folgerung 7.21. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra mit universel-
ler Algebra M (A) und � : A �!M (A)
A. Dann ist M (A) eine Bialgebra
und A durch � eine M (A)-Komodul Algebra.

Wenn auch B eine Bialgebra ist und f : A �! B
A auf A eine B-Komodul
Algebra de�niert, dann gibt es genau einen Bialgebren Homomorphismus
g :M (A) �! B, so da� das folgende Diagramm kommutiert
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A M (A) 
A-�

B 
 A

f

HHHHHHj ?
g
1A

Beweis. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm

A M (A) 
A-�

?
�

?
�
1A

M (A)
 A M (A) 
M (A)
 A;-
1M(A)
�

in dem der Morphismus � durch die universelle Eigenschaft von M (A)
bez�uglich des Algebren Homomorphismus (1M(A) 
 �)� de�niert ist. Insbe-
sondere ist � ein Algebren Homomorphismus. Weiter existiert ein eindeutig
bestimmter Algebren Homomorphismus " :M (A) �! K, so da�

A M (A) 
A-�

A �= K 
A

1A

HHHHHHj ?
"
1A

kommutiert.

Die Koalgebren Axiome ergeben sich aus den folgenden kommutativen Dia-
grammen

A M (A)
 A-�

?
�

?
�
1A

M (A) 
A M (A) 
M (A) 
A-1M(A)
�

?
�
1A

?
1M(A)
�

?
�
1M(A)
1A

?
1M(A)
�
1A

M (A)
M (A)
 A M (A)
M (A)
M (A)
 A-1M(A)
1M(A)
�

und
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A M (A) 
A-�

?
�

?
�
1A

?

1M(A)
1AM (A) 
A M (A)
M (A)
 A-1M(A)
�

1M(A)
1A

PPPPPPPPq
M (A)
 A �=M (A) 
 K 
A

?
1M(A)
"
1A

und

A M (A)
 A-�

?

1A

?
�

?
�
1A

M (A)
 A M (A)
M (A)
A-1M(A)
�

?
"
1A

?
"
1M(A)
1A

A M (A)
 A �= K 
M (A) 
A:-�

Aus diesen folgt n�amlich (� 
 1M(A))� = (1M(A) 
�)�, (1M(A) 
 ")� =
1M(A) und " 
 (1M(A))� = 1M(A). Schlie�lich ist A nach De�nition von �
und " eine M (A)-Komodul Algebra.
Sei nun aus durch f : A �! B
A eine B-Komodul Algebra de�niert. Dann
gibt es genau einen Algebren Homomorphismus g :M (A) �! B, so da� das
Diagramm

A M (A) 
A-�

B 
 A

f

HHHHHHj ?
g
1A

kommutiert. Aus dem folgenden Diagramm

A M (A) 
A-� M (A) 
A M (A)
M (A)
A-�
1A -
1M(A)
�

f
Q
Q
Q
Qs ?

g
1A

?
g
g
1A

B 
 A B 
 B 
 A-�B
1A -
1B
f

folgt ((g
g)�
1A)� = (g
g
1A)(�
1A)� = (g
g
1A)(1M(A)
�)� =
(g
 (g
 1A)�)� = (1B 
 (g
 1A)�)(g
 1A)� = (1B 
 f)f = (�B 
 1A)f =
(�B 
 1A)(g
 1A)� = (�Bg
 1A)�, also (g
 g)� = �Bg. Weiter folgt aus



64 VII. NICHTKOMMUTATIVE R�AUME UND QUANTENGRUPPEN

A M (A)
 A-�

B 
 A

f

HHHHHHj ?
g
1A

?

"
1A

A �= K 
A

1A

@
@
@
@
@
@@R ?

"B
1A

die Gleichung "Bg = ". Damit ist g ein Bialgebren Homomorphismus.

Definition 7.22. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Die Bialgebra
M (A), die auf A universell kooperiert, hei�t die Koendomorphismen Bial-
gebra von A.

�Ubung 7.23. a) Bestimmen Sie vollst�andig die duale Koalgebra A� zu A :=
Khxi=(x2 ). (Hinweis: Bestimmen Sie eine Basis von A.)

b) Bestimmen Sie m�oglichst explizit die Koendomorphismen Bialgebra von
A aus dem Teil a) der �Ubung. (Bestimmen Sie zun�achst eine Algebra Er-
zeugendenmenge f�ur M (A). Geben Sie dann die Relationen an.)

c) Bestimmen Sie vollst�andig die duale Koalgebra A� zu A := Khxi=(x3).

d) Bestimmen Sie m�oglichst explizit die Koendomorphismen Bialgebra von
A aus dem Teil c) der �Ubung.
e)* Bestimmen Sie vollst�andig die duale Koalgebra A� zu A := Khx; yi=I,
wobei das Ideal I als zweiseitiges Ideal erzeugt werde durch die Polynome

xy � q�1yx; x2; y2:

f)* Bestimmen Sie m�oglichst explizit die Koendomorphismen Bialgebra von
A aus dem Teil e) der �Ubung.

h) Sei A eine endlich dimensionale K-Algebra mit universeller Bialgebra
A �! B 
A. Zeigen Sie,

i) da� auch Aop �! Bop 
Aop universell ist (wobei Aop die Multipli-
kation r� : A 
A �! A 
A �! A tr�agt);

ii) da� A �= Aop impliziert B �= Bop (als Bialgebren);
iii) da� f�ur kommutativeA gilt B �= Bop, da� B jedoch nicht notwendig

kommutativ ist.
iv) Geben Sie einen Isomorphismus B �= Bop an f�ur die Bialgebra B =

Kha; bi=(a2 ; ab+ ba). (Vgl. b))
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L�osungshinweise: 1/2) Die Bialgebra hat die Form B = Kha; bi=(a2 ; ab+ba)
� mit �(a) = a 
 1 + b 
 a, �(b) = b 
 b und "(a) = 0, "(b) = 1. Die
Kooperation ist �(x) = a
 1 + b
 x.
3/4) A hat die Basis 1; x; x2. Die duale Koalgebra hat die duale Basis e; �; �2
mit �(e) = e
 e, �(�) = � 
 e+ e
 � und �(�2) = �2
 e+ � 
 � + e
 �2.
Die universelle Bialgebra B = T (A
A�)=I erf�ullt �(x) = x
e
1+x
� 

x+ x
 �2 
 x

2 = a
 1+ b
 x+ c
 x2. Sie wird daher von den Elementen
a = x 
 e, b = x 
 � und c = x 
 �2 erzeugt. Die Multiplikationstafel und
die Relationen ergeben sich aus

1
 e = 1;
1
 � = 1
 �2 = 0;
x2 
 e = (x
 e)(x
 e);
x2 
 � = (x
 �)(x
 e) + (x
 e)(x
 �);
x2 
 �2 = (x
 �2)(x
 e) + (x
 �)(x
 �) + (x
 e)(x 
 �2);

0 = x3 
 e = (x2 
 e)(x 
 e);
0 = x3 
 � = (x2 
 �)(x 
 e) + (x2 
 e)(x
 �);
0 = x3 
 �2 = (x2 
 �2)(x
 e) + (x2 
 �)(x
 �) + (x2 
 e)(x 
 �2)

und sind mit der Abk�urzung fu; vg := u2v + uvu + vu2

a3 = 0;
fa; bg = 0;
fa; cg+ fb; ag = 0:

Durch die Bedingung (1
 �)� = (�
 1)� erh�alt man

�(a) = a
 1 + b
 a+ c
 a2;
�(b) = b
 b+ c
 (ba+ ab);
�(c) = b
 c+ c 
 b2 + c 
 (ca+ ac);
"(a) = 0;
"(b) = 1;
"(c) = 0:

5/6) A hat die Basis 1; x; y; xy. Die duale Basis von A� sei e; �; �; �. Die
Diagonal-Abbildung ist

�(e) = e
 e;
�(�) = � 
 e + e 
 �;
�(�) = � 
 e + e 
 �;
�(�) = � 
 e+ e
 � + � 
 � + q� 
 �:
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Damit hat die KoendomorphismenBialgebra die Algebren Erzeugenden a
�
mit a 2 f1; x; y; xyg und � 2 fe; �; �; �g. Die Erzeugenden der Relationen
(von I) sind durch die Gleichungen 8 und 9 gegeben. Diese implizieren, da�
1
 e das Einselement ist, da� 1
 � = 1
 � = 1
 � = 0 und da�

ab
 e = (a
 e)(b
 e);
ab
 � = (a
 �)(b
 e) + (a
 1)(b 
 �);
ab
 � = (a
 �)(b
 e) + (a
 1)(b
 �);
ab
 � = (a 
 �)(b 
 e) + (a
 1)(b
 �) + (a
 �)(b
 �) + q(a 
 �)(b 
 �):

Weiter sind f�ur ab die Gleichungen in A zu ber�ucksichtigen.
Wenn wir de�nieren

a := x
 e; b := x
 �; c := x
 �; d := x
 �;
e := y 
 e; f := y 
 �; g := y 
 �; h := x
 �;

dann gelten �(x) = a 
 1 + b
 x + c 
 y + d 
 xy und �(y) = e 
 1 + f 

x+ g 
 y + h
 xy. Also wird B von den a; : : : ; h als Algebra erzeugt. Die
Relationen sind dann

a2 = e2 = 0;
ab+ ba = ac + ca = ef + fe = eg + ge = 0;
ad+ da+ bc+ qcb = eh+ he+ fg + qgf = 0;
ae = qea;
af + be = q(fa + eb);
ag + ce = q(ga + ec);
ah� qha+ de� qed+ bg � q2gb+ qcf � qfc = 0:

Weiter ist die Diagonale

�(a) = a
 1 + b 
 a+ c
 e + d
 ae;
�(b) = b
 b+ c
 f + d
 (af + be);
�(c) = b
 c+ c
 g + d
 (ag + ce);
�(d) = b
 d+ c
 h+ d
 (ah+ de+ bg + q�1cf) etc.



KAPITEL VIII

Monoidale Kategorien

F�ur weitere Untersuchungen ist es g�unstig, eine verallgemeinerte Version des
Tensorproduktes zu kennen. Diese soll in diesem Kapitel eingef�uhrt werden.
Sie erm�oglicht es unter anderem auch, �uber den geeigneten Begri� einer
Darstellung zu sprechen.

Definition 8.1. Eine monoidale Kategorie (oder Tensor-Kategorie)
besteht aus

einer Kategorie C,

einem Funktor 
 : C � C �! C, genannt Tensor Produkt,

einem Objekt I 2 C, genannt Einheit,

nat�urlichen Isomorphismen

�(A;B;C) : (A 
B) 
 C �! A 
 (B 
 C);
�(A) : I 
 A �! A;
�(A) : A
 I �! A;

genannt Assoziativit�at, Links-Einheit und Rechts-Einheit, so da� folgende
Diagramme, genannt Koh�arenzdiagramme oder Constraints, kommutieren:

((A 
B) 
 C)
D (A 
 (B 
 C))
D-�(A;B;C)
1
A
 ((B 
C)
D)-�(A;B
C;D)

?
�(A
B;C;D)

?
1
�(B;C;D)

(A 
B) 
 (C 
D) A
 (B 
 (C 
D))-�(A;B;C
D)

67
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(A 
 I) 
 B A
 (I 
B)-�(A;I;B)

A 
B

�(A)
1
Q
Q
QQs

1
�(B)
�

�
��+

Eine monoidale Kategorie hei�t strikt, wenn die Morphismen �; �; � Iden-
tit�aten sind.

Bemerkung 8.2. Wir de�nieren A1
: : :
An := (: : : (A1
A2)
: : : )
An.
Der Koh�arenzsatz von MacLane besagt, da� alle Diagramme, deren Mor-
phismen unter Verwendung von �, �, �, Identit�aten, Inversen, Tensorpro-
dukten und Verkn�upfungen gebildet sind, kommutieren. Wir werden diesen
Satz nicht beweisen. Aus ihm folgt, da� jede monoidale Kategorie ersetzt
werden kann (monoidal �aquivalent ist) durch eine strikte monoidale Kate-
gorie, da� hei�t, da� man in Diagrammen die Morphismen �; �; � fortlas-
sen kann, d.h. durch Identit�aten ersetzen kann. Insbesondere gibt es auf
A1
 : : :
An nur einen mit den Koh�arenzmorphismen gebideten Automor-
phismus, n�amlich die Identit�at.

Bemerkung 8.3. Zu jeder monoidalen Kategorie C kann man eine dazu
symmetrische monoidale Kategorie Csymm bilden, die als Kategorie mit
C �ubereinstimmt, die das Tensorprodukt A � B := B 
 A hat und die
Koh�arenzmorphismen

�(C;B;A)�1 : (A �B) � C �! A � (B � C);
�(A) : I �A �! A;
�(A) : A� I �! A:

Dann sind wiederum die Koh�arenzdiagramme kommutativ. Damit wird
Csymm eine monoidale Kategorie.

Beispiel 8.4. a) Sei R ein beliebiger Ring. Die Kategorie RMR der R-R-
Bimoduln mit dem Tensorprodukt M 
R N ist eine monoidale Kategorie.
Insbesondere bilden die K-Moduln eine monoidale Kategorie.
b) Sei B eine Bialgebra undMB die Kategorie der B-Rechts-Moduln. Wir
de�nieren auf dem Tensorprodukt M 
 N = M 
KN die Struktur eines
B-Rechts-Moduls durch

M
N
B
1M
1N
��! M
N
B
B

1M
�
1B�! M
B
N
B
�M
�N
�! M
N:

Man veri�ziert leicht, da� dieses eine Modulstruktur ergibt und da� damit
MB eine monoidale Kategorie wird.
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c) Sei B eine Bialgebra und MB die Kategorie der B-Rechts-Komoduln.
Wir de�nieren auf dem Tensorprodukt M 
 N = M 
KN die Struktur
eines B-Rechts-Komoduls durch

M
N
�M
�N�! M
B
N
B

1M
�
1B�! M
N
B
B
1M
1N
r�! M
N
B:

Man veri�ziert leicht, da� dieses eine Komodulstruktur ergibt und da� damit
MB eine monoidale Kategorie wird.

d) Sei G ein Monoid. Ein Vektorraum V zusammen mit einer Familie von
Untervektorr�aumen (Vg jg 2 G) hei�t G-graduiert, wenn gilt V = �g2GVg.

Seien V und W G-graduierte Vektorr�aume. Eine lineare Abbildung f :
V �!W hei�t G-graduiert, wenn f�ur alle g 2 G gilt f(Vg) � Wg.

Die G-graduierten Vektorr�aume und linearen Abbildungen bilden die Kate-
gorieMG der G-graduierten Vektorr�aume.
AufMG ist eine monoidale Struktur durch das Tensorprodukt V 
W und
die Unterr�aume (V 
W )g :=

P
h2G Vh 
Wh�1g =

P
h;k2G;hk=g Vh 
Wk

de�niert.

Die Kategorie MG ist �aquivalent zur Kategorie der KG-Komoduln MKG

unter der folgenden Zuordnung. EinemG-graduierten Vektorraum V ordnet
man den KG-Komodul V mit der Strukturabbildung � : V �! V 
 KG,
�(v) := v 
 g f�ur alle v 2 Vg und f�ur alle g 2 G zu. Ist umgekehrt V; � :
V �! V 
KG ein KG-Komodul, so ordnet man diesem den Vektorraum V
mit den graduierten (homogenen) Komponenten Vg := fv 2 V j�(v) = v
g.
Man rechnet nach, da� dieses eine Kategorien�aquivalenz ist.
Da KG eine Bialgebra ist, ist die Kategorie der KG-Komoduln nach Teil
b) eine monoidale Kategorie. Man rechnet nach, da� bei der �Aquivalenz
zwischen MG undMKG Tensorprodukte in entsprechende Tensorprodukte
abgebildet werden, da� also eine monoidale �Aquivalenz vorliegt.
e) Ein (Ketten-)Komplex von R-Moduln �uber einem Ring R

M = (: : :
@3�!M2

@2�!M1
@1�!M0)

besteht aus einer Familie von R-Moduln Mi und einer Familie von Homo-
morphismen @n : Mn �! Mn�1 mit @n�1@n = 0. (Dieser Ketten-Komplex
ist mit N0 indiziert. Man betrachtet auch Ketten-Komplexe, die mit Zin-
diziert sind.
SeienM und N zwei Ketten-Komplexe. Ein Homomorphismus f :M �! N
von Ketten-Komplexen besteht aus einer Familie von Homomorphismen von
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R-Moduln fn : Mn �! Nn, so da� gelten fn@n+1 = @n+1fn+1 f�ur alle
n 2 N0.
Die Ketten-Komplexe von R-Moduln mit diesen Homomorphismen bilden
die Kategorie Komp-R der Ketten-Komplexe.
Die Bialgebra aus �Ubung 7.23 2) ist B = Khx; yi=I, wobei I erzeugt wird
von x2; xy + yx. Die Diagonale ist �(y) = y 
 y, �(x) = x
 y + 1
 x und
die Koeinheit ist "(y) = 1; "(x) = 0.
Die Kategorie Komp-K der Ketten-Komplexe �uber K ist �aquivalent zur
Kategorie der B-Komoduln MB unter der folgenden Zuordnung. Einem
Kettenkomplex M ordnet man den B-Komodul M = �i2NMi zu mit der
Strukturabbildung � : M �! M 
 B, �(m) :=

P
m 
 yi + @i(m) 
 xyi�1

f�ur alle m 2 Mi und f�ur alle i 2 N bzw. �(m) := m 
 1 f�ur m 2 M0. Ist
umgekehrtM; � :M �!M 
B ein B-Komodul, so ordnet man diesem die
Vektorr�aumeMi := fm 2M j9m0 2 M [�(m) = m
yi+m0
xyi�1g und die
linearen Abbildungen @i : Mi �! Mi�1 mit @i(m) := m0 f�ur �(m) = m 

yi+m0
xyi�1 zu. Man rechnet nach, da� dieses eine Kategorien�aquivalenz
ist.

�Ubung 8.5. 1) Beweisen Sie ausf�uhrlich, da�MG undMKG als monoidale
Kategorien �aquivalent sind.
2) Beweisen Sie ausf�uhrlich, da� Komp-K und MB mit B wie im voraus-
gehenden Beispiel e) �aquivalente Kategorien sind. Da MB eine monoidale
Kategorie ist, �ubertr�agt sich das Tensorprodukt auch auf Komp-K. Wie
sieht dieses in Komp-B aus?
3) Ein Koketten-Komplex �uber K hat die Form

M = (M0
@0�!M1

@1�!M2
@2�! : : : )

mit @i+1@i = 0. Zeigen Sie, da� die Kategorie K-Kokomp der Koketten-
Komplexe �aquivalent zu BM ist, wobei B wie in Beispiel e) gew�ahlt ist.

Lemma 8.6. Die folgenden Diagramme kommutieren in einer monoidalen
Kategorie

(I 
A) 
B I 
 (A 
B)-�

A 
B

�(A)
1B
@
@
@R

�(A
B)
�

�
�	

(A 
B) 
 I A 
 (B 
 I)-�

A
 B

�(A
B)
@
@
@R

1A
�(B)
�

�
�	

und es ist �(I) = �(I).
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Beweis. Zun�achst bemerken wir, da� der Identit�atsfunktor IdC und der
Funktor I 
 - durch den nat�urlichen Isomorphismus � isomorph sind. Ins-
besondere gilt daher I 
 f = I 
 g =) f = g. In dem Diagramm

((I 
 I)
 A)
 B (I 
 (I 
 A))
 B-�
1
I 
 ((I 
 A)
 B)-�

(�
1)
1
Q
Q
QQs

(1
�)
1
�

�
��+

1
(�
1)
�

�
��+

(I 
 A)
 B I 
 (A 
B)-�

?

�

?

1
�

?
�

?
1

I 
 (A
 B) I 
 (A 
B)-1

(I 
 I) 
 (A
 B) I 
 (I 
 (A 
B))-�

�
(1
1)

�
�
�
�3

1
�
Q
Q
Q
Qs

kommutieren alle Teildiagramme, bis auf das rechte Trapez. Da die Mor-
phismen aber Isomorphismen sind, kommutiert auch das rechte Trapex, also
auch das behauptete Diagramm.
Die Kommutativit�at des zweiten Diagramms ergibt sich durch analoge
Schl�usse.
Weiterhin kommutiert das folgende Diagramm

I 
 (I 
 I) (I 
 I) 
 I�� I 
 (I 
 I)-�

I 
 I

1
�
@
@
@R

�
�

�
�	

I 
 I

�
1
@
@
@R

1
�
�

�
�	

I

�
@
@
@R

�
�

�
�	

Dabei kommutiert das linke Dreieck wegen der zuvor gezeigten Eigenschaft,
das rechte Dreieck ist durch Axiom gegeben. Schlie�lich kommutiert das
untere Quadrat, weil � eine nat�urliche Transformation ist. Insbesondere ist
daher �(1
 �) = �(1
 �). Da � ein Isomorphismus ist und I 
 - �= IdC gilt,
folgt � = �.

�Ubung 8.7. F�ur Morphismen f : I �! M und g : I �! N in einer
monoidalen Kategorie C de�nieren wir (f 
 1 : N �! M 
 N ) := (f 
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1I)�(I)
�1 und (1 
 g : M �! M 
 N ) := (1 
 g)�(I)�1. Zeigen Sie, da�

das Diagramm

I M-
f

?
g

?
1
g

N M 
 N-
f
1

kommutiert.

Definition 8.8. Seien (C;
) und (D;
) monoidale Kategorien. Ein Funk-
tor

F : C �! D

zusammen mit einer nat�urlichen Transformation

�(M;N ) : F(M ) 
F(N ) �! F(M 
 N )

und einem Morphismus

�0 : ID �! F(IC)

hei�t schwach monoidal, wenn die folgenden Diagramme kommutieren:

(F(M ) 
F(N )) 
F(P ) F(M 
 N )
F(P )-�
1
F((M 
 N )
 P )-�

?
�

?
F(�)

F(M ) 
 (F(N ) 
F(P )) F(M )
 F(N 
 P )-1
�
F(M 
 (N 
 P ))-�

I 
 F(M ) F(I) 
 F(M )-�0
1 F(I 
M )-�

F(M )

F(�)

HHHHHHj
�

�������

F(M )
 I F(M ) 
F(I)-1
�0 F(M 
 I)-�

F(M ):

F(�)

HHHHHHj
�

�������

Wenn zus�atzlich � und �0 Isomorphismen sind, dann hei�t der Funktor
monoidal. Der Funktor hei�t strikt monoidal, wenn � und �0 Identit�ats-
Morphismen sind.
Eine nat�urliche Transformation � : F �! F 0 zwischen schwach monoidalen
Funktoren hei�t monoidal, wenn die Diagramme
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F(M )
 F(N ) F(M 
 N )-�

?
�

?
�
�

F 0(M )
 F 0(N ) F 0(M 
 N )-
�0

F(I)

I

�0

�
�
��

F 0(I)

�00
@
@
@R ?

�

kommutieren.

In monoidalen Kategorien kann man Begri�e wie Algebra und Koalgebra
verallgemeinern. Wir de�nieren dazu

Definition 8.9. Sei C eine monoidale Kategorie. Eine Algebra oder einMo-
noid in C ist ein Objekt A zusammen mit einer Multiplikationr : A
A �!
A, die assoziativ ist:

A 
A 
A A
 A-id
r

?
r
1

?
r

A 
A A-r
und einem Einselement � : I �! A, f�ur das kommutiert

I 
 A �= A �= A
 I A
 A-id
�

?

�
id

?

r

A 
A A:-
r

id

HHHHHHHHj

Seien A und B Algebren in C. Ein Algebren-Morphismus f : A �! B ist
ein Morphismus in C, so da� kommutieren:

A 
A B 
 B-f
f

?
rA

?
rB

A B-
f

und

I

A

�A

�
�
�
��

B

�B

A
A
A
AU
-f
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Bemerkung 8.10. O�enbar ist die Komposition von zwei Algebren-Mor-
phismen wieder ein solcher. Ebenso ist der identische Morphismus ein Al-
gebren-Morphismus. Damit erhalten wir die Kategorie Alg(C) der Algebren
in C.

Definition 8.11. Eine Koalgebra oder ein Komonoid in einer monoidalen
Kategorie C ist ein Objekt C zusammen mit einer Komultiplikation � :
C �! C 
 C, die koassoziativ ist:

C C 
 C-�

?
�

?
�
id

C 
C C 
C 
 C-
id
�

und einem Koeinselement " : C �! I, f�ur das kommutiert

C C 
 C-�

?

�

?

id
"

C 
C I 
 C �= C �= C 
 I:-
"
id

id

HHHHHHHHj

Seien C und D Koalgebren. Ein Koalgebren-Morphismus f : C �! D ist
ein Morphismus in C, so da� kommutieren:

C D-
f

?
�C

?
�D

C 
C D 
D-
f
f

und
C D-

f

I

"C

A
A
A
AU

"D

�
�
�
��

Bemerkung 8.12. O�enbar ist die Komposition von zwei Koalgebren-Mor-
phismen wieder ein solcher. Ebenso ist der identische Morphismus ein Ko-
algebren-Morphismus. Damit erhalten wir die Kategorie Koalg(C) der Ko-
algebren in C.

Bemerkung 8.13. Die Begri�e der Bialgebra, Hopf-Algebra und Komodul-
Algebra k�onnen wir nicht ohne weiteres verallgemeinern, da dazu auf dem
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Tensorprodukt von zwei Algebren wieder eine Multiplikation de�niert sein
mu�, wozu eine Vertauschung der Tensor Faktoren ben�otigt wird. Solche
Vertauschungen sind unter dem Namen einer Symmetrie oder Quasisym-
metrie bekannt und werden in einem sp�ateren Kapitel besprochen.



KAPITEL IX

Duale Objekte

Die Existenz dualer Darstellungen bedeutet eine gewisse Endlichkeit von ge-
gebenen Darstellungen. Sie entspricht der Bildung dualer Vektorr�aume von
endlich dimensionalen Vektorr�aumen. Da wir nun ein allgemeineres Tensor-
produkt besitzen, m�ussen wir diesen Begri� im Rahmen des neuen Tensor-
produktes genauer untersuchen.

Definition 9.1. Sei (C;
) eine monoidale Kategorie und M 2 C ein Ob-
jekt. Ein ObjektM� 2 C zusammenmit einemMorphismus ev :M�
M �!
I hei�t ein Links-Dual f�urM , wenn es einen Morphismus db : I �!M
M�

in C so gibt, da�

(M
db
1
�! M 
M� 
M

1
ev
�! M ) = 1M

(M� 1
db
�! M� 
M 
M� ev
1

�! M�) = 1M� :

Eine monoidale Kategorie hei�t links starr, wenn jedes Objekt M 2 C ein
Links-Dual besitzt.

Symmetrisch de�nieren wir wie folgt: ein Objekt �M 2 C zusammen mit
einem Morphismus ev : M 
 �M �! I hei�t ein Rechts-Dual f�ur M , wenn
es einen Morphismus db : I �! �M 
M in C so gibt, da�

(M
1
db
�! M 
 �M 
M

ev
1
�! M ) = 1M

(�M
db
1
�! �M 
M 
 �M

1
ev
�! �M ) = 1�M :

76
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Eine monoidale Kategorie hei�t rechts starr, wenn jedes Objekt M 2 C ein
Rechts-Dual besitzt.

Bemerkung 9.2. Wenn (M�; ev; db) ein Links-Dual zu M ist, dann ist
o�enbar (M; ev; db) ein Rechts-Dual zu M�.

Lemma 9.3. Sei (M�; ev; db) ein Links-Dual zu M . Dann gibt es einen
nat�urlichen Isomorphismus

MorC(- 
M; -) �= MorC(-; -
M
�);

d.h. der Funktor - 
M : C �! C ist linksadjungiert zum Funktor -
M� :
C �! C.

Beweis. Wir geben die Einheit und die Koeinheit an. Dazu de�nieren
wir �(A) := 1A 
 db : A �! A 
 M 
 M� und 	(B) := 1B 
 ev :
B 
M� 
M �! B. O�enbar sind dieses nat�urliche Transformationen. Da

(A
M A
M 
M� 
M-F�(A)=

1A
db
1M
A
M ) = 1A
M-	F(A)=

1A
1M
ev

und

(B 
M� B 
M� 
M 
M�-�G(B)=

1B
1M�
db
B 
M�) = 1B
M�-G	(B)=

1B
ev
1M�

gelten, ist das Lemma durch Folgerung 3.17 bewiesen.
Es gilt aber auch die Umkehrung. Wenn -
M linksadjungiert zu -
M� ist,
dann ergeben die Einheit � einen Morphismus db := �(I) : I �!M 
M�

und die Koeinheit 	 einen Morphismus ev := 	(I) : M� 
M �! I mit
den gew�unschten Eigenschaften.

Folgerung 9.4. Wenn -
M : C �! C linksadjungiert zu -
M� : C �! C
ist, dann ist M� ein Links-Dual zu M .

Folgerung 9.5. Wenn M ein Links-Dual besitzt, dann ist dieses bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien (M�; ev; db) und (M !; db!; ev!) Links-Duale zu M . Dann
sind die Funktoren -
M� und -
M ! nach Lemma 3.13 isomorph. Insbe-
sondere giltM� �= I
M� �= I
M ! �=M !. Wenn man die Konstruktion des
Isomorphismus genau verfolgt, so ergibt sich sogar, da� (ev!
1)(1 
 db) :
M ! �!M ! 
M 
M� �!M� der gegebene Isomorphismus ist.
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Folgerung 9.6. Sei (M�; ev; db) ein Links-Dual zuM . Dann gibt es einen
nat�urlichen Isomorphismus

MorC(M
� 
 -; -) �= MorC(-;M 
 -);

d.h. der Funktor M� 
 - : C �! C ist linksadjungiert zum Funktor M 
 - :
C �! C.

Beweis. Wir hatten bemerkt, da� (M; ev; db) ein Rechts-Dual zu M�

ist. Dann l�a�t sich aber Lemma 9.3 unmittelbar anwenden.

Definition 9.7. Seien (M�; evM ; dbM) und (N�; evN ; dbN ) Links-Duale
von M bzw. N . Zu jedem Morphismus f : M �! N de�nieren wir den
transponierten Morphismus

(f� : N� �!M�) :=

(N� 1
dbM�! N� 
M 
M� 1
f
1
�! N� 
N 
M� evN 
1

�! M�):

Mit dieser De�nition verh�alt sich die Bildung von Links-Dualen wie ein
kontravarianter Funktor, denn es gilt

Lemma 9.8. Zu M;N;P seien Links-Duale (M�; evM ; dbM ),
(N�; evN ; dbN ) und (P �; evP ; dbP ) gegeben.
1) Es ist (1M )� = 1M� .
2) Seien f :M �! N und g : N �! P gegeben. Dann ist (gf)� = f�g�.

Beweis. 1) Es ist (1M)� = (ev
1)(1
 1
 1)(1
 db) = 1M� .
2) Das folgende Diagramm kommutiert:

M N 
N� 
M-dbN 
1

?
f

?
1
1
f

N N 
 N� 
N-dbN 
1
N-

1
evN

?
g
1
1

?
g

P 
 N� 
 N P-
1
evN

Also gilt gf = (1
evN )(g
1
f)(dbN 
1). Daher kommutiert das folgende
Diagramm:



IX. DUALE OBJEKTE 79

P � P � 
 N 
N�-1
db
P � 
 P 
N�-1
g
1

?

1
db

?

1
db

?

1
db

P � 
M 
M� P � 
N 
N� 
M 
M�-1
db
1

P � 
 P 
N� 
M 
M�

1
g
1
XXXXXz

?

1
gf
1

P � 
 P 
M� P � 
 P 
 N� 
 N 
M��1
ev
1
1
f
1
�����9

?

ev
1

?

ev
1

?

ev
1

M� N� 
 N 
M�� 1
ev
N� 
M 
M��1
f
1

?

1
g
1
f
1 N�

ev
1

Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

1
db

�
�

�
�

�
�

�
��=

�Ubung 9.9. a) Bestimmen Sie alle Objekte M , die ein Links-Dual besitzen,
in der Kategorie der N-graduierten Vektorr�aume.
b) Bestimmen Sie alle Objekte M , die ein Links-Dual besitzen, in der Ka-
tegorie der Kettenkomplexe K-Komp.
c) Bestimmen Sie alle Objekte M , die ein Links-Dual besitzen, in der Ka-
tegorie der Kokettenkomplexe K-Kokomp.
d) Sei (M�; ev db) ein Links-Dual zu M . Zeigen Sie, da� db : I �!M 
M�

durch M , M� und ev eindeutig bestimmt ist. (Eindeutigkeit der dualen
Basis)
e) Sei (M�; ev db) ein Links-Dual zu M . Zeigen Sie, da� ev :M�
M �! I
durch M , M� und db eindeutig bestimmt ist.

Folgerung 9.10. Seien M;N mit Links-Dualen (M�; evM ; dbM ) und
(N�; evN ; dbN ) und f : M �! N gegeben. Dann kommutiert das folgen-
de Diagramm

I M 
M�-dbM

?
dbN

?
f
1

N 
 N� N 
M�:-
1
f�

Beweis. Es ist (f
1M�) dbM = ((1N
evN )(1N
1N�
f)(dbN 
1M )

1M�) dbM = (1N
evN 
1M� )(1N
1N�
f
1M� )(dbN 
1M
1M�) dbM =
(1N 
 evN 
1M�)(1N 
 1N� 
 f 
 1M�)(1N 
 1N� 
 dbM) dbN = (1N 

(evN 
1M�)(1N� 
 f 
 1M�)(1N� 
 dbM)) dbN = (1N 
 f

�) dbN .
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Folgerung 9.11. Seien M;N mit Links-Dualen (M�; evM ; dbM ) und
(N�; evN ; dbN ) und f : M �! N gegeben. Dann kommutiert das folgen-
de Diagramm

N� 
M M� 
M-f�
1

?
1
f

?
evM

N� 
 N I:-
evN

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Symmetrie der De�nition
eines Links-Duals.

Beispiel 9.12. Sei M 2 RMR ein R-R-Bimodul. Dann ist auch
HomR(M:;R:) ein R-R-Bimodul durch (rfs)(x) = rf(sx). Au�erdem ha-
ben wir den Morphismus ev : HomR(M:;R:)
R M �! R de�niert durch
ev(f 
R m) = f(m).

(Dual-Basis-Lemma:) Ein Modul M 2 MR hei�t endlich erzeugt projektiv,
wenn es m1; : : : ;mn 2 M und m1; : : : ;mn 2 HomR(M:;R:) so gibt, da�
gilt

8m 2M :
nX
i=1

mim
i(m) = m:

Dieses ist eigentlich eine Folge des Dual-Basis-Lemmas, aber zu der gew�ohn-
lich verwendeten De�nition eines endlich erzeugten projektiven Moduls �aqui-
valent.

Sei M 2 RMR. M ist als R-Rechts-Modul genau dann endlich erzeigt pro-
jektiv, wenn M ein Links-Dual besitzt. Das Links-Dual ist isomorph zu
HomR(M:;R:).

Ist MR endlich erzeugt projektiv, so verwenden wir db : R �! M 
R
HomR(M:;R:) mit db(1) =

Pn
i=1mi 
R mi. Denn dann ist

(1 
R ev)(db
R1)(m) = (1 
R ev)(
P
mi 
R mi 
R m) =

P
mim

i(m) =
m. Au�erdem ist (ev
R1)(1 
R db)(f)(m) = (ev
R1)(

Pn

i=1 f 
R mi 
R
mi)(m) =

P
f(mi)mi(m) = f(

P
mim

i(m)) = f(m) f�ur alle m 2 M , also
(ev
R1)(1
R db)(f) = f .

Besitzt M umgekehrt ein Links-DualM�, so de�niert ev :M�
RM �! R
einen Homomorphismus � : M� �! HomR(M:;R:) in RMR durch
�(m�)(m) = ev(m�
Rm). Setzen wir

Pn
i=1mi
m

i := db(1) 2M
M�, so
giltm = (1
ev)(db
1)(m) = (1
ev)(

P
mi
m

i
m) =
P
mi�(m

i)(m), so
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da�m1; : : : ;mn 2M und �(m1); : : : ; �(mn) 2 HomR(M:;R:) eine duale Ba-
sis f�ur M bilden, d.h. da�M endlich erzeugt projektiv als R-Rechts-Modul
ist. Damit sind aber M� und HomR(M:;R:) (verm�oge �) isomorph.
Analog wird HomR(:M; :R) ein Rechts-Dual zu M genau dann, wenn M als
R-Links-Modul endlich erzeugt projektiv ist.

Definition 9.13. Seien Objekte M;N in C gegeben. Ein Objekt [M;N ]
hei�t inneres Hom vonM und N , wenn es einen nat�urlichen Isomorphismus
MorC(-
M;N ) �= MorC(-; [M;N ]) gibt, d.h. wenn es den Funktor MorC(-

M;N ) darstellt.
Wenn es einen in den drei Objekten M;N;P nat�urlichen Isomorphismus
MorC(P 
M;N ) �= MorC(P; [M;N ]) gibt, dann hei�t die Kategorie C mo-
noidal links abgeschlossen.
Wenn es einen in den drei Objekten M;N;P nat�urlichen Isomorphismus
MorC(M 
 P;N ) �= MorC(P; [M;N ]) gibt, dann hei�t die Kategorie C mo-
noidal rechts abgeschlossen.

Wenn M ein Links-Dual M� in C besitzt, dann sind innere Homs [M; -]
de�niert durch [M;N ] := N
M�. Insbesondere sind links starre monoidale
Kategorien links abgeschlossen.

Beispiel 9.14. (1) Die Kategorie der endlich-dimensionalen Vektor-
r�aume ist eine monoidale Kategorie, in der jedes Objekt ein (Links-
und Rechts-)Dual besitzt.

(2) Sei Ban die Kategorie der (komplexen) Banach-R�aume, wobei die
Morphismen f :M �! N lineare Abbildungen sind mit k f(m) k�k
m k, d.h. die Abbildungen sind durch 1 beschr�ankt oder kontra-
hierend. Ban ist eine monoidale Kategorie durch M b
N , das ver-
vollst�andigte Tensorprodukt. Ein innerer Hom-Funktor [M;N ] exi-
stiert in Ban und besteht aus der Menge der beschr�ankten lineare
Abbildungen vonM nach N , die man in geeigneter Weise zu einem
Banach-Raum machen kann. Damit ist Ban eine monoidal abge-
schlossene Kategorie.

(3) Sei H eine Hopf Algebra. Dann ist die Kategorie der H-Rechts-
Moduln (vgl. Beispiel 8.4 b)) eine monoidale Kategorie. Seien
M;N 2 MH . Dann ist HomK(M;N ) in MH durch die Multipli-
kation

(f � h)(m) :=
X
h

f(mS(h(1))h(2):
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Dabei sei �(h) =
P
h h(1)
h(2) (Sweedler Notation). Es ist n�amlich

((f � h) � k)(m) = (f � h)(mS(k1))k2 = f(mS(k1)S(h1))h2k2 =
f(mS((hk)1)(hk)2 = (f �(hk))(m) und (f �1)(m) = f(m1)1 = f(m).
HomK(M;N ) ist ein innerer Hom-Funktor in der monoidalen Ka-
tegorie MH . Der Isomorphismus ' : HomK(P;HomK(M;N )) �=
HomK(M 
 P;N ) l�a�t sich n�amlich ein schr�anken zu einem Iso-
morphismus

HomH (P;HomK(M;N )) �= HomH (M 
 P;N );

weil gelten '(f)((m
p)h) = '(f)(
P
mh1
ph2) =

P
f(ph2)(mh1)

=
P
(f(p) � h2)(mh1) =

P
f(p)(mh1S(h2))h3 = f(p)(m)h =

'(f)(m 
 p)h und umgekehrt (f(p)h)(m) =
P
f(p)(mS(h1))h2 =P

'(f)(mS(h1 ) 
 p)h2 =
P
'(f)((mS(h1) 
 p)h2) =P

'(f)(mS(h1 )h2 
 ph3) = '(f)(m 
 ph) = f(ph)(m). Damit ist
MH rechts abgeschlossen.
Wenn M 2 MH als Vektorraum endlich dimensional ist, dann ist
�M := HomK(M;K) wieder einH-Rechts-Modul durch (f �h)(m) :=
f(mS(h)): �M ist ein Rechts-Dual zuM mit den Homomorphismen

db : K 3 1 7!
X
i

mi 
mi 2
�M 
M

und

ev :M 
 �M 3 m 
 f 7! f(m) 2 K;

wobei mi und mi eine duale Basis des Vektorraumes M bilden. Es
ist sicherlich (1
ev)(db
1) = 1�M und (ev
1)(1
db) = 1M , weil
M endlich dimensionaler Vektorraum ist. Zu zeigen ist, da� db und
ev H-Homomorphismen sind. Es gilt also

(db(1)h)(m) = ((
P
mi 
mi)h)(m) = (

P
mih1 
mih2)(m) =P

(mih1)(m)mih2 =
P
mi(mS(h1))mih2 =P

(
P
mi(mS(h1))mi)h2 =

P
mS(h1)h2 = m"(h) =

(
P
mi 
mi"(h))(m) = db(1)"(h)(m) =

db(1"(h))(m) = db(1h)(m);

also db(1)h = db(1h). Weiter ist

ev(m 
 f)h = f(m)h =
P
f(mh1S(h2))h3 =

P
(fh2)(mh1) =P

ev(mh1 
 fh2) = ev((m 
 f)h):
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(4) Sei H eine Hopf Algebra. Dann ist die Kategorie der H-Rechts-
Komoduln (vgl. Beispiel 8.4 c)) eine monoidale Kategorie. SeiM 2
MH ein endlich dimensionaler Vektorraum. Sei mi eine Basis f�ur
M und die Komodul Diagonale �(mj) =

P
mi 
 hij. Dann gilt

�(hik) =
P
hij 
 hjk.

�M := HomK(M;K) wird zu einem H-
Rechts-Komodul durch �(mi) :=

P
mj
S(hij ). Man rechnet nach,

da� �M ein Rechts-Dual von M ist.



KAPITEL X

Tannaka Dualit�at

In diesem Kapitel wollen wir zweierlei erreichen. Einerseits wollen wir zei-
gen, da� ein Quantenmonoid aus seinen Darstellungen eindeutig (bis auf Iso-
morphie) zur�uckgewonnen werden kann. Diesen Proze� der Rekonstruktion
werden wir auch noch verallgemeinern. Andererseits werden wir zeigen, da�
der Proze� der Rekonstruktion auch geeignet ist, die Tambara-Konstruktion
des universellen Quantenmonoids eines nichtkommutativen geometrischen
Raumes durchzuf�uhren und damit aus anderer Sicht zu verstehen.

Sei D ein beliebiges Diagrammschema. Sei C eine monoidale kovollst�andige
Kategorie, so da� das Tensorprodukt in beiden Argumenten mit Kolimites
vertauscht. Sei C0 die volle Unterkategorie der Objekte in C, die ein Links-
Dual besitzen. Sei weiterhin ! : D �! C ein Diagramm in C, so da� f�ur alle
X 2 D gilt !(X) 2 C0. Ein solches Diagrammnennen wir auch ein endliches
Diagramm in C. F�ur ein Objekt M 2 C sei schlie�lich ! 
M : D �! C der
Funktor mit (! 
M )(X) = !(X) 
M .

Satz 10.1. (Tannaka-Krein) Sei wie oben ein Diagramm ! : D �! C0
gegeben. Dann gibt es ein Objekt coend(!) 2 C und eine nat�urliche Trans-
formation � : ! �! ! 
 coend(!), so da� f�ur jedes Objekt M 2 C und
jede nat�urliche Transformation ' : ! �! ! 
 M genau ein Morphismuse' : coend(!) �!M so existiert, da� das Diagramm

84
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! ! 
 coend(!)-�

! 
M

'

HHHHHHj ?
1
e'

kommutiert.

Beweis. Aus ! konstruieren wir ein neues Diagramm !� 
 ! in C. Die
Objekte dieses Diagramms seien !(X)� 
 !(Y ) f�ur alle Objekte X;Y 2 D.
Dabei sei !(X)� das Links-Dual von !(X). F�ur jedes f : X �! Y in D
konstruieren wir zwei Morphismen des Diagramms !(f)� 
 1 : !(Y )� 

!(X) �! !(X)� 
 !(X) und 1
 !(f) : !(Y )� 
 !(X) �! !(Y )� 
 !(Y ).
Das sollen alle Morphismen des Diagramms !� 
 ! sein. Sei schlie�lich
coend(!) := lim�!(!� 
 !) mit den Injektionen �(X;Y ) : !(X)� 
 !(Y ) �!
coend(!).

F�ur X 2 C de�nieren wir jetzt den Morphismus �(X) : !(X) �! !(X) 

coend(!) durch (1
 �(X;X))(db
1) : !(X) �! !(X)
!(X)�
!(X) �!
!(X)
coend(!). Dann ist wie in Abschnitt 9 �(X;X) = (1
ev)(1
�(X)).

Wir zeigen, da� � eine nat�urliche Transformation ist. F�ur jedes f : X �! Y
kommutiert das Quadrat

I !(X) 
 !(X)�-dbX

?
dbY

?
!(f)
1

!(Y ) 
 !(Y )� !(Y ) 
 !(X)�:-
1
!(f)�

nach Folgerung 9.10. Daher kommutiert auch das Diagramm
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!(X) 
 !(X)� 
 !(X)

!(X) 
 coend

1
�(X;X)

HHHHHHHHHHj
!(X)

db
1

���
���

���
���

���
���

�:

!(X) 
 !(Y )� 
 !(X)

1
!(f)�
1

��
��

��
��

��*

!(Y )
 !(X)� 
 !(X)
?

!(f)
1
1

?

!(f)

?

!(f)
1
1 1
1
!(f)

HHHHHHHHHHj

1
!(f)�
1

��
��

��
��

��*

1
�(X;X)

HHHHHHHHHHj

1
�(Y;Y )

��
��

��
��

��*

?

!(f)
1db
1

HHHHHHHHHHj
!(Y )
 coend

!(Y )
 !(Y )� 
 !(Y )

1
�(Y;Y )

��
��

��
��

��*
!(Y )

db
1

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXz

!(Y )
 !(Y )� 
 !(X)

1
1
!(f)

HHHHHHHHHHj

!(X) 
 !(Y )� 
 !(Y )

?

!(f)
1
1

Seien nun ein Objekt M 2 C und eine nat�urliche Transformation ' : ! �!
! 
M gegeben. Wir beachten, da�

!(Y )� 
 !(X) !(X)� 
 !(X)-!(f)�
1

?
1
!(f)

?
ev

!(Y )� 
 !(Y ) I-ev

nach Folgerung 9.11 kommutiert und daher auch

!(X)� 
 !(X) !(X)� 
 !(X) 
M-1
'(X)

6
!(f)�
1 !(f)�
1
1

�
�
��

M

ev
1
@
@
@R

!(Y )� 
 !(X) !(Y )� 
 !(X) 
M-1
'(X)

?
1
!(f) 1
!(f)
1

@
@
@R

ev
1

�
�
��

!(Y )� 
 !(Y ) !(Y )� 
 !(Y )
M-1
'(Y )

kommutiert. Wir de�nieren e' : coend(!) �! M aus der Kolimes-Eigen-
schaft als universelle Faktorisierung
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!(X)� 
 !(X)

!(Y )� 
 !(X)

!(f)�
1

��
��

��*
�(X;X)
@
@@R

(ev
1)(1
'(X))

PPPPPPPPq

!(Y )� 
 !(Y )

1
!(f)

HHHHHHj
�(Y;Y )

�
�
��
coend(!) M-e'

(ev
1)(1
'(Y ))

��
��

��
��1

Dann kommutiert das Diagramm

!(X) !(X) 
 !(X)� 
 !(X)-db
1
!(X) 
 !(X)� 
 !(X) 
M-1
'(X)

�(X)

PPPPPPPPq ?
1
�(X;X)

?
1
ev
1

!(X) 
 coend !(X) 
M-1
e'
Das �Au�ere dieses Diagramms ergibt

!(X) !(X) 
 coend(!)-�(X)

!(X) 
M:

'(X)

HHHHHHj ?
1
e'

Es bleibt zu zeigen, da� e' : coend(!) �! M eindeutig bestimmt ist. Sei
auch e'0 : coend(!) �! M mit '(X) = (e1 
 '0)�(X) gegeben, dann kom-
mutiert

!(X)� 
 !(X) coend(!)-�(X;X)

!(X)� 
 !(X) 
 coend(!)

1
�(X)
PPPPPq

1
'(X)

@
@
@
@
@
@
@
@R

ev
1
��

��
�1

?

1
1
e'0
?

e'0

!(X)� 
 !(X) 
M M;-ev
1

also ist e'0 = e'.
Folgerung 10.2. Es ista
f2MorD

!(Zi(f))� 
 !(Qu(f)) -p-
q

a
X2ObD

!(X)�
!(X) - coend(!)

ein Di�erenzkokern.
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Beweis. Das ist eine Umformulierung der Bemerkung 5.12. Man beach-
te, da� hier der Fall eines Kolimes vorliegt und da� man nicht alle Objekte
des Diagramms im Koprodukt verwenden mu�, sondern nur diejenigen der
Form !(X)� 
 !(X).

Folgerung 10.3. Der Funktor Nat(!; !
M ) ist durch coend(!) darstell-
bar als Funktor in M .

Beweis. Aus dem gel�osten universellen Problem folgt der Isomorphis-
mus

Nat(!; ! 
M ) �= MorC(coend(!);M ):

Man kann ebenso auch f�ur verschiedene Funktoren !; !0 : D �! C einen
Isomorphismus Nat(!; !0
M ) �= MorC(cohom(!0; !);M ) konstruieren und
damit Komorphismen-Objekte de�nieren. Dazu mu� lediglich !0 Werte in
C0 annehmen.

Folgerung 10.4. coend(!) ist auf genau eine Weise eine Koalgebra, so
da� die Diagramme

! ! 
 coend(!)-�

?
�

?
1
�

! 
 coend(!) ! 
 coend(!)
 coend(!)-
�
1

und
! ! 
 coend(!)-�

! 
 I

id!

HHHHHHj ?
1
"

kommutieren.

Beweis. Die Diagramme de�nieren wegen der universellen Eigenschaft
von coend(!) die Strukturmorphismen

� : coend(!) �! coend(!) 
 coend(!)

und

" : coend(!) �! I:

Daraus folgt auch unmittelbar die Koalgebreneigenschaft �ahnlich wie im
Beweis von Folgerung 7.21.
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Man beachte, da� durch diese Konstruktion alle Objekte und alle Morphis-
men aus dem Diagramm ! Komoduln bzw. Komodul Morphismen �uber der
Koalgebra coend(!) geworden sind. Tats�achlich ist C := coend(!) sogar die
universelle Koalgebra, �uber der das vorgegebene Diagramm ein Diagramm
von Komoduln wird.

Folgerung 10.5. Sei (D; !) ein Diagramm in C mit Objekten in C0. Dann
sind alle Objekte des Diagramms Komoduln �uber der Koalgebra C :=
coend(!) und alle Morphismen des Diagramms Komodul Morphismen.
Wenn D eine weitere Koalgebra ist und alle Objekte des Diagramms D-
Komoduln durch '(X) : !(X) �! !(X) 
 D sind und alle Morphismen
des Diagramms D-Komodul Morphismen sind, dann gibt es genau einen
Koalgebren Morphismus e' : coend(!) �! D, so da� das Diagramm

! ! 
 coend(!)-�

! 
D

'

HHHHHHj ?
1
e'

kommutiert.

Beweis. Die Morphismen '(X) : !(X) �! !(X) 
 D bilden eine
nat�urliche Transformation, da alle Morphismen des Diagramms Komodul
Morphismen sind. Damit sind Existenz und Eindeutigkeit eines Morphismuse' : coend(!) �! D klar. Es bleibt zu zeigen, da� dieses ein Koalgebren Mor-
phismus ist. Das folgt aus der universellen Eigenschaft von C = coend(!)
durch das Diagramm

! ! 
 C-�

�
@
@@R

1
�
@
@@R

?

1

?

1
e'! 
 C ! 
C 
 C-�
1

?

1
e'

?

1
e'
e'
! ! 
D-

'

'
@
@
@R

1
�
@
@
@R

! 
D ! 
D 
D-
'
1
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wobei die rechte Seite des W�urfels wegen der universellen Eigenschaft kom-
mutiert. �Ahnlich zeigt man, da� e' die Koeinheit erh�alt.

Seien ! : D �! C und !0 : D0 �! C Diagramme in C. Das Diagramm
(D; !)
(D0; !0) := (D�D0; !
!0) mit (!
!0)(X;Y ) := !(X)
!0(Y ) nen-
nen wir das Tensorprodukt dieser beiden Diagramme. Das neue Diagramm
besteht also aus allen Tensorprodukten der Objekte bzw. Morphismen der
beiden urpr�unglichen Diagramme.

Wir setzen von nun an voraus, da� die Kategorie C die Kategorie der Vek-
torr�aume Vek ist, und verwenden die Symmetrie � : V 
W �! W 
 V in
Vek.

Lemma 10.6. Seien (D; !) und (D0; !0) endliche Diagramme in Vek. Dann
ist

coend(!) 
 coend(!0) �= coend(! 
 !0):

Beweis. Wir beachten zun�achst folgendes. Wenn zwei Diagramme ! :
D �! Vek und !0 : D0 �! Vek gegeben sind, so ist lim�!D lim�!D0(! 
 !

0) �=
lim�!D�D0(!
!0) �= lim�!D(!)
 lim�!D0(!0), weil das Tensorprodukt mit Koli-
mites vertauschbar ist und Kolimites untereinander vertauschbar sind. Man
betrachte dazu das kommutative Diagramm

!(X) 
 !0(Y ) !(X) 
 lim�!D0
(!0)-

?
lim�!D

(!) 
 !0(Y ) lim�!D
(!) 
 lim�!D0

(!0)-
?

�= lim�!D�D0
(! 
 !0):

Dann ist aber auch coend(! 
 !0) �= lim�!D�D0((! 
 !0)� 
 (! 
 !0)) �=
lim�!D�D0(!

�
!
!0�
!0) �= lim�!D(!
�
!)
 lim�!D0(!

0�
!0) �= coend(!)

coend(!0).

Folgerung 10.7. F�ur endliche Diagramme (D; !) und (D0; !0) in D gibt es
eine universelle nat�urliche Transformation � : !
!0 �! !
!0
coend(!)

coend(!0), so da� f�ur jedes ObjektM und jede nat�urliche Transformation ' :
!
!0 �! !
!0
M genau ein Morphismus e' : coend(!)
coend(!0) �! M
existiert, so da�
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! 
 !0 ! 
 !0 
 coend(!) 
 coend(!0)-�

! 
 !0 
M

'

XXXXXXXXXXXXXXXz ?

1
1
e'
kommutiert.

Definition 10.8. Sei (D; !) ein Diagramm in Vek. Seien D eine monoidale
Kategorie und ! ein monoidaler Funktor. Dann hei�t (D; !) ein monoidales
Diagramm.
Sei (D; !) ein monoidales Diagramm in Vek. Sei A 2 Vek eine Algebra.
Eine nat�urliche Transformation ' : ! �! ! 
 B hei�t monoidal, wenn die
Diagramme

!(X) 
 !(Y ) !(X) 
 !(Y )
B 
 B-'(X)
'(Y )

?

�

?

�
m

!(X 
 Y ) !(X 
 Y )
 B-'(X
Y )

und
K K 
 K-�=

? ?
!(I) !(I) 
 B-'(I)

kommutieren.
Wir bezeichnen die Menge der monoidalen nat�urlichen Transformationen
mit Nat
(!; ! 
B). Dieses ist o�enbar ein Funktor in B.

�Ubung 10.9. Zeigen Sie, da� Nat
(!; ! 
B) ein Funktor in B ist.

Satz 10.10. Sei (D; !) ein endliches monoidales Diagramm in Vek. Dann
ist coend(!) eine Bialgebra und � : ! �! ! 
 coend(!) eine monoidale
nat�urliche Transformation.

Beweis. Die Multiplikation von coend(!) folgt aus dem folgenden kom-
mutativen Diagramm

!(X) 
 !(Y ) !(X) 
 !(Y )
 coend(!) 
 coend(!)-�
�

? ?
!(X 
 Y ) !(X 
 Y ) 
 coend(!)-

�
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Zur Konstruktion der Einheit betrachten wir das Diagramm D0 =
(fIg; fidg) zusammen mit !0 : D0 �! Vek, !0(I) = K, was das monoi-
dale Einheitsobjekt in der monoidalen Kategorie der Diagramme in Vek ist.
Dann ist (K �! K 
 K) = (!0 �! !0 
 coend(!0)) die universelle Abbil-
dung. Das folgende Diagramm induziert dann die Einheit f�ur coend(!)

K K 
 K-�=

? ?
!(I) !(I) 
 coend(!)-

Damit weist man dann unter Verwendung der universellen Eigenschaft die
Bialgebrengesetze nach.

Die oben angegebenen Diagramme zeigen zugleich, da� die nat�urliche Trans-
formation � : ! �! ! 
 coend(!) monoidal ist.

�Ubung 10.11. Wenn A eine endlich dimensionale Algebra ist und � : A �!
M (A) 
 A die universelle Kooperation der Tambara-Bialgebra auf A von
links ist, dann ist �� : A �! A 
 M (A) (mit derselben Multiplikation
auf M (A)) eine universelle Kooperation von M (A) auf A von rechts. Die
durch diese Kooperation de�nierte Komultiplikation ist �� : M (A) �!
M (A)
M (A). (Wir unterscheiden daher zwischen der linken und der rech-
ten Tambara-Bialgebra von A und haben Mr(A) =Ml(A)

cop.)

Wir betrachten jetzt ein besonderes monoidales DiagrammD := D[X;m;u].
Der Einfachheit halber nehmen wir an, da� Vek strikt monoidal ist.
D[X;m;u] bestehe aus den Objekten X 
 : : :
 X = X
n f�ur alle n 2 N
mit I := X
0, und den Morphismen m : X 
 X �! X, u : I �! X und
allen formal aus m;u; id, Tensorprodukten und Kompositionen gebildeten
Morphismen.

Sei A eine Algebra mit der MultiplikationmA : A
A �! A und der Einheit
uA : K �! A. Dann ist !A : D �! C mit !(X) = A, !(X
n) = A
n,
!(m) = mA und !(u) = uA ein (strikt) monoidaler Funktor. Wenn A
endlich dimensional ist, dann ist das Diagramm endlich. Dann gilt

Satz 10.12. F�ur eine endlich-dimensionale Algebra A sind die (rechtseiti-
ge) Tambara-Bialgebra M (A) und coend(!A) als Bialgebren isomorph.
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Beweis. Wir haben die Tambara-Bialgebra f�ur linksseitige Kooperatio-
nen f : A �!M (A)
A genauer studiert, ben�otigen sie jedoch hier rechts-
seitig universell als Morphismus f : A �! A 
M (A) (vgl. �Ubung 10.11).

Sei B eine Algebra und f : A �! A
 B. Sei ! = !A. Wir de�nieren

'(X
n) : !(X
n) = A
n
f
n

�! A
n 
 B
n
1
mn

B�! A
n 
 B = !(X
n) 
B;

wobei mn
B : B
n �! B die n-fache Multiplikation auf B bedeute. ' ist eine

nat�urliche Transformation, denn die Diagramme

K K 
 B-'(I)

?
u

?
1
u

A A 
B-
'(X)

und

A
 A A 
A 
B-'(X
X)

A 
A 
B 
B
f
fXXXz 1
m���:

?

m
?
m
m

?

m
1

A 
B
f���: 1
1XXXz

A A 
B-
'(X)

kommutieren. Weiterhin kommutieren

A
r 
 A
s A
r 
A
s 
B 
B-'(X
r)
'(X
s)

A
r 
 A
s 
B
r 
 B
s
XXXz ���:

?

?

?
A
(r+s) 
B
(r+s)

���: XXXz
A
(r+s) A
(r+s) 
 B-

'(X
(r+s))

so da� ' : !A �! !A 
 B ein monoidale nat�urliche Transformation ist.
Sei umgekehrt eine nat�urliche Transformation ' : !A �! !A 
B gegeben.
Sei f := '(X) : A �! A 
B. Dann kommutieren
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A 
A A
 A
 B 
 B-f
f

?
=

?
1
m

A 
A A
 A
 B-'(X
X)

?
m

?
m
1

A A
 B-f

und

K K 
 K-�=

?
=

?
K K 
 B-

?
u

?
u
1

A A
 B:-f

Also ist f : A �! A
 B ein Algebren Homomorphismus.
Wir haben damit einen in B nat�urlichen Isomorphismus

K- Alg(A;A
 B) �= Nat
(!A; !A 
 B)

de�niert. WennA endlich dimensional ist, dann wird die linke Seite durch die
Tambara-BialgebraMr(A) dargestellt und die rechte Seite durch coend(!A).
Daher m�ussen diese beiden Bialgebren isomorph sein.

Folgerung 10.13. Es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus von
Bialgebren Mr(A) �= coend(!A), so da� das Diagramm

A A 
Mr(A)-

A 
 coend(!A)

HHHHHHj ?

kommutiert.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Bedingung f�ur die universelle
Eigenschaft.

Damit kann die Tambara-Algebra, die das universelle Monoid von nichtkom-
mutativen geometrischen R�aumen in endlicher Dimension bestimmt, aus der
Darstellungstheorie durch die Tannaka-Krein Rekonstruktion als Spezialfall
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gewonnen werden. �Ahnliches gilt f�ur komplizierter de�nierte
Quantenr�aume, wie z.B. sogenannte quadratische R�aume.

Wir zeigen jetzt, da� man eine beliebige Koalgebra C mit den obigen Me-
thoden aus der Kenntnis aller ihrer Darstellungen, genauer aus dem Vergi�-
funktor ! :MC �! Vek, zur�uckgewinnen kann. Hier kann man also nicht
mehr die �ubliche Konstruktion von coend(!) verwenden, die ja auf endlich
dimensionale Komoduln beschr�ankt ist. Gleichzeitig ist der folgende Satz
auch ein Beispiel daf�ur, da� die Beschr�ankung auf endlich dimensionale
Komoduln im allgemeinen zu stark ist, da� es auch f�ur allgemeinere Dia-
gramme Koendomorphismen Bialgebren geben kann. Andererseits gilt der
folgende Satz auch dann, wenn man sich allein auf die endlich dimensionalen
Darstellungen von C beschr�ankt. Der Beweis ist dann etwas aufwendiger.

Definition 10.14. Sei C eine monoidale Kategorie. Eine Kategorie D zu-
sammen mit einem Bifunktor 
 : C � D �! D und nat�urlichen Isomor-
phismen � : (A 
 B) 
M �! A 
 (B 
M ), � : I 
M �! M hei�t eine
C-Kategorie, wenn die folgenden Diagramme kommutieren

((A 
B) 
 C) 
M (A
 (B 
C))
M-�(A;B;C)
1
A
 ((B 
C)
M )-�(A;B
C;M)

?
�(A
B;C;M)

?
1
�(B;C;M)

(A
 B) 
 (C 
M ) A
 (B 
 (C 
M ))-�(A;B;C
M)

(A
 I) 
M A
 (I 
M )-�(A;I;M)

A
M

�(A)
1
Q
Q
Q
Qs

1
�(M)
�

�
�
�+

Eine C-Kategorie hei�t strikt, wenn die Morphismen �; � Identit�aten sind.

Seien (D;
) und (D0;
) C-Kategorien. Ein Funktor F : D �! D0 zu-
sammen mit einer nat�urlichen Transformation �(A;M ) : A 
 F(M ) �!
F(A
M ) hei�t schwacher C-Funktor, wenn die folgenden Diagramme kom-
mutieren:

(A
 B) 
F(M ) F((A 
B) 
M )-�

?
�

?
F(�)

A
 (B 
 F(M )) A
F(B 
M )-1
�
F(A 
 (B 
M ))-�
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I 
 F(M ) F(I 
M )-�

F(M )

�
@
@@R

F(�)
�

��	

Wenn zus�atzlich � Isomorphismus ist, dann nennen wir F einen C-Funktor.
Der Funktor hei�t strikter C-Funktor, wenn � der Identit�ats-Morphismus ist.
Eine nat�urliche Transformation ' : F �! F 0 zwischen (schwachen) C-
Funktoren hei�t eine C-Transformation, wenn

A 
F(M ) F(A 
M )-�

?
1A
'(M)

?
'(A
M)

A 
F 0(M ) F 0(A
M )-
�0

kommutiert.

Beispiel 10.15. Sei C eine Koalgebra und C := Vek. Dann ist die Kategorie
MC der Rechts-C-Komoduln eine C-Kategorie, denn mit N 2 MC und
V 2 C = Vek ist auch V 
N ein Komodul verm�oge der Komodul Struktur
von N .
Der Vergi�funktor ! : MC �! Vek ist ein strikter C-Funktor, weil V 

!(N ) = !(V 
 N ) gilt. Ebenso ist ! 
M : MC �! Vek ein C-Funktor
wegen V 
 (!(N )
M ) �= !(V 
 N )
M .

Lemma 10.16. Sei C eine Koalgebra. Sei ! :MC �! Vek der Vergi�funk-
tor. Sei ' : ! �! ! 
M eine nat�urliche Transformation. Dann ist ' eine
C-Transformation.

Beweis. Es gen�ugt f�ur einen beliebigen Komodul N zu zeigen 1V 

'(N ) = '(V 
N ). Wir zeigen, da� das Diagramm

V 
 N V 
N 
M-'(V
N)

?
1

?
1

V 
 N V 
N 
M-
1V
'(N)

kommutiert. Dazu sei (vi) eine Basis von V . F�ur einen beliebigen Vek-
torraum W seien die Projektionen pi : V 
 W �! W de�niert durch
pi(v) = pi(

P
j vj 
 wj) = wi, wobei

P
j vj 
 wj die eindeutige Darstellung

eines beliebigen Tensors in V 
W ist. Damit gilt

t =
X
i

vi 
 pi(t)
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f�ur alle t 2 V 
W . Wir fassen jetzt V 
N verm�oge der Komodulstruktur
von N als Komodul auf. Dann sind die pi : V 
 N �! N Komodulhomo-
morphismen. Also kommutieren alle Diagramme

V 
 N V 
N 
M-'(V
N)

?
pi

?
pi

N N 
M:-
'(N)

In Formeln hei�t das '(N )pi(t) = pi'(V 
 N )(t) f�ur alle t 2 V 
 N , also
gilt

(1V 
 '(N ))(t) = (1V 
 '(N ))(
P
vi 
 pi(t)) =

P
vi 
 '(N )pi(t)

=
P

i vi 
 pi'(V 
N )(t) = '(V 
N )(t)

und damit wie behauptet 1V 
 '(N ) = '(V 
N ).

Wir beweisen den folgenden Satz nur in der Kategorie C = Vek der Vek-
torr�aume. Es gilt jedoch allgemeiner, da� in einer beliebigen symmetrischen
monoidalen Kategorie C die Koalgebra C den Funktor C- Nat(!; ! 
M ) �=
MorC(C;M ) der nat�urlichen C-Transformationen darstellt.

Satz 10.17. (Rekonstruktion) Sei C eine Koalgebra. Sei ! :MC �! Vek
der Vergi�funktor. Dann ist C �= coend(!).

Beweis. Seien M in Vek und eine nat�urliche Transformation ' : ! �!
! 
M gegeben. Wir de�nieren den Homomorphismus e' : C �! M durche' = ("
 1)'(C), da ja C ein Komodul ist.

Sei nun N ein C-Komodul. Dann ist N durch � : N �! N 
 C ein Unter-
komodul von N 
 C, denn das Diagramm

N N 
 C-�

?
�

?
1
�

N 
 C N 
 C 
C-
�
1

kommutiert. Damit ist das folgende Diagramm kommutativ
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N N 
C-�

N 
M N 
C 
M-�
1
?

'(N)

?

'(N
C)=1N
'(C)

N 
M

1

XXXXXXXXXXXXXXXz

1
"
1

HHHHHHHHj

1
e'
@
@
@
@
@
@
@
@@R

Insbesondere haben damit gezeigt, da� das Diagramm

! ! 
 C-�

! 
M

'

HHHHHHj ?
1
e'

kommutiert.
Um die Eindeutigkeit von e' zu zeigen, sei g : C �! M ein weiterer Ho-
momorphismus mit (1 
 g)� = '. F�ur c 2 C ist g(c) = g(" 
 1)�(c) =
(" 
 1)(1
 g)�(c) = (" 
 1)'(C)(c) = e'(c).
Die Koalgebrenstruktur wie in Folgerung 10.4 angegeben ist die urspr�unglich
vorgegebene auf C. Das sieht man so. Die Komultiplikation � : ! �! !
C
ist eine nat�urliche Transformation, also auch (� 
 1C)� : ! �! ! 
C 
 C.
Damit wird genau wie in Folgerung 10.4 genau ein Homomorphismus � :
C �! C 
 C induziert, so da� das Diagramm

! ! 
 coend(!)-�

?
�

?
1
�

! 
 coend(!) ! 
 coend(!)
 coend(!)-
�
1

kommutiert. Ebenso induziert der nat�urliche Isomorphismus ! �= ! 
 K
genau einen Homomorphismus " : C �! K, so da� das Diagramm

! ! 
 coend(!)-�

! 
 I

id!

HHHHHHj ?
1
"

kommutiert. Das m�ussen aber dann wegen der Eindeutigkeit die Struktur-
morphismen von C sein.
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Wir beweisen jetzt auch den endlich dimensionalen Fall der Rekonstruktion.
Dazu zeigen wir zun�achst den Fundamentalsatz f�ur Komoduln.

Satz 10.18. (Fundamentalsatz f�ur Komoduln) Sei C eine Koalgebra,M ein
C-Komodul und m 2M . Dann gibt es eine endlich dimensionale Unterko-
algebra E � C und einen endlich dimensionalen E-Komodul N mit m 2 N ,
so da� der durch E � C induzierte C-Komodul N �! N 
 E �! N 
 C
ein C-Unterkomodul von M ist.

Beweis. Sei �(m) =
Pn

j=1mj
cj eine Darstellung des Tensors �(m) von
k�urzester L�ange, d.h. mit einer Minimalanzahl von Summanden. Dann sind
die c1; : : : ; cn linear unabh�angig und die m1; : : : ;mn linear unabh�angig.
Seien �(mj) =

Pr
i=1mi 
 cij und �(ci) =

Ps
j=1 c

0
ij 
 cj mit geeigneten

linear unabh�angigen m1; : : : ;mn; : : : ;mr bzw. c1; : : : ; cn; : : : ; cs.
Wegen

P
j=1;::: ;n;imi 
 cij 
 cj =

P
j �(mj) 
 cj =

P
imi 
 �(ci) =P

i=1;::: ;n;jmi 
 c0ij 
 cj ist cij = c0ij f�ur alle i; j und cij = 0 f�ur i; j > n.
Wir diagonalisieren nochmals und erhalten

P
jkmj 
 �(cij) 
 ck =P

ijkmi 
 cij 
 cjk 
 ck und damit �(cik) =
Pn
j=1 cij 
 cjk. Damit ist

der von den cij aufgespannte Unterraum eine Unterkoalgebra E von C.
Wegen �(mj) =

Pr

i=1mi 
 cij ist der von den m1; : : : ;mn aufgespannte
lineare (n-dimensionale) Unterraum ein E-Komodul.
Dann folgt aus �(ci) =

Pn

j=1 cij 
 cj wegen der Rechengesetze in Koal-

gebren ci =
P
cij"(cj) 2 E. Wir verwenden �(m) =

Pn
j=1mj 
 cj und

erhalten m =
P
j mj"(cj). Damit ist m 2 N .

Satz 10.19. (Rekonstruktion) Sei C eine Koalgebra. SeiMC
0 die Kategorie

der endlich dimensionalen C-Komoduln und ! :MC
0 �! Vek der Vergi�-

funktor. Dann ist C �= coend(!).

Beweis. Seien M in Vek und eine nat�urliche Transformation ' : ! �!
! 
M gegeben. Wir de�nieren den Homomorphismus e' : C �! M wie
folgt. Sei c 2 C gegeben. Sei N ein endlich dimensionaler C-Unterkomodul
von C mit c 2 N . Dann de�nieren wir g(c) := ("jN 
 1)'(N )(c). Ist N 0 ein
weiterer endlich dimensionaler Unterkomodul von C mit c 2 N 0 und mit
N � N 0, dann kommutiert

N N 
M-'(N)

? ?
N 0 N 0 
M-'(N 0)

HHj

��*
C 
M M-"
1



100 X. TANNAKA DUALIT�AT

Damit ist die De�nition von e'(c) unabh�angig von der Wahl von N . Weiter
ist e' : N �!M o�enbar linear. F�ur je zwei Elemente c; c0 2 C gibt es einen
endlich dimensionalen Unterkomodul N � C mit c; c0 2 N , z.B. die Summe
von f�ur c und c0 einzeln gefundenen Unterkomoduln. Damit l�a�t sich e' auf
ganz C fortsetzen.

Der �ubrige Beweis verl�auft im wesentlichen wie der Beweis des ersten Re-
konstruktionssatzes.

Man kann weitere Struktur der Koalgebra aus den Darstellungen zur�ucker-
halten.

Dauz beweisen wir zum Abschlu� einen Rekonstruktionssatz �uber Bialge-
bren. Wir erinnern uns, da� f�ur eine Bialgebra B die Kategorie der B-
Komoduln monoidal ist. Weiter wissen wir, da� der Vergi�funktor ! :
MB �! Vek ein monoidaler Funktor ist. Aus dieser Information l�a�t sich
die Bialgebrenstruktur von B zur�uckgewinnen. Genauer gilt

Satz 10.20. Sei B eine Koalgebra. Sei MB eine monoidale Kategorie, so
da� der Vergi�funktor ! :MB �! Vek ein monoidaler Funktor ist. Dann
gibt es genau eine Bialgebrenstruktur auf B, die die angegebenen monoidalen
Strukturen induziert.

Beweis. Wir beweisen zun�achst die Eindeutigkeit der Multiplikationr :
B 
 B �! B und der Einheit � : K �! B. Die nat�urliche Transformation
� : ! �! !
B wird mit r : B 
B �! B und � : K �! B eine monoidale
nat�urliche Transformation.Wir zeigen, da�r und � durch ! und � eindeutig
bestimmt sind.

Dazu seien r0 : B 
B �! B und �0 : B �! K Morphismen, die � zu einer
monoidalen nat�urlichen Transformation machen. Die Diagramme

!(X) 
 !(Y ) !(X) 
 !(Y )
B 
 B-�(X)
�(Y )

?

�

?

�
r0

!(X 
 Y ) !(X 
 Y )
 B-�(X
Y )

und
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K K 
 K-�=

? ?

1
 �0

!(K) !(K) 
B-�(K)

kommutieren. Insbesondere kommutieren dann

!(B) 
 !(B) !(B) 
 !(B) 
 B 
 B-�(B)
�(B)

?

�

?

�
r0

!(B 
 B) !(B 
B) 
 B-�(B
B)

und

K K 
 K-�=

? ?

1
 �0

!(K) !(K) 
B-�(K)

Es gelten also
P
b(1)
c(1)
b(2)c(2) =

P
b(1)
c(1)
r

0(b(2)
c(2)) und 1
1 =
1 
 �0(1). Es folgt bc =

P
"(b(1))"(c(1))b(2)c(2) =

P
"(b(1))"(c(1))r

0(b(2) 

c(2)) = r

0(b
 c) und 1 = �0(1).

Wir kommen zum Existenzbeweis. Sei B lediglich eine Koalgebra, und sei ! :
MB �! Vek ein monoidaler Funktor mit � : !(M ) 
 !(N ) �! !(M 
N )
und �0 : K �! !(K). Wir beachten zun�achst, da� das neue Tensorprodukt
zwischen den Komoduln M und N auf den unterliegenden Vektorr�aumen
mit dem Tensorprodukt dieser Vektorr�aume (bis auf Isomorphie �) �ubere-
instimmt. Wegen der Koh�arenzs�atze f�ur monoidale Kategorien (die auch in
dieser Situation gelten), identi�zieren wir entlang � und ebenso entlang �0.

Wir de�nieren � := (K
�(K)
�! K 
 B �= B) und r := (B 
B

�(B
B)
�! B 
B 


B
"
"
1B�! K 
 K 
B �= B).

Da der Komodul-Struktur-Morphismus � : M �! M 
 B ein Komodul
Homomorphismus ist, wobei die Komodulstruktur auf M 
 B nur durch
die Diagonale auf B gegeben ist { das ist die C-Struktur auf ! :MB �!
Vek {, ist auch �(M ) 
 �(N ) : M 
 N �! M 
 N 
 B ein Komodul
Homomorphismus. Also kommutiert das erste Quadrat im Diagramm
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M 
 N M 
 B 
N 
 B-�(M)
�(N)

M 
 N 
B M 
 B 
 N 
B 
 B-�(M)
�(N)
1B

M 
N 
 B 
 B-1
�
1

M 
 N 
 B 
 B 
B-1
�
1
1
?

�(M
N)

?
�(M
B
N
B)

?
1
1
�(B
B)

Das zweite Quadrat kommutiert ebenso, da die Komodulstruktur auf M 

B bzw. N 
 B nur durch die Diagonale auf B gegeben ist, also M 
 N
aus der nat�urlichen (C-)Transformation ausgeklammert werden d�urfen. Wir
schlie'sen jetzt

1M 
 1N 
 "
 "
 1B :M 
N 
B 
B 
 B �!M 
 N 
B

an dieses kommutative Rechteck an und erhalten �(M 
N ) = (1M 
 1N 

r)(1
 � 
 1)(�(M ) 
 �(N ). Damit wird die Komodulstruktur auf M 
N
durch die oben de�nierte Multiplikation r : B 
 B �! B induziert.

Nun kommutieren die folgenden Diagramme

B 
B B 
B 
 B 
 B-�
�
B 
 B 
 B 
B-1
�
1

B 
B B 
 B 
B-�(B
B)

B 
 B 
B B 
 B 
 B 
B-1
1
�

B B 
 B-�

?
1B
1B

?
1
r

�(B
B)
Q
Q
Q
Qs

�(B
B)
1
�

�
�
�+

?

r

?

r
1

"
"
1
�

�
�
�+

"
"
1
1
Q
Q
Q
Qs

B 
 B B-r

B 
 B K-"
"

B 
B 
 B

�(B
B)

HHHHHHj
"
"
1

��
��

��*

?

1

1
1
"

�������

"

�
�

�
�

�
��	
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K B-
�

K 
 B K 
 B 
B-�(K)
1
B 
B-�=

B B 
 B-�
1

K 
 B

�(K)

XXXXXXXXXXXz
�(K)

@
@
@
@
@
@@R

�=

��
��

��*

�=

�������
�
1

HHHHHHj
1B

�������?

�

?
1
�

?
�=

?

�

und

K K-1

K 
 B

�(K)

HHHHHHj
1
"

��
��

��*

�

@
@
@
@
@
@
@R

"

�
�
�
�
�
�
��

B
?
�=

Damit sind � und r Koalgebren Homomorphismen.
Um die Assoziativit�at von r zu zeigen, identi�zieren wir entlang der Ab-
bildungen � : (M 
N )
P �=M 
 (N 
P ) und vereinfachen weiterhin das
zu betrachtende Diagramm, indem wir festlegen, da� � eine geeignete Ver-
tauschung (Permutation) von Tensorfaktoren darstellt. Dann kommutiert

B 
B 
 B B 
 B 
 B 
B 
 B 
 B-�(�(B)
�(B)
�(B)
B 
 B 
B-"
"
"
1

B 
B 
 B B 
 B 
 B 
B 
 B 
 B
-�(�(B
B)
�(B))

-
�(�(B)
�(B
B))

B 
B-"
"
"
1

B 
B 
 B B 
 B 
B 
 B-�(B
B
B)
B-"
"
"
1

?

1

?

1

?

1
(r
1)

?

1
(1
r)

?

r
1

?

1
r

?

1
r

?

r

Da die obere Zeile die Identit�at ist, gilt das Assoziativgesetz.
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F�ur den Beweis der Einseigenschaft von � m�ussen wir die Koh�arenzmor-
phismen � und � explizit mit betrachten. Aus Symmetrioegr�unden zeigen
wir nur eines H�alte des Einsaxioms. Dieses folgt aus der Kommutativit�at
des folgenden Diagramms

B B 
B-�(B)
B 
 B 
 K-��1

B 
B-�
B-"
1

B 
 K B 
 B 
 K 
 B-�(B)
�(K)
B 
 K 
 B 
B-1
�
1

B 
B 
B-�
1
1
B 
B-"
1
1

B 
 K B 
 K 
 B-�(B
K)

B B 
B-�(B)
B-"
1

?
��1

?
1
1
�(K)

?
1
1
�

?
1
�

?
=

?
1
1
r

?

1
r

?

r

?
�

�(B)
1

��
��

��
��1

�
1

HHHHHHj


