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Die Hausaufgaben sind nicht teil der Endnote.
Die Lösungen werden in dem Tutorium der nächsten Woche besprochen.

Aufgabe 45. Gegeben eine Funktion f : [a, b] → R und eine stelle x0 ∈ [a, b]. Als Taylor-
polynom vom Grad n (and der Entwicklungsstelle x0) bezeichnet man das Polynom

Tnf(x, x0) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n .

Unter der Taylorreihe von f (an der Entwicklungsstelle x0) verstehen wir die Potenzreihe

Tf(x, x0) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · · ≡
∞∑
k=0

+
f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k .

Gilt für x ∈ [a, b] f(x) = limn→∞ Tnf(x, x0), dann sagt man, dass f(x) durch die Taylorreihe
Tf(x, x0) dargestellt wird.

Man bestimme die Taylorreihe Tf mit Entwicklungsstelle x0 = 0 der Exponentialfunktion
f(x) = ex, x ∈ R.

Aufgabe 46. Man bestimme die Taylorreihe Tf mit Entwicklungsstelle x0 = 0 der Funktion

f(x) =
1

1− x
, x ∈ (−1, 1) .

Aufgabe 47. Sei (Zn)n∈N die Folge der Zerlegungen Zn = {x(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
2n } von [0, 1] mit

x
(n)
k =

k

2n
, k = 0, 1, 2, . . . , 2n .

(i) Man bestimme die Feinheit ∆Zn der Zerlegung Zn.

(ii) Zeige, dass Zn ⊂ Zn+1 und ∆Zn
n→+∞−−−−→ 0 gilt.

(iii) Sei f : [0, 1] → R eine monoton wachsende Funktion (z.B. f(x) = x2014) und seien

S−
n =

2n−1∑
k=0

f(x
(n)
k )(x

(n)
k+1 − x

(n)
k ) und S+

n =
2n−1∑
k=0

f(x
(n)
k+1)(x

(n)
k+1 − x

(n)
k ) .

Zeige, dass die Folge S−
2 , S

−
3 , S

−
4 , S

−
5 , . . . monoton wachsend und die Folge S+

2 , S
+
3 , S

+
4 , S

+
5 , . . .

monoton fallend ist.

Aufgabe 48. Zeige, dass die Funktion

f : [0, 1] → R , f(x) =

{
1 , x ∈ Q ∩ [0, 1]

0 , x /∈ Q ∩ [0, 1]

nicht Riemann-integrierbar ist.
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