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* EIn altes mathematisches Problem. ..
fEicnr foincare, 1854-1912)

§ e moderne Losung...
(Grigori Perelman, |1966-)

Bild: Wikipedia (public domain)
Bild: George Bergman - Mathematisches Institut Oberwolfach (MFO
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. ilon Us-Dollars. . .

* ...mehrere Fields-Medallien...

Bild: Wikipedia (public domain)
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e ...echte reine Mathematik, und

e drel moderne mathematische

Disziplinen (Geometrie, lopologie,

Dynamik)



o 51 EIGENTLICH MATHEMZTINS

(geschweige denn Topologie und Geometrie.. . )
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» Suche nach Struktur in komplizierten Systemen

» Suche nach Verbindungen zwischen (scheinbar)
unzusammenhangenden Konzepten

* Formale Bewelse

» Heute: Klassifikationsprobleme
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L AOSIFIKATIONSPROBLEN S

A

P iche Objekte einer Sorte gibt es!
(und wie erkennen wir, was man hat?)

§ Diciecke (Serten und Winkel)

* Permutationen

» platonische Korper

Bild: Wikipedia (public domain)
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* tIine der dltesten mathematischen Disziplinen

» Relevant fur praktische Probleme (Vermessung,
tuemn

Bild: Urcia, A., Yale Peabody Museum of Natural History (CCO)
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* tIine der dltesten mathematischen Disziplinen

» Relevant fur praktische Probleme (Vermessung,
euem. )

* Auch schon fruh: Interesse an reinen intellektuellen
rragen und Asthetik

Bild: Wikipedia (Momotarou2012)
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SOOME FRIE

-Ine der altesten mathematischen Disziplinen

Relevant fur praktische Probleme (Vermessung,
euem. )

L lich schon et Interesse an reinen Intellektuellen
rragen und Asthetik

Viel mehr als nur Drelecke: gekrUmmte Raume, hohe
L ensionen. ..

Heute noch Immer: praktisch relevant und interessant
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-nde der | 9. |ahrhunderts

-rstes wichtiges Werk “Analysis Situs™

[Foincare, 1695)

JOURNAL

L'ECOLE POLYTECHNIQUE.

ANALYSIS SITUS;

Pac M. II. POINCARE.

INTRODUCTION.

La Géométrie & n dimensions a un objet réel; personne n’en doute
anjourd'hui. Les étres de I'hyperespace sont susceptibles de définitions
précises comme cenx de I'espace ordinaire, et si nous ne pouvons nous
les représenter, nous pouvons les concevoir et les étadier. Si done, par
exemple, la Mécanique a plus de trois dimensions doit étre condamnée
comme dépourvue de tont objet, il n’en est pas de méme de I’"Hypergéo-
metrie. ’ - ' . ' 3 o , C‘."‘vﬁ
La Géométrie, en effet, n’a pas pour unique raison d’étre la description /7 &
imm¢édiate des corps qni tomhent sous nos sens: elle est avant tont/ =

I'étude analytique d’un groupe; rien n"empdche, par conséquent, d'ahor-‘.‘ . 2
der d'autres groupes analogues et plus généraux.
Mais pourquoi, dira-t-on, ne pas conserver le langage analytique et le 2

remplacer par un langage géométrique, qui perd tous ses avantages deés
que les sens ne peuvent plus intervenir. G'est que ce langage nonvean est
plus concis; ¢’est ensuite (que 'analogie avec la Géométrie ordinaire pent
créer des associations d’idées fécondes et suggérer des généralisations
utiles.

r o~ n -~ M 0 AN

Bild: Bibliotheque nationale de France.
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FBER VWAS [5T TOPOLOGHES

» Slogan:“'Raume bis auf stetige
Verformung”

f Belie Langen, keine VWinkel. ..

 “FHexibler’ als Geometrie

Bild: Diaaeldin Taha (HEGL)
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FLACHEN. INTRINSISCH

» Viele Flachen sind im Raum eingebettet (alle, die wir bisher gesehen
haben)

» Aber: das Ist nur zur Anschauung

* Man sollte versuchen sich vorzustellen, "In der Flache selber zu leben”
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Bild: Ana Chaviz Caliz (HEGL)
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Ol OGISCHE KLASSIFIKATISSS

» Jopologische Klassifikation ist vielleicht einfacher (als in der
Geometrie), well es “weniger’ Objekte gibt — viele geometrisch
unterschiedliche Flachen sind topologisch gleich

» Jopologische Klassifikation ist vielleicht aber doch sehr schwer, well es
oar nicht klar ist, was man vor sich hat...



P L EDRAISCHE TOPOLCEHE

* Die Idee von algebraischer Topologie ist: man ordnet (komplizierten)
Raumen (einfache) Objekte wie Zahlen zu, die man leichter
auselinandernhalten kann
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Schwierigkert heute: 5. Semester Mathematikstudium
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» Der Klassifikationssatz Ist perfektes Beispiel fUr das, was lopologen
wollen:

» Man beschreibt die Gesamtheit der Objekte fur die man sich
interessiert (den Flachen)

+ Man fiihrt das topologische Aquivalenzproblem auf Gleichheit einer
einfacheren Grol3e (der Zahl g) zurick



DREIDIMENSIONALE RAUME

(ohne vier Dimensionen)
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* Eine Flache ist etwas, wo man sich an

jedem Punkt “in genau zwel
unabhangige Richtungen bewegen kann”

 Praziser: lokal sieht der Raum aus wie .

die Ebene

» Beispiel: Erdoberflache, Brezelobertflache

* Nicht-Belispiele: Horsaal, Achterbahn, die
ganze Breze, ein sich verzwelgender
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» Eine 3-dimensionale Mannigfaltigkert ist
etwas, wo man sich an jedem Punkt “in
ogenau drel unabhangige Richtungen
bewegen kann’

2 e lokdl sieqht M aus wie die
0 hle Raum Um uns herum
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» Die 2-Sphare: Alle Punkte im 3-dimensionalen Raum mit Abstand | zum Ursprung

« Alternativ: Rand des 3-dimensionalen Balls

* Die 3-5phare: Alle Punkte im 4-dimensionalen Raum mit Abstand | zum Ursprung

« Alternativ: Rand des 4-dimensionalen Balls

e ...das Ist ein bisschen unhilfreich
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* Die 2-5Sphare kann in Nord- und
SUdhalbkugel zerlegt werden

» Beides sind (2-dimensionalel) Scheiben

* Also umgekehrt: die 2-Spahre sind zwel

2-dimensionale Scheiben, verklebt am
Rangd
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* Analog kann man die 3-Sphare an ihrer
(2-dimensionalen) Aquatorialsphire in v
zwel 3-dimensionale Kugeln zerlegen
» Oder umgekehrt: die 3-Sphare sinc

zwel (normale, 3-dimensionale) Bdlle,
verklebt an ihren Randern
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» Eine Klassifikation aller dreidimensionaler Mannigfaltigkerten ist (auch heute) nicht
realistisch

» Poincare fragt |1904: Kann man zumindest die 3-Sphare erkennen?

» Poincarée stellt auch direkt eine Vermutung auf. Die prazise Version ist zu technisch
(Schwierigkert etwa: Grundvorlesungen Master Mathematik) aber es geht im Grunde
wieder um Zahlen von tcken, Kanten, Dreiecken und letraedern.
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POINCARE-VERMUTUNG

(Varianten und Forschritt)

* In Dimension 2 stimmt die Poincaré-Vermutung

* FUr n>4 stimmt sie auch (
Schwierigkert: Fields-Medal

¢ lir =4 stimmt es a
Schwierigkert: Fields-

* Im Ja
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r 2000 wurde die 3-dimer

* [S gIbt eine Variante der Poincare-Vermutung In allen Dimensionen n.

J672 Smale)
el T

it 78/ Freedman)
e daille 1786,

sionale Version als eins der Clay Millennium

ems benannt (I Million US

Jbrenoeld



GEOMETRIE FURTOPOLOGIE



DIE “RUNDE”’ SPHARE



DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
“unkts ein rundes Spharenstuck ist




DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, Wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
Punkts ein rundes Spharenstuck ist




DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, Wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
Punkts ein rundes Spharenstuck ist

» Dann ist die Flache schon die Sphare!




DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, Wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
Punkts ein rundes Spharenstuck ist

» Dann ist die Flache schon die Sphare!




DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, Wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
Punkts ein rundes Spharenstuck ist

» Dann ist die Flache schon die Sphare!




DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, Wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
Punkts ein rundes Spharenstuck ist

» Dann ist die Flache schon die Sphare!




DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, Wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
Punkts ein rundes Spharenstuck ist

» Dann ist die Flache schon die Sphare!




DIE “RUNDE”’ SPHARE

* Angenommen, Wir haben eine Flache
und wissen, dass jede Umgebung eines
Punkts ein rundes Spharenstuck ist

» Dann ist die Flache schon die Sphare!

» Und dasselbe klappt in Dimension 3!




* Angenommen, Wir haben eine Flache
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» Und dasselbe klappt in Dimension 3!
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» Dann ist die Flache schon die Sphare!
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e NEUE STRAIELHE

Um Poincaré zu bewelisen, mussten wir “‘nur’ eine runde Geometrie
auf unserer mysteriosen Mannigfaltigkert finden

Beginne also mit irgend einer Geometrie auf unserer Mannigfaltigkert

|etzt definiere einen Fluss auf dem Raum aller Geometrie, der versucht

die Krummung Uberall gleichzuvertellen
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» Belispiel: angenommen, wir haben eine
_andschatt...

» ...und wollen an den tiefsten Punkt

* Auch ofr

C R ADIENTENFLUSS

ne die globale lopographie zu

kennen,

nach unten gehen

e

» Das klappt, aul3er es gibt “lokale

Clln aan lokal elnfach Immer
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s Hamilton definiert in den 1980ern einen solchen Fluss auf dem Raum
aller Geometrien auf einer Mannigfaltigkert.

» Ahnlich wie der Wirmefluss versucht dieser; die Kriimmung tiberall
oleich zu vertellen
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RICCI-FLUSS, HOFFNUNGS VO

Dimension 2 funktioniert die Strategie: wenn wir mit einer
bologischen Sphare anfangen

» Ist die durchschnittliche Krimmung positiv

» und der Riccl-Fluss vertellt die Krimmung gleichmal3ig, bis man eine

runde Schare hat
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* In Dimension 3 ist das alles viel schwieriger...

* In endlicher Zeit "explodiert die Krummung
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BICCI-PLUSS, REFARIERS

* Hamilton schlagt daher "Ricci-Fluss mit Chirurgie” vor (um
[990-2000)

» Chirurgie hell3t: wenn Probleme entstehen, “schneidet man diese
heraus ; und startet dann den Fluss aut den lellen neu

» Dieses Programm scheint aber hofinungslos schwierig. ..
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« 2002, 2003: Perelman veroftentlicht

B oS

orints Im Internet, die eine Losung

enthalten (aber sehr, sehr schwer lesbar sind...)

* In den folgenden Jahren wird der Bewels von vielen Mathematikern lesbar

osemacht, und ausgearbertet

» Perelman wird sowohl der Clay-Prels, wie auch die Fields-Mec

e ...aber er lehnt belides ab!

allle verliehen...



PICOC H MERR GEOMIE FiSies



PICOC H MERR GEOMIE FiSies

* Perelman zeigt sogar noch menr



PICOC H MERR GEOMIE FiSies

* Perelman zeigt sogar noch menr

» Nicht nur Spharen, sondern viel mehr 3-dimensionale Raume tragen
eine naturliche Geometrie (I hurston’s
Geometriesierungsvermutung)



PICOC H MERR GEOMIE FiSies

* Perelman zeigt sogar noch menr

» Nicht nur Spharen, sondern viel mehr 3-dimensionale Raume tragen
eine naturliche Geometrie (I hurston’s
Geometriesierungsvermutung)

» Das erlaubt das Studium der lopologie dieser Raume mit Hilte von
Geometriel
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