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Blatt 3, Thema: Zufall

(Ω,B(Ω), P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, T : Ω → Ω eine meßbare Abbildung, und
das Typizitätsmaß P sei invariant unter T , d.h. P(T−1A) = P(A) für alle A ∈ B(Ω). Dann
heißt (Ω,B(Ω), P, T ) ein dynamisches System.

Aufgabe 1: Sei Ω = [0, 1[, P = λ das Lebesguemaß und

T : [0, 1[→ [0, 1[ , x → 2x mod1

Zeichnen Sie den Graphen von T . Zeigen Sie: P(T−1(I) = P(I) für alle Intervalle I. Dies
zeigt im wesentlichen die Invarianz von P unter T . Wir haben also ein Modell für ein
dynamisches System.

Stellen Sie x ∈ [0, 1[ dual dar, und betrachten Sie die Koordinatenabbildungen dk : [0, 1[→
{0, 1} und drücken Sie x mit Hilfe der dk aus. Wie wirkt T in der Dualdarstellung? Es
sei T k die k-malige Hintereinanderschaltung von T .Zeigen Sie dk+1 = dk ◦ T k. Folgern Sie,
dass die Vergröberungen dk alle identisch verteilt sind, d.h. P(dk = a) = P(d1 = a) für alle
k ∈ N und a ∈ {0, 1}.

Aufgabe 2: Zeigen Sie, dass die Vergröberungen dk : [0, 1[→ {0, 1} , k ∈ N unter P = λ
unabhängig sind. Finden Sie ein anderes Maß P′, so dass die dk nicht unabhängig sind.

Aufgabe 3: Zeigen Sie: Sei f : Ω → R mit
∫

f 2(ω)dP(ω) < ∞, dann gilt für alle ε > 0

P(|f | > ε) ≤ 1

ε2
E(f 2).

Folgern Sie für P = λ:

∀ε > 0 P
(
| 1
n

n∑
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dk −
1

2
| > ε

)
→ 0

für n →∞. Interpretieren Sie diese Aussage.

Aufgabe 4: Definieren Sie Vergröberungen X, Y auf [0, 1[ mit

X : [0, 1[→ {1, 2, 3, 4, 5, 6} , Y : [0, 1[→ {1, 2}

so dass sie unter dem Lebesguemass unabhängig sind.


