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1 Einleitung

1.1 Notationen

Wir wollen hier ein paar Notationen klaren, die im Laufe dieser Arbeit ohne wei-
tere Erklarung immer wieder auftauchen. Der Ausdruck ,,const* in Gleichungs-
und Ungleichungsketten steht fiir eine generische Konstante, die sich von Zeile zu
Zeile dndern kann. Hingt diese Konstante von Grofen ab, die verédndert werden
kénnen, so wird darauf durch die Notation ,,const(Variable)* oft explizit hinge-
wiesen. Bei der Angabe linearer Operatoren wird héufig nur die Wirkung auf
eine Basis oder eine totale Teilmenge von Vektoren angegeben. Diese Wirkung
wird implizit als linear und stetig fortgesetzt verstanden. Ist diese Fortsetzbar-
keit jedoch nicht selbstverstindlich, so wird sie natiirlich nach Definition des
Operators bewiesen. Es kann aufferdem vorkommen, dass zwischen Funktions-
rdumen bzw. Operatoren und den ihnen unter der Fouriertransformation ent-
sprechenden Objekten nicht klar unterschieden wird. Die Notation (Q f(w))[a],
wobei @ eine quadratische Form, f eine Funktion, w ein Operator und a ein
Vektor ist, steht fiir Q(a, f(w)a). Wenn in dieser Arbeit von einer Gaufschen
Familie die Rede ist, so ist stets eine zentrierte Gaufssche Familie gemeint, d.h.
eine Familie von Zufallsvariablen, die gemeinsam normalverteilt sind und alle
verschwindenden Erwartungswert haben.

1.2 Einheitenkonvention

Da wir in dieser Arbeit ausschlieflich an der mathematischen Analyse des Pho-
tonenfeldes interessiert sind, verwenden wir hier ein natiirliches Einheitensys-
tem, in dem alle fiir uns relevanten Naturkonstanten dimensionslos sind und den
Zahlenwert 1 annehmen. Wir haben somit nur eine Basisgrofe, ndmlich unsere
Einheitslédnge, welche wir wie in der mathematischen Physik iiblich als dimen-
sionslose Zahl wahlen. Das resultierende mechanische Einheitensystem, welches
durch die Formeln ,,Energie = mc? = Aw“ und ,Kraft = F = mi“ mitc=h =1
bestimmt wird, wird dann wie im Heaviside-Lorentz-Einheitensystem um die
elektromagnetischen Einheiten erweitert, in dem das Coulombgesetz und das
Faradaysche Induktionsgesetz die Form

1
F_ilh(Jz und

= 477_77”2 VxE:—@tB

annehmen. Die Maxwell-Gleichungen haben somit die in diesem System iibliche
Form.!

1.3 Warum eine Arbeit zum dufieren Stromproblem?

Die Quantenelektrodynamik (QED) ist eine der erfolgreichsten physikalischen
Theorien unserer Zeit. Dieser oder ein dhnlicher Satz leitet viele Arbeiten und
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Lehrbiicher zur QED ein. Tatséchlich hat der zu dieser Theorie gehorige Forma-
lismus es ermdglicht, eine Vielzahl von Messergebnissen an elektromagnetisch
wechselwirkenden mikroskopischen Systemen vorherzusagen. Der g-Faktor des
Elektrons? und die Wirkungsquerschnitte fundamentaler Prozesse, wie z.B. er
Comptenstreuung®, sind nur ein Beispiel dafiir. Auf theoretischer Ebene jedoch,
hat diese Theorie eine Vielzahl von ungeldsten Problemen. Einige davon sind
so fundamental, dass es bis heute nach dem Wissen des Autors nicht gelun-
gen ist, eine Dynamik fiir ein voll wechselwirkendes System aus Elektronen und
elektromagnetischem Feld anzugeben. Derartige Schwierigkeiten sind aus der
klassischen Elektrodynamik bereits bekannt. Dennoch erscheint es erstrebens-
wert, nicht nur einen streutheoretischen Formalismus fiir eine so grundlegende
Theorie wie die QED anzugeben, sondern auch die zeitliche Entwicklung der
zugrundeliegenden Objekte zu beschreiben. Insbesondere ist es problematisch
die nichtrelativistische QED* oder auch die klassische Quantenmechanik als
Grenzwerte einer Theorie zu verstehen, die selbst keine zeitliche Entwicklung
von Zustdnden beschreibt. Einen Hinweis auf das Aussehen einer vollstindigen
Kopplung von Teilchen und Wechselwirkungsfeld kann das Studium einfacherer
Aspekte der Theorie liefern. So fiihrte die Untersuchung externer Quellenpro-
bleme etwa in der klassischen Elektrodynamik zu einem besseren Versténdnis
fiir die Bedeutung von Divergenzen im Punktteilchenlimit®. Mit externen Quel-
lenproblemen sind in diesem Fall die Lorentzkraft bzw. die Maxwellgleichungen
gemeint, in denen entweder das elektromagnetische Feld oder die Strom- und La-
dungsverteilung als von auffen gegeben und unveridnderlich angenommen wird.
In gleicher Weise lassen sich auch die analogen Probleme in der QED betrachten.
Fiir das externe Feld-Problem gibt es funktionierende mathematische Modelle,
welche bereits einige ausgefallene Ideen, wie etwa zeitlich verdnderliche Fock-
riume® oder Renormierungen’, erfordern, um eine wohldefinierte Dynamik zu
erhalten. Das Gegenstiick dazu, das externe Stromproblem, erscheint hingegen
in der mathematischen Literatur nur wenig behandelt. Diese Arbeit stellt eini-
ge Ideen zusammen, die zur mathematischen Beschreibung und Losung dieses
Problems genutzt werden koénnen.

1.4 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es fiir eine eingeschrinkte Klasse von externen Stromen
die Dynamik des zweitquantisierten elektromagnetischen Feldes in einer Version
zu formulieren, die dem Schrédingerbild der Quantenmechanik entspricht. Wir
16sen uns also von dem Teilchenbild, welches iiber einem Fockraum mit Auf- und
Absteigeoperatoren arbeitet und geben eine Gleichung an, die wie die klassische
Schrédingergleichung iiber einem L2-Raum aufzustellen ist. Als Konfigurations-




raum, auf dem diese Wellenfunktionen definiert sind, tritt nun jedoch anstelle
der Orte von n Quantenteilchen der Raum der A-Feld-Konfigurationen. Um
zu dieser Formulierung zu gelangen, wird uns der Harmonische Quantenoszilla-
tor unter dem Einfluss einer rdumlich konstanten dufferen Kraft als Analogon
dienen, welches wegen der Endlichdimensionalitdt weniger technische Schwierig-
keiten aufweist. Ausgehend von dieser Formulierung wollen wir dann einen Pfa-
dintegralformalismus einfiithren mit dessen Hilfe potentiell auch einfache wech-
selwirkende Spielzeug-Modelle aufgestellt werden konnen. Ein wichtiges Ziel ist
dabei die Bestimmung der Regularitatsklasse des Pfadintegrals, da durch die-
se jene Materiemodelle bestimmt werden, die sich einfach durch Ausintegrieren
aller Wege an das Photonenfeld koppeln lassen.

1.5 Danksagung

Ich mo6chte mich an dieser Stelle bei all jenen bedanken, die wihrend meines
Studiums meine Faszination und mein Versténdnis fiir Physik und damit das
Wesen der Natur geférdert haben. Unter diesen besonders Dirk Deckert, Detlef
Diirr und Martin Schottenloher, die mit ihrem Seminar mein Interesse an QED
wecken konnten. Aufserdem danke ich Franz Merkl, von dem die Idee fiir diese
Arbeit stammt und ohne den sie nicht moéglich gewesen wire.

2 Koordinatenunabhingige Formulierung des n-
dimensionalen Harmonischen Quantenoszillators

2.1 Setting des harmonischen Oszillators

Um ein gutes Verstindnis fiir die Bewegungsgleichung des zweitquantisierten
Photonenfeldes und die zugehorigen Losungsstrategien zu bekommen, gehen wir
zunéchst vom n-dimensionalen Harmonischen Oszillator aus. Das Photonenfeld
konnen wir uns als eine Art Harmonischen Quantenoszillator in unendlich vielen
Dimensionen vorstellen und diese Sichtweise wird uns im gesamten Verlauf die-
ser Arbeit begleiten. Um jedoch den Ubergang von endlich zu unendlich vielen
Dimensionen und damit zum elektromagnetischen Feld zu erleichtern, werden
wir bei der Formulierung der Gleichung des Harmonischen Oszillators auf eini-
ge Annahmen iiber Symmetrie und Schreibweisen in der Gleichung, die explizit
von der Struktur des R™ Gebrauch machen, verzichten miissen. Insbesondere ist
nach Wahl der kanonischen Basis R™ natiirlich isomorph zu seinem Dualraum.
Eine Eigenschaft, die in unendlich vielen Dimensionen sicher nicht mehr gilt.

Wir beginnen mit dem Konfigurationsraum V', hier ein n-dimensionaler Vektor-
raum, in dem die klassische Bewegung (¢t — xz(t) € V) stattfindet und auf dem
die quantenmechanische Wellenfunktion definiert wird. Wie beim Ubergang vom
klassischen Harmonischen Oszillator zur entsprechenden Quantentheorie iiblich
gehen wir von der Hamiltonschen Mechanik aus. Wir assoziieren den Dualraum
V' von V mit dem Impulsraum. Die klassische Dynamik wird durch die auf



dem Phasenraum definierte Hamiltonfunktion H : T' =V x V/ — R bestimmt.
Diese setzt sich fiir den freien Harmonischen Oszillator aus einem kinetischen,
in den Impulsen quadratischen und einem potentiellen, in den Orten quadrati-
schen Term zusammen. Da wir an der Kopplung des elektromagnetischen Feldes
an einen externen Strom interessiert sind, miissen wir ein endlichdimensionales
Analogon einfiihren. Diese Rolle {ibernimmt ein im Ort linearer Kopplungs-
term in der Energie, der physikalisch einer rdumlich konstanten &ufferen Kraft
entspricht. Ist also m : V x V — R oder m : V — V' eine positiv definite qua-
dratische Form auf V und w : V' — V invertierbar und beziiglich m symmetrisch
und f; € V/, so0 ist

1 _ 1
Hw,p) = 5~ (0,0) + 5m(e, %) + (i, 2),
Im speziellen Fall V' = R", sowie m(x,z) = pz -z und w(x) = vz mit y,v > 0
erhalten wir 1 1
H(z.p) =5 pp+ gt fia.
Verschwindet die externe Kraft, so ergibt sich der iibliche Harmonische Oszilla-
tor, der im Anhang A.1 noch einmal wiederholt wird.

2.2 Ubergang zur Quantentheorie iiber L2(dx)

Fiir den harmonischen Oszillator auf R™ erhalten wir mittels kanonischer Quan-
tisierung, also der Substitution p — —iV, die Schrédingergleichung;:

(—1A—|—1MV29€'$+ft 90) =10 .
2u 2

Nun besteht zwischen dem translationsinvarianten V und dem bis auf eine mul-

tiplikative Konstante einzigen nichttrivialen translationsinvarianten Borelmafy

dz auf R™ der durch partielle Integration sichtbare Zusammenhang, der zu der

schwachen Formulierung der Gleichung

/(iwvwiuu%.mwﬁ-mw) dx:/qﬁi@twdx v € Gyt (R”)

fiihrt. Fiir den allgemeinen Fall des Konfigurationsraumes V' sollten wir der
Tatsache, dass die Impulse Elemente des Dualraumes sind, dadurch Rechnung
tragen, dass wir V in der Schrédingergleichung durch die dufiere Ableitung d
ersetzen und erhalten somit:

J (Gt as.av) + gm0y 60+ () ov) do = [ vivn do

Vo € Co (V)

Wobei dz auch hier ein nichttriviales translationsinvariantes Borelmafl auf V'
ist.



2.3 Formulierung auf L?(dP)

Bei dem Versuch die obige Gleichung auf den Fall des elektromagnetischen Feldes
zu verallgemeinern ergibt sich ein fundamentales Problem. Ein Analogon zu dx
existiert in einem unendlichdimensionalen Vektorraum nicht. Auch in unendlich
vielen Dimensionen existieren jedoch nichttriviale Wahrscheinlichkeitsmafe. Um
ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf V' zu finden, betrachten wir den
Grundzustand des freien Harmonischen Quantenoszillators

Yaz(z) = ae”T™EWT) 50 mit /|1/)GZ|2 dx = 1.

Mit dieser Grundzustandswellenfunktion lisst sich dP = |1)gz|* dz definieren.
Mit Hilfe des isometrischen Isomorphismus

U:L*(V,dP) — L*(V,dx),u — utbgz

lisst sich die Bewegungsgleichung auf L?(dP) formulieren:
1 1
E §m71(dv,du) + (zTr(w) + {ft, >> uv] =FEwidw] YveCFV) (1)

Hierbei bezeichnet d weiterhin die duftere Ableitung, die im folgenden Abschnitt
eine Interpretation als stochastische Ableitung erhilt.

2.4 Auswertungsfunktionale als Gaufische Familie und Fock-
raumformulierung

Wir wollen nun eine Verbindung zwischen der Gleichung (1), formuliert iiber
L?(dP), und der Gleichung des Harmonischen Oszillators im Teilchenbild iiber
cinem klassischen bosonischen Fockraum der Form @7, W®* herstellen.® Hier-
fiir stellen wir zunéchst fest, dass fiir p € V' das zugehorige Auswertungsfunk-
tional ein Element von L?(V,dP) ist. Tatsichlich bilden die Auswertungsfunk-
tionale

({p,) :p V)
eine Gaufssche Familie auf (V, B(V'), P) mit Kovarianz

El(p. )0 ) = [ 0v2){a.) Wz (@) do = 5 (me) 9.0,

wobei mw : V xV = R, (z,y) = m(z,wy) ist. Wir definieren die Kovarianzma-
trix als quadratische Form @ := §(mw)~'. Somit ist (V’,Q) ein Hilbertraum

und nach A.2 ist L?(V,dP) natiirlich isomorph zu @EZO(V’)@)Q’“. Wir fiihren
nun die iiblichen Auf- und Absteigeoperatoren ein. Seien dazu

ay(p) (V)P — (V)L

1
Vk+1

k
P1 R QP — PR QP RAPRPj+1 Q- Pk
=0

8vergleiche A.2
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fiir jedes p € V', sowie

ak(x) : (V/)®k N (V/)®k:71’p1 ® - QP \/E<p1,1->p2 R Q i
fir € V. Dann liefern die Einschrinkungen von a*(p) = @,-,aj(p) und

a(z) = @y, an(p) auf @52 ,(V/)®* die Auf- und Absteigeoperatoren a*(p)
und a(z), fiir welche die Kommutatorrelation [a(z),a*(p)] = (p, z) gilt.

Wir wollen nun genauer untersuchen, wie sich diese Operatoren in der LZ2-
Darstellung des Fockraumes verhalten. Ist (e;)7_, eine Orthonormalbasis von
(V’,Q), so hat der Isomorphismus, der zwischen den beiden Darstellungen wech-
selt, folgende Form:

F=@F: PWV")** - L*(V,dP)
k=0 k=0

mit
. 1 n n
F: (V9% = H,y, —= Ha*(ej)o‘j [0) — \/aHHaj(<ej,~>),
Va! et i

wobei Hy das k-te Wienerchaos, H,; das a;-te Hermitepolynom und « ein
Multiindex mit |a| = k ist. Berechnen wir nun also zunichst Fa(z)F~! und
dann Fa*(p)F~1.

Fa(Q(er, ))F'Val [T Ha, (e )

:é@M%mHmww
-1 .

j=l+1
-1 n
= Val | [] Ha, (e, ) | Har(ler, ) T Ha, (esn))
j=1 Jj=i+1



Fa*(e;) 1\/>HH (€j,))

n

_ \/laFMa*(el)jl:[la*(ej)% 0)
\/OZITFk-i—l f\/w (Ha 6] )a*(el)az+1jgla*(ej)ay ‘0>

-1 n
—Voj(HHaj((ejﬁ)) (@ + DHor1((er, ) [T Hay (e o))

(€1, Hoy ({e1,)) — Hoy 1 ((e1,)) I =1

= 6]7 \/7HH 6]7') FQ(Q(EZ, 1\/7HH 6]7')
Jj=1 Jj=1
Hierbei bezeichnet D die im Appendix A.3 eingefiihrte Malliavin-Ableitung und
wir haben die Eigenschaften der Hermitepolynome aus A.2 benutzt. Insgesamt
ergibt sich also:

Fa(z)F~' = (De,z) , Fa’(p)F~" = (p,") & =Q(p, De) (2)

Abschliefend wollen wir nun Gleichung (1) mit Hilfe von F' auf dem Fockraum
mit dem auf natiirliche Weise fortgesetzten () als Skalarprodukt betrachten.
Fir 0,0 € @,._,(V")®e™ und v = Fo € C°(V), u = Fu, die Gleichung (1)
erfiillen, erhalten wir:

= iF [v Oyu]
n 1 »
52 (er.e0) BQUDv. 1) QD] + B | (5Tr(e) + () ) wo]

n

1, ] ~
5 2o am (e o) Qal@ler, ) a(Qer )

QU0 (§Tr() +0°() + QU ) ) @

Mit den Notationen gy := %(mwlm)’lek, a;y = a*(er), ar = a(Q(ex,"))

und fF := Q(ex, f¢) und wegen %m_l(ek,el) = m~ Y ((mw'/?) g, (mw'/?)g)) =
m(gr,wg;) erhalten wir:

iQ(v, 0yu) 3)
= Z m(gk, wg) Q(a] axd, @) + Z FQ(a} + ar)v, @) + %Tr(w) Q(v, 1)
k,l=1 k=1



Die g;, bilden dabei eine m-Orthonormalbasis und (3) ist die wohlbekannte Glei-
chung des Harmonischen Quantenoszillators in der Fockraumdarstellung. Eine
solche Darstellung ist auch fiir die Bewegungsgleichung des zweitquantisierten
Photonenfeldes iiblich.® Es ist nun unser Ziel, diese auch {iber einem L?(dP)-
Raum zu formulieren und damit eine zu Gleichung (1) analoge Darstellung zu
erhalten.

3 Setting fiir das Photonenfeld

3.1 Maxwellgleichungen

Die klassischen Maxwellgleichungen fiir das elektromagnetische Feld haben in
der hier gewdhlten Einheitenkonvention die folgende Form:

V-E=p

V-B=0
VxE+8tB:0
V x B—0,E=j

Wie tiblich fithren wir die Potentiale (®, A) mit £ = -V®—-9,Aund B=Vx A
ein und es bleiben die inhomogenen Maxwellgleichungen:

AD+O,V-A=—p

AA—PA—V(V-A+0,P) = —j

3.2 Eichung

Wir werden im Folgenden immer in der Coulomb-Eichung arbeiten. Damit ge-
ben wir die explizite Lorentzinvarianz unserer Gleichungen auf. Diesen Preis zu
zahlen, ist jedoch die Tatsache wert, dass sich in dieser Eichung die Maxwell-
gleichung fiir das elektrische Potential ® explizit 16sen ldsst und ® damit keinen
echten Freiheitsgrad mehr darstellt. Insbesondere spielt dieses Potential daher
beim Quantisierungsprozess keine wesentliche Rolle mehr. Wir haben also im
Folgenden
V-A=0

Es sollte an dieser Stelle bemerkt werden, dass auf die notwendige Regularitét
von p,j,® und A hier nicht weiter eingegangen wird. Wir erheben nicht den
Anspruch aus der klassischen Theorie eine Quantentheorie abzuleiten und dieser
Abschnitt dient daher ausschlieflich dazu, eine Idee von den der Quantentheorie
zugrundeliegenden Objekten zu bekommen. Bei der Formulierung und Losung
der Gleichungen fiir das zweitquantisierte Photonenfeld muss die Regularitét

°[8]



der Quellen natiirlich wieder diskutiert werden. Aus den Maxwellgleichungen
wird nun:

AD = —p, NA— A -V (V- A+ 00) = —j (4)
In der Coulombeichung bleibt eine Resteichfreiheit, ndmlich & — & — d;x und
A — A+ Vx mit Ay =0.
3.3 Analogie zum Harmonischen Oszillator

Fiir hinreichend reguléres p ldsst sich Gleichung (4) fiir ® 16sen und liefert:

w(o.t) = [ 2204y (%)

Mit J := j — V0, ® bleibt so die Gleichung

02A— NA = J, (6)

zu der die Lagangefunktion L = [ (39,4 - 9,A+ LAAA — A - J) dx gehért. No-
tieren wir m(4, B) := [A- Bdz, w(A) := F |- |F(A), wobei F die Fourier-
transformation ist, und X, := [ .J; - e dz, so erhalten wir

1 1
L= §m(8tA, OpA) — §m(A,w?A) — (A, A), (7)

eine zum Harmonischen Oszillator aus Kapitel 2 analoge Form, die mit dem
kanonisch konjugierten Impuls P = % =m(9¢4, ) zu der Hamiltonfunktion

H = Sm ™ (P,P) + gm(A,w?4) + (A, A) (8)
fithrt. Unserer Konfigurationsraum V ist also der Raum der A-Felder, deren
Regularitét im nichsten Kapitel im Abschnitt 4.2 genauer untersucht wird. Wir
stellen uns A € V als divergenzfreies Vektorfeld von R? nach R? vor und damit
V als den Raum, in dem die Dynamik der klassischen Feldgleichung (6) ver-
lauft. Auf V ist das L2-Skalarprodukt m eine eventuell nicht iiberall definierte
quadratische Form und w wie oben ein linearer Operator.

4 Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsmafies fiir
die L2-Darstellung des Photonenfeldes

4.1 Konstruktion von P zu gegebenem Q

Im Folgenden werden wir mit S die Schwartzfunktionen von R?® nach R3 no-
tieren. Auflerdem identifizieren wir ¢ € S mit der zugehorigen Linearform
[a-edz. Mit w(A) = F~'|-|F(A) und Q := (mw)~! erhalten wir die Wirkung
dieser Form auf von Schwartzfunktionen kommenden Linearformen:

Q(a,b) :/Mda:. (9)

]



Wir wollen nun fiir dieses @@ wie im Falle des Harmonischen Oszillators in Ka-
pitel (2) einen Hilbertraum H finden, auf dem Q eine quadratische Form ist
und auf dessen Dualraum H’ wir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P konstruieren
konnen, so dass die Auswertungsfunktionale ({a,-) : a € H) bezliglich P eine
Gaufssche Familie mit Kovarianz @ sind. Fiir geeignetes H liefert der folgende
Satz eben dieses Wahrscheinlichkeitsmafs P.

Satz:

Sei @ eine abschliefbare nichtnegative quadratische Form auf einem separablen
Hilbertraum (H, g) mit Definitionsbereich D. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

1. Es existiert eine Orthonormalbasis (ex)geny von H im Definitionsbereich
von @ mit Y, Q(ex,ex) < oo.

2. Es existiert ein Spurklasseoperator ¢ auf H, so dass Q(a,b) = g(a, ¢b) fiir
alle a,b € D.

3. Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaft P auf dem Dualraum(H', B(H)),
so dass ({a,-) : a € D) eine Gaufische Familie mit Kovarianz ) beziiglich
P ist, d.h. E[(a,-){b,-)] = Q(a,b) gilt fir alle a,b € D.

Beweis:

1. = 2. : Da @ abschlieffbar ist, gibt es eine abgeschlossene Erweiterung von
@, die dann von einem selbstadjungierten nichtnegativen Operator stammt, der
nach 1. eine endliche Spur hat.

2. = 3.: Sei (ex)ken eine H-Orthonormalbasis mit

q= Z/\kg(ek, ), wobei qr > 0, qu < o0.
k k

Auf RN mit der von den Zylindermengen erzeugten o-Algebra B(R)" lisst sich
das Wahrscheinlichkeitsmaff P := @, N(0, i) definieren. Aukerdem lésst sich
H' in RN mit
H — RN, Zakg(ek, ) — (Oék)k
k

einbetten. Wir behaupten nun, dass die folgenden o-Algebren auf H’ iiberein-
stimmen.
Yi:=0({NeH: Z(A,ek)z <e€}:e>0),
k

die zur starken Topologie auf H' gehorende Borelsche o-Algebra,
Yoi=c({ e H :|A—p,x)|<e}:e>0,ue H xz € H),
die zur schwachen Topologie auf H' gehorige Borelsche o-Algebra und

S5 = o((ex, ) : k€ N) = B(R)" N H',

10



die Spur-o-Algebra der natiirlichen o-Algebra auf RN, Klar ist hier ¥5 C 3y C
Y. Es gilt aber auch ¥ C X3, da {}°, (ex,)? < €} Us-messbar ist. Folglich
liefert P|H' ein Mafk auf (H', B(H')), wobei B(H') die zu beiden Topologien auf
H’ gehorige Borelsche o-Algebra ist.

Wir miissen noch P(H’) = 1 zeigen. Wir haben aber, dass
X;: RN — R, (ak)k = o

beziiglich P N (0, q;)-verteilte Zufallsvariablen sind und da )", ¢ < oo ist, kon-
vergiert 3", X2 in L2(RN, B(R)", P). Insbesondere ist 3", X2 < oo P-fast sicher.
Wir erhalten nun
/ (ex, ) {er, -)dP = R X1dP = qi 651 = Qex, e1).
' R
Damit folgt auch F [{x,-){y,-)] = Q(x,y) fir alle z,y € span(ey : k € N) und
wegen der Stetigkeit beider Seiten auch fiir x,y € H.

3. = 1.: Sei nun (H',B(H'), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit
E[<x’><y’>} :Q(l',y), Vz,y € D

und ({(a,-) : a € D) eine Gaubsche Familie. Sei auberdem (ex)ren eine Or-
thonormalbasis von H in D und U, := span(ey,--- ,e,). Wir definieren s, :=
> r_; {ex,)* und dies hingt offenbar nicht von der Wahl der Orthonormalbasis
von U, ab. Aufserdem ist (s,)52; monoton und

Sp — §= Z (er, )2
n— oo

k
Da s(3>", arglex, ) = >, ai < oo fiir alle Y, ax g(ex,) € H', folgt s < oo.
Wir konnen fiir jedes n € N nun eine Orthonormalbasis f{,---, f;} von U,
wihlen, so dass ((f{*,-), -+, (fT,-)) unanhéngig sind. Bezeichne p} die Varianz

von (f}?,-). Dann gilt zunéchst

oco>C:= sup pj.
neN,k=1---n

Denn gébe es pp 7 00,80 folgte

Pls, >M]>P[(ff ,)?>M] —>1

fiir alle M > 0 und wegen der Monotonie von s, wiirde sofort s = oo folgen,
was dem oben gezeigten widerspricht. Nun zeigen wir, dass E [s] < oc.

10gE |:6 28":| = logE [6_% =1 <f1:7>2:|

fZIOgE{e 3 (F)? ] :ffZIOg 1+ p7)
llog 1+C’ Zn: 110g(10+C’) Els)]

(*) Pt
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In (%) haben wir hier log(1+z) > wz fiir € [0, C] benutzt. Wegen s < oo

und somit E [e‘és} > 0 folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz
auf der linken und dem von der monotonen Konvergenz auf der rechten Seite:

_1s 1log(1+ C)
—oo < logE [e } S—ﬁ?E[s]
Also ist 0o > Y07 E [(e,)?] = D pe; Qlew, ex). U

Unser néchstes Ziel ist nun also ein geeignetes Skalarprodukt auf S zu finden,
sodass @ beziiglich dieses Skalarprodukts die zu einem Spurklasseoperator ge-
horige quadratische Form ist.

4.2 Regularitiat des Trigers von P

Es ist von grofem physikalischen Interesse, die Regularitit des Trégers des Ma-
fes P zu bestimmen. Dieser Tréger stellt all jene klassischen A-Feldkonfigurationen
dar, die zur quantenmechanischen Beschreibung des Photonenfeldes beitragen,
die also mit positiver Wahrscheinlichkeit messbar sind. Die Regularitét der Stro-
me, die an dieses quantisierte elektromagnetische Feld gekoppelt werden kénnen,
ist gerade zur Regularitit der A-Felder dual. Es ist daher wiinschenswert, den
Tréger von P moglichst genau zu ermitteln. Zunéchst soll nun kurz die Idee
zur Wahl eines geeigneten Skalarprodukts g auf S erldutert werden, das es uns
ermoglicht den Satz im vorigen Abschnitt fir H := S§? anzuwenden. Fiir einen
selbstadjungierten Operator C' > 1 auf L? setzten wir g(a,b) := m~*(a,Cb).
Zur Erinnerung: m~! entspricht dem L?(R?) ® R3-Skalarprodukt. Fiir eine L?-
Orthonormalbasis (fx)ken ist dann (C‘é fx)ren eine g-Orthonormalbasis von
H, denn dies ist der Formdefinitionsbereich von C und Cz : (H, g) — L? eine
Isometrie, die surjektiv ist, weil C~% auf dem Bild von C'2 nach L2 beschrinkt
und abgeschlossen ist. Soll also @ beziiglich g von einem Spurklasseoperator
stammen, so brauchen wir:

11

00> Q(CTE f, 072 fy) ZZ/E A_fmé_%fkdag
p k

é_;:| = TI‘L2

R 1]
VAR EERVIE
Dabei ist mit * die Fouriertransformation gemeint. Um diese Rechnung zu recht-

fertigen, miissen wir voraussetzen, dass H dicht in L? liegt und im Definitionsbe-

reich des Multiplikationsoperators ﬁ.' Dann kénnen wir aus der Endlichkeit
der letzten Spur folgern, dass ﬁé_% ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Ins-
besondere kénnen wir diesen Operator und sein Adjungiertes, welches zunéchst
sicher auf H definiert ist, dann in der Spur vertauschen. Da die danach auf-

tauchenden Integranden alle nichtnegativ sind, ist damit die obige Rechnung

12



durchfiihrbar. Im restlichen Teil dieses Abschnitts werden wir ausschliefslich im

Fourierraum arbeiten, d.h. w = | - |e. Wir setzen nun
Crni= 3 3 (-1)0loPk208
la<m |B|<n

und fiir a,b € S: gmn(a,b) = [a-Cp,, bdz, also

lall,n = > D k077,

la|<m |B|<n

Diese quadratische Form ist abschlieffbar und C,, ,, bezeichne den zur Friedrich-
serweiterung gehorigen selbstadjungierten Operator. Nun betrachten wir die von
diesen Skalarprodukten erzeugten Hilbertriume H™" := §’™" welche in L2
dicht liegen. Zunéchst bemerken wir, dass || ||m.n < ||*[lmnt1 < || llmt1,n+1 und
damit entsprechende Inklusionen fiir diese Sobolevrdume gelten. Jetzt werden
wir zwei technische Lemmata beweisen:

Lemma 1:
Uber S(R?) gilt mit analogen Definitionen wie oben:

U

d
Apm o= L+ (=00)F) A+ [2")(1+ D (=07) %) < const Cpn

k=1 k=1
falls m € 2Ny ist.

Beweis:

13



Wir schéitzen direkt ab:
<a7Aa>L2
<const (14 (=07)%)a,(1+ > i) (1+ > (—=07) % )a) L2
k

k k
= (14D Ipel™)a, L+ Y (=)™ (L + D |pel™)a) e
k & 3

2 2
= const (1+Z|pk\m)& +Z 31?(1+Z|Pl|m)&
k L2 k l L2
2
— m P
= const ||(1+ Z lp|™)a
k L2
N 2
m\aqn A n\ m! m—1(.: Lan—I1»
DA m™Ra+ Y () e el (signp) 0 'a
k l =1 ’ L2
d d
A2 12 112
< const (||al|7- +Z|||Pk|ma||Lz +ZH8EG”L2
3 lle+ylP<llz|I?+]lyl1? k=1 k=1
d n 9
—lan—I~
+22 > w0 al )
k=11=0
< const Z |p?0*a iz
lal<n, [Bl<m ~——~——
=[lofz>all},
< const ||aH72nn
O

Nun ist die zu A,, , gehdrige quadratische Form JAm n abschliefsbar. Denn sei
(fn)n eine gegen f in L? konvergente Folge und eine g4,, ,-Cauchyfolge, dann
folgt aus A, = (1+ [pI)2 + (1 -+ |plz)2lal + o2 (1 Iplm) = (1+ [plm)2,
dass (fn)n auch eine H™-Cauchyfolge ist, also erhalten wir (1+ |p|™)f, — f in
L? und damit und weil auch ((1+ |z|™)(1 + |p|™)fn),, eine L?-Cauchyfolge ist,
folgt die Behauptung.

Sei nun f im Formdefinitionsbereich von C,, ,. Dann gibt es eine Folge von
Schwartzfunktionen, die in H™" gegen f konvergiert. Und wegen Lemma 1 ist
diese Folge eine g4,, ,-Cauchyfolge, konvergiert also im Formdefinitionsbereich
von Ay, n. Also gilt Lemma 1 sogar auf H" ™ im Sinne von quadratischen For-
men.

14



Lemma 2:

Uber R? gilt: Falls m,n > 2, folgt Trz: || - |_%A;ﬁn| . |_%] < 00.
Beweis:
1 1
Der Operator |-|~2 A, ! |-| 2 hat den Integralkern K (u,v) = [ dp [ dqr(u,p,q,v)
mit
K(u,p, q,v) = Ka(u—p) (1+[ply) " ha(p — @) (1+ lal) ™ rag —v),
wobei r1(p) = 55 die Fouriertransformation von | - |~ ist. Mit n > 2, also

lp|2
(1 + |z|*)~t € L' N C, folgt aukerdem

etr® const
e @S e
1+ |z|2n 1+ |p|

Hierbei ist |p|™ = 22:1 |pk|™. Die Form des Integralkerns priift man leicht auf
Funktionen in C§°(R3\ {0}) nach. Die Wohldefiniertheit des Integrals in K wird
im Folgenden mit gezeigt. Wir wollen nun beweisen, dass K stetig ist. Wihle
dazu ein € > 0, sowie u,v € R® und Folgen (u,);2; C Bg(u), (vn)p2; C Be(v),
die gegen u bzw. v konvergieren. Falls nun 4 € Bg(u) und ¢ € Bg(v) sind,
haben wir

wjw

ra(p) = (2m)"

H(aapa q, ’D) 1B€(u)°><B€(v)°(p7 (Z)

-1
§const<( inf [p—al?)(1+ |pl)( glf(v)|q—v|3><1+qm>> €L,
2

ﬂGBg (u) vE

da m > 2 ist. Nun schitzen wir den {ibrigen Teil von K ab.
/ dq/ dp |%(t, p, q, V)|
R3 B.(u)

= [af
R3 B (u)
a—plt) 2
. ma—1 8 —p|T
< /dq/ dp ( (@ —p) (L + [plm) 2P ) yp— g)
R’ JB.(u) |0 — qld
5%\ ’
. ms_1 [0 —q|7
/dq/ dp k15— q) (L + gm0 eyp— g
R:  JB.(w) |t — p|3

< const (/ dq/ dp|ﬁ‘p|g”5‘1|g(1+PQ|2)1)
R3 Be(u)

(/ dq/ dp|a—p|—3|a—q|—3<1+qm-?)
R3 Be(u)
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%
< Const/ dp|p| ™3 / dglg™3(1+ inf _inf [p—q—0[*)7}
B2 (0) R3 T)EB%('U)ﬁeBE(u)

o\ 3
/dq|qr% inf (1+q—o|7) —o(c), €0
R3 1768%(1})

Wir haben damit gezeigt, dass x integrierbar ist und erhalten aufferdem:
| K (u,v) — K(tn,vy)]

/ dq/ dp |k(u, p, q,v) — K(Un, P, q,vn)]
(v)e Be(u)e

— 0
n-— oo

+/ dq/ dp |k(u,p, q,v) — K(Un, P, q,vn)]
RS Be(u)

+/ dp/ dq |k (u, p,q,v) — K(Un, P, ¢, Vn)|
R3 Be(v)

+/ dp/ dp |k (u, p, ¢,v) = K(Un, D, ¢, V)|
B (v) B (u)

Wihle also zunéchst e geniigend klein, damit die drei letzten Summanden einen
beliebig kleinen Wert annehmen und dann n geniigend grof, um K (u,,v,) —
K (u,v) zu zeigen. Die Spur ldsst sich nun leicht berechnen, wobei wir in der
vorletzten Ungleichung Cauchy-Schwarz verwenden.

Tee |17 AL - 7]

= /duK(u, w)

— [ap [da (14 1) mato = @) (ol [ durala —watu - p)

< const [ dp [ dg (1 lali2) ™ (U o= o) (L o) -l

_ _1 A —
—const [ dp [ dg (lp—al ™ (1 lp— o) (4 lal) )
— _ 1 m
(Ip—al™ 0+ lp— g™ (1 + ol )

< const [ dp [ dalp—al = (1+1p— o) (14 lal)

— const / (1+ |gm) 2 dg / P72 (1 + p2) " dp < oo
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fir m > 2. O

1
2 \/ﬂ
firalle feS [ % < const [ f(1—A)f gilt.'* Wir erhalten nun*!

Als néchstes bemerken wir, dass H?? im Definitionsbereich von o liegt, da

TrLZ

Lo L
e m]

< const Trp2

1 - 1
A2é] < 00.
VIEE TV
(H?2,g22) ist also der von uns gesuchte Hilbertraum.

4.3 Erweiterung von P auf Schwartzsche Distributionen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gezeigt, dass auf H-2~2 := (H*2)
ein Wahrscheinlichkeitsmaf existiert, so dass ({a,-) : a € H?*?) eine Gauk-
sche Familie mit Kovarianz @ ist. Wir erweitern dieses Maf nun auf den Raum
(S8',B(S’)) und stellen damit eine Verbindung zum wohlbekannten Bochner-
Minlos-Theorem her, welches im Appendix A.4 beschrieben wird. Zunéchst zei-
gen wir, dass

B(S)YNH %72 =B(H *7?).

Nach dem Beweis des Satzes im Abschnitt 4.1 gilt ndmlich
B(H™272) = o((fu, ) : k € N)

fiir eine H?*?2-Orthonormalbasis (f;)52, und natiirlich lisst sich diese Basis in
S wahlen. Da aber

B(S)YNH 272 = g({f, g2z : f €S),
folgt dann sofort
B(H %) CB(S)NH >72
= o({f, )22 f €8) Col(fr) : f € HY) = BH 7).

Somit kénnen wir P auf einfache Weise fortsetzen: P(C) := P(C'N H~%72) fiir
jedes C' € B(S'). Insbesondere ist (a, -) fiir jedes a € S beziiglich P ebenfalls mit

10 [1]
11Wir nutzen:

A= AQ’Q, B := const 6'272 = A<B
= B 3AB 3 <1
1 1,51
= B2A""B2 >1
=A"1>B"1
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Varianz Q(a, a) normalverteilt, also gilt Ep [e/(®)] = e~ 2Q(@a) ywas nach dem
Bochner-Minlos-Theorem die Fouriertransformation eines eindeutigen reguléren
Borelmafes mit Gesamtmasse 1 ist. Dies zeigt auch, dass unser Maf P durch
die Werte seiner Kovarianz auf Schwartzfunktionen bereits eindeutig festgelegt
ist.

4.4 Nichtdynamische Freiheitsgrade und Eichfreiheit der
klassischen Gleichung sowie Konstruktion von V

Wir wissen schon, dass der Konfigurationsraum V der A-Felder die Regularitét
von H~2%72 besitzt. A soll als Anfangsbedingung der klassischen Feldgleichung
aulerdem divergenzfrei sein. Ist nun A; eine Losung der Gleichung (6) zur An-
fangsbedingung A, so ist auch A; + B eine Losung fiir jedes B mit AB = 0.
B ist jedoch nur eine zeitlich konstante Verschiebung, die auf die Dynamik von
A; keinen Einfluss hat. Das folgende Lemma zeigt, dass die zuldssigen Verschie-
bungen einen dreidimensionalen Unterraum von H 272 bilden.

Lemma 1:

{Ae H272: AA =0} =R, wobei (a, o) = (2m)~2 [ a(z) dz.

Beweis:
Zunichst ist 6o € H=?72, da

‘ / o(z) dz

und offenbar gilt auch ASOA = 0. Sei nun A € H=%~2 mit AA = 0. Dann ist
die Fouriertransformation A € H ~2=2 mit Triiger in Null. Daraus folgt bereits,
dass A endliche Linearkombination von (9“do)qeng ist."* Sei also

< / (1+ [2f?) 2 da) ¥ / (1+ [22)2 [a(x) 2 dz)? < const [jall,

A = a/g(?ﬁéo + Z aaaaéo.
a#B, |a|<k

T

2
Setze dann f. := 2fe(¥) € H22. Fiir laf, [v] <2 und e <1 gilt

le70% £, |2, :/‘gﬂaaxﬁe—(%f

2 2
der = /‘ewx”e_‘alaaelﬁlxﬁe_m e3dx
xT

— €T

= const 372171212l +218] < ¢ongt 3412161,
Insbesondere folgt || fe|| ;2.2 = 0 fiir || > 1. Wegen A € H=2~2 und (f., A) =
e—
a[g@ﬁz3|x:0 = agf! folgt also ag = 0. O

Diesen nichtdynamischen Freiheitsgrad wollen wir nun aus dem Raum der An-
fangsbedingungen herausdividieren. In einer geometrischeren Beschreibung der

12[2]
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A-Felder wie die im Appendix A.6 entspricht die uns hier interessierende Stelle
k = 0 im Fourierraum der Spitze des Lichtkegels, auf dem Losungen der freien
Feldgleichung ihren Tréger haben. Da es schwierig ist an dieser Stelle Forderun-
gen an die Differenzierbarkeit von auf dem Lichtkegel definierten Funktionen zu
stellen, wollen wir nun auch darauf verzichten. Dies gelingt mit dem folgenden
Lemma, welches wir als weiteren Hinweis darauf betrachten, dass die von uns
gewdhlte Regularitét die richtige ist.

Lemma 2:
Sei a € H*(R?\ {0}), d.h. fiir alle Multiindices |a| < 2 existiert ein a, € L? mit

/a-aabd;v: (—1)|a|/aa-bd;v

fiir alle b € C5°(R? \ {0}) und sei a in einer Umgebung um die Null herum
beschrinkt. Dann folgt a € H2.

Beweis:
Sei a wie im Lemma und b € C§°(R?). Sei auferdem fc(z) := f(%) fiir ein
f € Cg°(B1(0)) und f|p, (o) = 1. Dann ist

2

/a-aabd:c:/a~8a(f5b)da:+/a-8o‘((1—fe)b)dm

= Z (g) /a~ (8% £)0 Podx + (—1)l°! /aa (1= f)bda.

Ba

Der zweite Summand konvergiert fiir ¢ — 0 offenbar gegen (—1)l°l [aq-bdx
und fiir die restlichen Summanden gilt

/a~ (95£.)9° Pbdx = 1Al /a (9% ) (é))aa*ﬂbd:g

e—0

< e 1Al H@ﬁfHOO/ |a)|0°Pb| dz < const 3~1Fl — 0.
B.(0)

€

Wir definieren nun
Vo {AeH272:V-A=0}
o R3 &y

mit dem von H~?~? stammenden Skalarprodukt. Wir haben damit auch alle
restlichen Eichfreiheiten herausdividiert, denn nach Abschnitt 3.2 bleibt nur
A — A+ kyx als Eichfreiheit iibrig, wobei x eine Distribution mit Trager in
Null ist. Insbesondere hat auch kx € H~%72 Triiger in Null, ist also bereits im
Spann von §y. Wir beweisen nun
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Lemma 3:
Mit U = {a € H*?: [adz =0} gilt die natiirliche Gleichheit im Sinne von
Vektorrdumen:

U

Vv =
{Vx: xeS(R3;R)}J

Beweis:
Sei [a] in der rechten Seite. Dann ist V' 3 [A] — (a, A) fiir divergenzireies
Ac H %72 wegen

(a+ nh—>12<; VXn, A+ pdo) = (a, A) + lim (Vx,, A) + pla, &) + pnli_)rI;O(VXn,(Sv())

n—o0
={(a,A) — nli_)tglg()(n, V- A) + pla, dg) — Pn1LH;O<VXm o) = (a, A)

unabhéngig von den Reprisentanten und damit ein Element von V'. Wir zei-
gen nun, dass diese Zuordnung injektiv ist. Sei nun also (a, A) = 0 fiir alle
divergenzfreien A € H~%72. Dann ist insbesondere fiir alle B € C§°:

={a,V x B) = —(V x a,B),

also V x a = 0. Im Fourierraum bedeutet dies £k x a = 0. Wir zerlegen nun

a in Komponenten parallel und senkrecht zu k£ und erhalten a = ky, woraus

wir x = ‘k—a ablesen. Sei nun 0 < ¢ € C§°(B1(0)) mit ¢|p, (o) = 1 und setze
2

be = €3¢ (), sowie fs5 := ¢ (6-) — ¢ (5)- Fiir xe,5 := k'(lca‘f‘)f(; € Cg° wollen wir
dann

kXe,s % afs — a
§—0

zeigen, wobei hier Konvergenz in H?? gemeint ist. Zunichst gilt a; x ¢ — a;
in %2, Und da k e fs5 € C§° nicht von e abhéngt, folgt

kX€§—>k: |2f(5 af&

|k

Nun zeigen wir, dass a ¢ (3) 122 0. Seien dazu |, |8] < 2 Multiindices. Dann
haben wir

k0% ¢ (5) H; < const glgg(&‘zm_ﬂ ‘ 2

K (070)(0°0) (5)]

L2
ol 112
Sconstr}yagaécé Gl 107all 2 55 o)) -

Fiir v = f ist die Konvergenz klar, da 0°a € L? ist. Fiir die iibrigen Fille
benutzen wir Lemma 4 und Lemma 5 unten. Beachte dafiir, dass a(0) = 0, da
a € Uund 8a € H! fiir |[y| = 1. Es fehlt nun noch ¢(6-)a — a in H*? zu
zeigen. Dies folgt, weil

Hko‘ﬁﬂaqﬁ HL2
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gconst( max 827 k(0% 7a)(@76) (5))|] 0 + [k (0%) (1 ¢(5->>>HL2>

Y<Bslv[>0

< const 521l , 2o + |[E¥(8%0) (1 — ¢ (0-
< const __pae 22006 [l o+ [£4(0°0) (1= 0 (5)]| ) 530

gilt. Insgesamt erhalten wir also, dass es eine Folge in {Vx : x € S(R%;R)}NU =
{Vx:x € SR%R)} gibt, die in H*? gegen a konvergiert. Damit ist [a] = 0.
Um den Bewels des Lemmas abzuschliefen miissen wir noch die Surjektivitit
der Zuordnung zeigen. Sei also nun b € V’. Dann ist

{AeH > 2:V-A=0}2 A~ (bA4])
stetig. Weiter gilt fiir 4,, — Ain H~%~2 mit V-A,, = 0 natiirlich auch 4,, — A
in &, also folgt 0 =V - A, - V-Ain S’ Damitist {Ac H"*>72:V-A=0}

ein abgeschlossener Unterraum von H~%72 und das oben definierte Funktional
kannzuaG(H 2 2) = H?? mit

(2m) /adw = (a,60) = (b, [So]) = 0
fortgesetzt werden. Die Aquivalenzklasse von a reprisentiert offenbar b. O

Lemma 4:
Sei a Element des Sobolevraumes H'. Dann gilt:

2
/B (0) ol < 62/3 (0) ||C.L||2 =0(6%) <48%|allFz, 60
5 §
Beweis:
Mit der Hardy-Ungleichung gilt ‘ﬁ‘z e L. O
Lemma 5:

Sei a Element des Sobolevraumes H? mit a(0) = 0. Dann gilt:

1 1
/ la|* = / dt/ ds/ x-Va(tz)z-Va(sz)dx
Bs(0) 0 0 Bs(0)

und fBﬁ(o) la|? = o(6*) fiir § — 0.

Bemerkung:
a(0) = 0 ist wohldefiniert, da nach dem Soboleveinbettungssatz a € C%= gilt.

Beweis:
Fiir a € C§°(R?) mit a(0) = 0 ist die erste Gleichung klar nach dem Hauptsatz.
Wir nehmen nun zuniichst an, dass a € H? ist und auf einer e-Umgebung um
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die Null herum verschwindet. Wahlen wir nun eine Folge a,, € Cg°(R?® \ B)
mit a,, — a in H?, dann folgt die Gleichung auch fiir a, da

/ aml? = [ laf?
Bs Bs

und

/ z-Vap(tz)z - Vay(sz)dr — xz-Va(tz)z-Va(sz)dzx
Bs

Bs

und die zweite Konvergenz auch in L'(dsdt) gilt, wie die folgende Rechnung

zeigt:

/ x - Vap(tz)z-Vay(sz)dx
B;s

§§2/ IV (t2)| [Vam (s z)| dz

Bs

1
2

<5 </35 Van(t2)2 dz /B |Vam(sx)|2dx> (10)

< 52i-3s5d (/ |Vam|2/ |Vam2)
Bys B.s

sd

Oiam|?
< otTEsTE 19;am
SE

By |7

<A77 ||ap||%e € L' (ds dt)

Dabei haben wir in () das gleiche Argument wie in Lemma 4 verwendet. Nun
fiihren wir den allgemeinen Fall @ € H? mit a(0) = 0 auf den obigen zuriick. Sei
dazu 0 < ¢ € C§°(By) mit ¢|p, = 1. Dann gilt ac :=a ¢ (%) = 0in H!, da

2 €E—

¥ (2 ()]

=2 Hﬁb(i)WH? + e lalZo 612 [ dz) — 0
B ‘ L CO ! Bs e—0

€

=2 (o ) vl + e fave (2)]

2
L2

und die a, sind in H? gleichmiifig beschriinkt wegen

|0xdjac 2
< 4(16 (=) Oudjalte + < 210k0 () dralld + 20,6 (=) duall
+e*4||a8k8j¢< ) ||%2)

€ €

€

< 4] e (/ \akaja|2+e*2/ |Va|2+e*4/ |a|2>.
B B B

€ €
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Die ersten beiden Summanden konvergieren gegen Null, wie wir Lemma 4 ent-
nehmen und der letzte ist durch eine von a abhingige Konstante beschrankt,
da a € C%2 ist und a(0) = 0. Wir wissen bereits, dass die zu zeigende Glei-
chung fiir a — a. gilt und die Rechnung (10) mit a,, ersetzt durch a — a., sowie
die Tatsache, dass a — a, — a in H' gilt, zeigen uns, dass wir beide Seiten
der Gleichung unter Verwendung dieser Folge approximieren kénnen. Dass diese
Gleichung nun fiir unser a gilt, zeigt dann auch [, |a|* = 0(6"). Dazu miissen

wir Rechnung (10) nur bis (x) verfolgen. O

Wir zeigen nun noch eine Darstellung, die V' mit einem abgeschlossenen Un-
terraum von H~272 und V' mit einem abgeschlossenen Unterraum von H??2
identifiziert.

Lemma 6:
Es gelten die Gleichheiten

V= {A S H72’72 : 972772(14,50) =0,V- A= 0}

und

V’:{aeH“:Vﬂ:O,/adx:O}

im Sinne von Hilbertraumen

Beweis:
Die Darstellung von V ist klar. Fiir die zweite Darstellung verwenden wir zu-
nichst die Zuordnung

U
{Vx:xe S(R3;R)}U

{aEHz’Q:V'aO,/ade}BaH[a]E

mit U wie in Lemma 3. Diese Zuordnung ist injektiv, da fiir [a] = 0 mit a in der
linken Seite im Lemma, d.h. a = lim,, o Vx4, gilt, dass V x a = 0. Also wissen
wir a = k\%% = 0. Sie ist surjektiv, weil fiir ein @ aus U mit dem Beweis von

Lemma 3 [a] = [a — F ! (k:ﬁc—“é)] gilt und dieser Représentant divergenzfrei ist.
Folglich ist mit der obigen Darstellung von V unter Verwendung der Zuordnung
aus Lemma 3 die triviale Zuordnung von {a €H??:V-a=0,[ads= 0} nach
V' bijektiv und da sie trivial ist, stimmen die Skalarprodukte auf V’, die zum
einen vom Skalarprodukt auf V und zum anderen vom Skalarprodukt auf H?2
kommen, {iberein. O

4.5 Zusammenfassung der Konstruktionsschritte

Unser erklértes Ziel ist es, die klassische Feldgleichung (6) aus dem Abschnitt
3.3 zu quantisieren und damit eine Gleichung fiir L2-Funktionen iiber dem klas-
sischen Konfigurationsraum abziiglich einer nichtdynamischen Verschiebung der
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klassischen Losung
{AeH272:V-A=0}

R3 4y
zu erhalten. Um das richtige Wahrscheinlichkeitsmaf auf V' zu wéhlen, miissen
wir zunéchst die quadratischen Formen definieren, die im klassischen Hamilto-
nian (8) aus Abschnitt 3.3 auftauchen. Wihlen wir die Darstellung aus Lemma
6 im vorigen Abschnitt, so notieren wir

V:

V. {AeW: V-A=07gf2,—2(14750) =0}

fiir einen Unterraum W C H~2~2 und

wY' ::{aEW:/ad:E:QV-a:O}

fiir einen Unterraum W C H22. Bei den folgenden Definitionen, abgesehen von
der fiir Q am Ende, kommt es auf die Wahl des Definitionsbereiches nicht an.
Dieser kann bei Bedarf vergrdfiert oder verkleinert werden, solange die Aus-
driicke wohldefiniert bleiben. Die folgenden Ausfithrungen bis zur Definition
von Q dienen ausschlieflich der Klarung von Eichfreiheiten und -Wahl in V.
Verwenden wir nun die Darstellung aus Lemma 3 des vorigen Abschnitts und
definieren:

m: (L*)Y x (L)Y = R, ([A],[B]) — /A - Bdx
Hierbei wird der eindeutige Reprisentant aus L? gewiihlt. Eindeutigkeit gilt, da

oo ¢ L2 R
w: (HY)Y = (L)Y, [A] = [F7Y( - |A)]

fiir den eindeutigen Repriisentanten A € H'0. w ist offenbar invertierbar auf
seinem Bild.

(mw) : (H0)Y > (H*)Y = R, ([A], [B]) = (A, F (|- |B))

Fiir A,B € H'Y erhalten wir (mw)([4 fA |Bdz = m([A],w[B]).
Weiter definieren wir unter Verwendung der Darstellung von V' aus Lemma 3

(mw) LV — (H3)V/7 [a] — [F~! (|Ak| - k:ak|§>]

Dies ist wohldefiniert, da f‘lﬁ}': H?? — H?, denn fiir a € H>? gilt

a2
Jasre 5 <a [wa+ [1-fap < const alf.

und V- F~! (% - ka—’g) = 0. Auferdem ist dies auf Bild(mw)~! invertierbar
w : Bild(mw) ™ = V' [A] — [F - |A]
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fir A € H3, denn
Q- k 1k-a
= R ~VF I = a).
mes (me) ™ (fa)) = 1P~ b1 (g~ hgs )1 = o Tl =l
Nun definieren wir die fiir uns im Folgenden entscheidende quadratische Form
Q: V' xV' - R
([a], (b)) = 3{[al, (mw)~"([0])
— -1(a k a-b (k-a)(k-b)
= o, F (- kEE ) =3B -1 S EBED,
Wir kénnen nun auf V' auch die Coulombeichung wéhlen, verwenden also die
Darstellung aus Lemma 6 des vorigen Abschnitts und erhalten so

a-b
IZh
Wir sind also von der Darstellung aus Lemma 3, welche eine Umeichung zulésst,

zu der Wahl einer festen Eichung in Lemma 6 iibergegangen. Diese quadratische
Form @ kann wegen

Qa,b) =

lal*

T < const/a(l —A)a)

auf ganz H?? definiert werden'? und stammt dort nach Abschnitt 4.2 von ei-
nem Spurklasseoperator. Somit gilt dies auch fiir die Einschrankung auf V.
Nach dem Satz im Abschnitt 4.1 bedeutet dies, dass es ein eindeutiges Wahr-
scheinlichkeitsmaft P auf V' gibt, so dass ({a,-) : a € V') eine Gaufische Familie
mit Kovarianz @ in L*(V,B(V), P) ist. Nun ist

(V',Q) > awrs {a,) € L*(P)

isometrisch, kann also auch isometrisch auf h := e fortgesetzt werden. Damit
erhalten wir eine iiber dem Hilbertraum (h, @) indizierte isometrische Gaufische
Familie ((a,) : @ € h) in L?(V,B(V'), P). Wir miissen allerdings vorsichtig sein,
(a,-) nicht punktweise auf V' auszuwerten. Die o-Algebra B(V) ist dabei von
der Gaufsschen Familie erzeugt. Nach Anhang A.2 erhalten wir:

o0

LX(V,B(V), P) = P(h, Q)*"

n=0

und der isometrische Isomorphismus ist gegeben durch:

F = EBF EB Nen _y L2(V,dP) (11)

n=0

mit

Fn:(V’)‘é"% "’lea er)* |0) H\FHH% €ky))s

k=1

133tabilitidt des Wasserstoffatoms [17]
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wobei H,, das n-te Wienerchaos, H,, das aj-te Hermitepolynom, (e;)72 ; eine
Orthonormalbasis von h und « ein Multiindex mit |a| = n sind. Mit exakt
derselben Rechnung wie zur Formel (2) im Abschnitt 2.4 erhalten wir auch hier
iiber {D,> ¥, € D, Hn: ¥, =0 fiir fast alle n}:

Fa(x)F_l = <D.7$> 5 Fa*(p)F_l = <p7 > i _Q(pv D.) (12)

wobei D die Malliavin-Ableitung ist.

5 Stochastischer Losungsansatz fiir den n-dimensionalen
Harmonischen Oszillator

5.1 Stochastische und partielle Differentialgleichungen

Wir wollen nun kurz den wohlbekannten Zusammenhang zwischen stochasti-
schen und partiellen Differentialgleichungen erliutern.'* Dabei wird im Wesent-
lichen auf technische Details verzichtet, da dies nur eine Motivation fiir die
korrekte Definition der unitdren Familie ist, die dann die Schrédingergleichung
fir den Harmonischen Oszillator mit dufierer Kraft 16sen soll. Zundchst wéh-
len wir zwei feste Zeiten ¢ < T. B, bezeichne die n-dimensionale Brownsche
Bewegung. Sei nun X, € R™ Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX, = C(T, X—,—)dB-r + 5(77 X'r)dTv (13)

wobei C' € R™ ™ und 8 € R™. Weiter 18st S; = explf,” doV,(X,)] offenbar
dS; = V.(X;) S;dr. Wir berechnen nun df (7, X, ) fiir ein hinreichend glattes f.

df (1, X7)

n ) 1 n 2 )
=0 fdr+ Y 0y, fdXI + 3 > o7 dX7idxk
k=1

j=1 J J

1 n a2f m
= . .CdB Z
O fdr +Vf-Bdr +Vf-Cd T+2j;18:cj8xkl

CilC* dBLdBL
1 R/_/
=5lidT

7l:

- <an+Vf~5+ ;n[ctﬂ(f)q) dr+Vf-CdB,

wobei H(f) = (822(9}cmk)jk die Hessematrix von f ist. Bauen wir hier noch S;

ein, so erhallten wir:
d(f(T7XT)S‘f')
= <8de7' + Vf.pdr+ %Tr[C’tH(f)C} + VTf) Sydr+ S;Vf-CdB;

HMFiir Details siehe z.B. [3]
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Nun legen wir Endbedingungen fiir die zu l6sende Differentialgleichung fest. Wir
verlangen also, dass f(T,x) = g(z) und starten den Prozess zum Startzeitpunkt
t in z, also P%*[X; = z] = 1. Erfiillt f nun die Differentialgleichung

1
O-f+Vf-B+ §Tr[C’tH(f)C] +V,.f=0,
so erhalten wir

EY[g(X1)Sr] — f(t, x)
= EY?[f(T, X1)St — f(t, X;)Sy]

= Etv‘”[/t d(f(r,X;)8;)] =0

und damit ist f(¢,z) = E*®[g(X7)Sr]. Wir sind im Folgenden vor allem an dem
Integralkern interessiert, der die Losung in der Zeit transportiert. Wir hoffen,
dass sich die Losung in der Form

f(t,z)

= / P [ X7 € dy] B

exp < / dTvT(XT)> |XT - y] 9(y)
:/dyaf(:v,y)g(y)

schreiben lasst.

5.2 Losung der Schrédingergleichung mit imaginérer Zeit

Wir wollen nun die Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts auf drei Beispiele
anwenden. Das letzte Beispiel stellt dabei den fiir uns interessanten Fall dar.

Beispiel 1:
Wir betrachten die Gleichung

n

1
Of +gm~H(d.d)f =0 mit  m7Ndd) = D (M) 40,0k,

jk=1

wobei M eine positiv definite symmetrische n xn-Matrix ist. Dies ist die Warme-
leitungsgleichung oder in der fiir uns relevanten Interpretation die freie Schro-
dingergleichung mit i0; ersetzt durch J, also in imaginédrer Zeit. Wir haben
nun

Te[(M™2) H(f)M 2] = Te[M " H(f)] = m™" (d. d).

Mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnitts setzen wir C' = M*%, V=0
und 8 = 0. Wir haben somit dX, = M~2dB;, fiir (13) und mit Start in (¢, z)
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ergibt sich X, = M_%BT,t + x. Der Integralkern ag.e wird damit

a,tI:frei(:C7 y)dy
= Pt’x[XT S dy]

=N (x M~3(T — )1 (M-%)t) (dy)
=N (z,(T —t)M~") (dy)

= (2m) 7% (det((T — )M 1))

det M 1
-y oo [Fargr-ev-o] @

Einsetzten von o} in die obige Gleichung zeigt, dass diese erfiillt ist, wenn die
Ortsableitungen auf z wirken.

Beispiel 2:
Nun wollen wir die Schrédingergleichung fiir den Harmonischen Oszillator in
imaginérer Zeit untersuchen, d.h.

-0 f — %m_l(d, d)f + %m(Lme)f =0.

Die Bezeichnungen entsprechen jenen aus Kapitel 2 und wie schon dort benutzen
wir den Isomorphismus

U : L*(dP) = L*(|Yaz|?dx) — L*(dz), f — fvaz

mit dem Grundzustand ¢gz(z) = e~ 2m(*:w7) deg Harmonischen Oszillators.
Wir haben also f = figz und erhalten die dquivalente Gleichung fiir f:

-1 - - 1 -
_atf - §m_1(da d)f + (df,w(m)> + §Tr[w]f =0
Hierbei ist fiir o = Y, _, zxe), gemeint, dass d = > _, Oy, €, ist, wobei (ef)}_,
die zu (ex)}_, duale Basis darstellt. Wir fithren nun eine Koordinatentransfor-

mation durch, so dass m(z,y) = 2! My das Standardskalarprodukt wird. Unsere
Gleichung wird dann zu

-1 . - 1 -
—Ouf — §Af+Vf~w(x) + §Tr[w]f =0.
Somit betrachten wir den verallgemeinerten Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
dXt = dBt — (.L)(Xt)dt,

der in (t,z) gestartet die Form

X, = e 0D (z / (=0 4B, (14)

t
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annimmt. Es handelt sich hierbei um eine Gaufssche Familie mit Kovarianz

Cov (X}, X7)

r k I J
— Cov ((/ 67w(‘rfu) dBu> ’ </ 6*w(07v) dBU) )
t t

~ Y Cov ( / (e=#("=1)Y, | dBL. / (ew<”>)jidB,g>
li=1 ¢ ¢

TN
— —w(T—u) —w(o—v)\ .
Ito-Isometrie ; /t (6 )kl(e )J l du

TNO
— efw('rJro) eQwu du
w m—symm. ¢ kj

_ (ew(TJra) i(eQw(T/\a) _ 62wt))
2w kj

— (;(ewha’ . ew(Tt)w(o’t)))
w

Wir wollen nun mit der Idee der Brownschen Briicke'® einen von X7 unabhiin-
gigen Prozess wihlen. Wir berechnen dazu

2wt 2wt J
k w(T—7) € — €
Cov <XT3 <X7- — € ( )GQWT—BMXT> >
( L (omeo(T=r) _ gl —t)—wo(r—) )
_ 7(6 w T) _ oW w(T )
2w kj

2wt 2wt
-y (em—r)m) (1(1 _ 6—2<T—t>)>
e —e jl 2w k1

l

kj

(1 [efw(Tf'r) _ emelT=t)=w(r—t) _ qo(T=7) (2u(r=T) _ ezw(tT))D
2w kj
=0.

Wir sehen also:

) . ) B eQw‘r _ e2wt
X7 ist unabhiingig von X, — (T T)WXT. (15)

15giehe Anhang A.5
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Diese Erkenntnis wird uns beim néchsten Beispiel gute Dienste erweisen. Nun
zuletzt zum Integralkern

5o (o) (@, y) dy

T
1
= P"" [Xr € dy] E"* exp(—/ dr §Tr[w])
t

XT:y]

| =

= exp(- 3Tl (T ~ O (770, 5 (1 = 2T 0) ) ay)

1

= (det(Z(1 = e 2T9))) " exp(— ST](T ~ 1)

(y _ efw(Tft)x)tw(l _ 672w(T7t))71(y _ ew(Tt)x)> dy

1

(1- e_QW(T_t))))7§ exp(—%Tr[w] (T —t))Vdetm

1
—5m (y _ewT g (1 — e 2ATD) "Ly e—w(T—t)x))) dy,

= (det(

o) o)
" »
e} o)
&3 — &3
|
N =

wobei die letzte Darstellung koordinatenunabhingig ist.

Beispiel 3:

Nun kommen wir zu der Gleichung des Harmonischen Oszillators mit einer
zeitabhéngigen rdumlich konstanten dufseren Kraft in imagindrer Zeit. Zusatz-
lich betrachten wir eine zeitabhéngige Energieverschiebung, die in der Ldsung
der Schrodingergleichung einer entsprechenden Phase entsprechen wird. Unsere
Gleichung ist also

1 1
(7at - imil(da d) + im(x,uﬂz) + <)‘ta ‘T> + Ct)f =0.

Und auch hier fiihren wir eine Transformation L?(dz) LA L3 (|¢hgz|*dz) wie im
vorherigen Beispiel 2 durch und erhalten die Gleichung

(=01 — gm™ (o) + (), d) + (M) + 0+ Tef)f = 0.

Um den Kern explizit zu berechnen, fithren wir auch hier wieder eine Koordina-
tentransformation durch, so dass m das Standardskalarprodukt wird. Die Form
von X; bleibt wie in (14) und wir erhalten mit V;(y) = —(Ar,y) — ¢ — £ Tr[w] :

€xp <_/t dr VT(XT)> ‘XT =Y

— exp <;’I‘r[w](T —4— /tT dr cT> o

Etw

T
exp (/ AT\, ~XT> |XT = y]
t
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P Xy € dy] = N (em*T "Dz, L (1 — e=2¢(T=1)) (dy) behilt dieselbe Form wie
im Beispiel 2 und indem wir den in z gestarteten Prozess aus (14) durch den in
Null gestarteten ausdriicken, ergibt sich

T
exp (—/ dT )\, -XT> ‘XT = y]
t
T . - e2wT _ 2wt
exp —/t dra. - | e Ve 4 (XT — e _T)MXT>

2wt 2wt
per@-nE 7€ e—w(T—t)x)ﬂ

Et,w

_ Et,O

eQwT _ eth

- T ( )e2wT _ 2wr (T—7) e2wT _ 2wt

- —t w(T—1
= exp | — drd, - le @0 — g te — .
(1s) Pt /t T o2l _ g2t o2l _ g2wt

Xr=y— e_‘“(T_t)x]

Dabei ist

pi =B

T (T—7) e2WT _ 2wt
w —T
exp _/t dT)\T . (XT — € e2wTe2thT>
nicht von x und y abhingig. Wir werden die explizite etwas langliche Berechnung
von pI hier nicht durchfiihren, weil diese sowieso noch einmal fiir den uns in-

teressierenden unendlich-dimensionalen Fall vorgenommen werden muss.'® Ins-
gesamt erhalten wir fiir unseren Integralkern

1 T
of (w.9) = aluolz, )Y (z,y) exp <2Tr[w](Tt) / d) (16)

mit der Unterteilung in einen freien und einen Wechselwirkungsfaktor:

1

P N N |
aZHO(x,y) = (detm) 5(det a) 1 (det(l—e 2(T t))) 2e>(p[§m(y,wy)]

1 w(T—t) _w(T—t) w w(T—t) _w(T—t)
o [ (= )
T 7 T sinh(w(T — 7)) sinh(w(r —t))
Bt (xvy) = Pt €XP [_,/t dT<)\T7 Sth(u}(T — t)) T+ Slnh(u}(T — t))y>]

Dieser Integralkern ist als Operator iiber L?(dP) zu verstehen, d.h.

f(t,x) = / oF (2.9) F(T, ) bz (y) Py

16st die Differentialgleichung. Deshalb wurde der Integralkern oo (o) aus Bei-
spiel 2 mit w(_;} multipliziert. Der Kern « besteht also aus drei Teilen. ayo

16Die Rechnung wird in Abschnitt 7.3 durchgefiihrt.
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ist der Integralkern des freien Harmonischen Oszillators, nachdem die Energie
renormiert, d.h. $Tr[w] davon abgezogen wurde. Der letzte Teil wird, wenn wir
zur quantenmechanischen Gleichung iibergehen, einfach eine Phase werden, die
aus einer skalaren Verdnderung der Energie, also einer Renormierung, herriihrt.
Der fiir uns besonders interessante Teil ist 3. Dieser kann als Dichte der Dy-
namik mit dufserer Kraft zur freien Dynamik interpretiert werden. Dabei muss
wie schon erwithnt p! so gewiihlt werden, dass die Differentialgleichung fiir fer-
fiillt ist. Dies lauft auf das Losen einer gewtShnlichen Differentialgleichung erster
Ordnung hinaus.

5.3 Losung der Schrodingergleichung fiir den Harmoni-
schen Oszillator mit dufterer Kraft

Wir wollen nun den Integralkern fiir den n-dimensionalen Harmonischen Quan-
tenoszillator mit duflerer Kraft konstruieren. Dazu verwenden wir den im vori-
gen Abschnitt bestimmten Kern der entsprechenden Gleichung mit imaginérer
Zeit. Wir werden im Folgenden annehmen, dass alle verwendeten Funktionen im
Zeitargument auf der gesamten komplexen Ebene definiert sind. Haben wir er-
steinmal die Form des Kerns der zur Schrédingergleichung gehdrenden unitiren
Entwicklung bestimmt, kénnen wir diese Annahme wieder fallenlassen. Aufier-
dem nehmen wir eine Renormierung der Energie so vor, dass alle zusétzlichen
Konstanten im Hamiltonian wegfallen. Ziel ist eine Losung der Gleichung

Lot = (—gm™ (dd) + (w(e),d) + G2 (17)

zu finden, wobei z eine komplexe Zahl ist. Sei nun w?* eine Lésung von
1
O = (—5m™Hd,d) + (w(x), d) + (ju 2))w?

und « der entsprechende Kern dazu, also

wi(t.a) = [ af (o) w' (7o) Play).
Dann setzen wir u*(t,x) := w*(zt, z). Und somit erfiillt u* offenbar Gleichung
(17) und

w(t.) = [ @zl (o) () Pldy),

Wir ersetzten also einfach im Integralkern alle Zeiten ¢, T durch zt, 2T, was in
ago keinerlei Schwierigkeiten bereitet. Bei der Substitution in 8 miissen wir
beachten, dass

zT T
/ dr(Az,g(2t, 2T, 7)) = z/ dr(Ar,g(zt, 2T, 27))
z t

t

ist. Es bleibt also noch die Ersetzung in p! vorzunehmen. Dies ist im Moment
nicht mdoglich, da wir keine explizite Form fiir p haben, aber wir konnen schlicht
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weiterhin eine beliebige Funktion von ¢ und 7" ansetzen und die beim Losen der
Schrodingergleichung erscheinende gewohnliche Differentialgleichung fiir diese
Funktion 16sen. Im unendlichdimensionalen Fall tun wir dies in den Abschnitten
7.2 und 7.3.

6 Bewegungsgleichung fiir das zweitquantisierte
Photonenfeld und freie Losung

6.1 Schrodingergleichung des zweitquantisierten Photonen-
feldes

Der Hamiltonian des Harmonischen Oszillators

Hw,p) = = (p0) + 5mle,o20) + (i)

hat im Kapitel 2 zu der schwachen Gleichung (1) gefiihrt. Der vollig analoge
Hamiltonian fiir das klassische elektromagnetische Feld (8) mit den Definitio-

nen fiir die quadratischen Formen aus Abschnitt 4.5 legt es also nahe, fiir das
Photonenfeld ¥ € L?(V, P) die Bewegungsgleichung

1
iE[®0,V,) = E | m™ (D2, DY) + (Jp, )T, v (18)

anzunehmen. Dabei haben wir im Vergleich zu (1) auf den Term 1 Tr[w], der in
unserem Fall unendlich wére, verzichtet. Dieser Term entspricht der Grundzu-
standsenergie des Harmonischen Oszillators und es sollte nicht verwundern, dass
dieser fiir das elektromagnetische Feld mit unendlich vielen Freiheitsgraden di-
vergiert. Eine Renormierung ist also notwendig. In einer konkreteren Form liefst
sich diese Gleichung

i / B(A)3,T,(A) P(dA)

= [ (5 [Darta)@) - (Davi()(@)do + B, Ap)) PUA)

Es stellt sich sofort die Frage, fiir welche J diese Gleichung Sinn macht. J sollte

aus h = V7° sein, damit (J,-) ein Element der P-Gaufschen Familie ist. Wir
wollen hier nicht diskutieren, was wir unter einer Lésung von (18) zu verstehen
haben. Stattdessen werden wir im Kapitel 7 direkt eine unitire Zeitentwicklung
konstruieren, welche die Dynamik der Losungen dieser Gleichung beschreibt. Im
Abschnitt 7.4 kommen wir auf die Klarung des Losungsbegriffes zuriick.

6.2 Bewegungsgleichung des zweitquantisierten Photonen-
feldes iiber klassischem Fockraum
Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen Gleichung (18) und der bekann-
ten Bewegungsgleichung!” fiir das zweitquantisierte Photonenfeld in der klas-
17[8]
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sischen Fockraumformulierung herstellen. Wir transportieren die Gleichung auf
L?(V, P) also mit dem Isomorphismus aus (11) auf den Fockraum €, (h, Q)®™.

Dazu wihlen wir eine Orthonormalbasis (ex);2; von h in S, fiihren die Kurz-

notation fiir die Operatoren a und a* aus Gleichung (3) ein und verwenden
(12).

i0,Q(F®, FU,)
= i0,E[® ]

1
=FE [2m1(D<I>,D\Ilt) + ®(J;, .>\1/t]

Q(Jy, er) QF®, (a + a)F¥y)

M8

Z m ™ (ex, e1) Q(ar F®,a; FU,) +
k=1 k=1

= % > mT en ) QUFR, ayarF V) + Y Q(Jy ex) QPR (ax + aj) FUy)
k=1

Wir definieren nun auch den Energieoperator w auf V’. Sei also
w:H*? - HY? aw F71 - a.
Dies ist wohldefiniert, weil
o |-|lae HO!
o 9| -la= fha+|k|oa e HY
o 0,0 |a= ((TTI - %) o+ 0+ k00 + [k|O0;a € HOY,

wie man mit der Hardy-Ungleichung leicht sieht. Mit dieser Definition erhalten
wir:

%m_l(ek,el) = %/ek(x) ce(x)de = ;/de = Q(eg,wep).

Setzen wir noch JF := Q(J;, er.), so ergibt sich die bekannte Version der Photo-
nenfeldgleichung:

o0 o0
10 F, = Z Q(ex,we))aja F¥;: + Z th(ak + a})FU, (19)
k=1 k=1

6.3 Losung der freien Photonenfeldgleichung

Die freie Photonenfeldgleichung ist (19) bzw. (18) mit J; = 0. Der im vori-
gen Abschnitt definierte Energieoperator w besitzt in h eine selbstadjungierte
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Erweiterung, da er symmetrisch und nichtnegativ ist und die zugehorige qua-
dratische Form, also das L?-Skalarprodukt, ist natiirlich abschlieRbar. Nun sieht
man sofort, dass

i0,FU; =Y Qlex, wer)apai FY, (20)
k=1

der Lift der ,1-Photon-Gleichung“ i0,a = wa auf den Bosonischen Fockraum
ist. Ist also U; := e~ *'* die unitiire 1-Photon-Entwicklung, so stellt der Lift
Doo_, US™ die unitire Zeitentwicklung der freien Photonengleichung (20) dar.

7 Unitiare Dynamik des zweitquantisierten Pho-
tonenfeldes mit externem Strom

7.1 Endlichdimensionale Voriiberlegung

Unsere Idee zur Konstruktion der zur Photonenfeldgleichung (18) gehdrenden
unitdren Dynamik in diesem Kapitel ist es, die Zeitentwicklung zunéchst fiir
Anfangsbedingungen der einfachen Form ¥y = exp((b,)) zu untersuchen. Fiir
diese werden wir eine explizite Form von ¥; angeben kdnnen. Danach setzen
wir die entsprechenden isometrischen Abbildungen auf ganz L*(V, P) zu uni-
tdren Operatoren fort. In diesem Abschnitt werden wir unsere Untersuchung
zundchst im Fall des n-dimensionalen Harmonischen Oszillators durchfiihren.
Wir betrachten also die Gleichung

iE[pOy)y]) = E [;ml(déf’,dl//t) + & ft, ) e Vo € Cg°

auf L2(V,dP = |1gz|*dx). Aus den Uberlegungen der Abschnitte 5.2 und 5.3
wissen wir schon, dass

vitn) = [ Py) 0=l o (o.0) 9(0)

diese Gleichung fiir f; = 0 mit der Randbedingung (T, z) = ¢(x) 16st. Dabei
ist mit At =T —¢

_1
2

a:ZZHO(x, y) = (det m)_%(det g)_l (det(l — e2i“’At)) exp[m(y, wy)]

1 1y 1; w 1y 1;
exp |—m | e zzwAty o ezzwAtI (6 zzwAty o ezzwAtI) )
24

" sin(wAt)

Bezeichne nun UgT die entsprechende freie unitdre Dynamik, d.h. die Zeitent-
wicklung des freien Harmonischen Quantenoszillators in n Dimensionen. Dann
zeigt die folgende Rechnung, dass

U0, o) — o= 5Q, (T 1)) (e T~ Vb,)
t, T

35



ist. Um die Rechnung zu vereinfachen, nehmen wir wie bereits im Abschnitt
5.2 an, dass m das Standardskalarprodukt auf R™ ist. Dann ergibt sich mit der
Substitution u = e~ 2(T~1y — ezi(T~t)p in ():
(U?,T 6<b,~>) (z)
—4 t
— [ Pldn) e o)
m 4 -3
= (det —((1- e2Z“At))) /dy exp[b'y]
w
exp l (67%iwAty _ eéiwAtI)t w ((eféiwAty o 6%iwAtx)>
2i sin(wAt)
7r ; - -
det = —iwAt _ iwAt )
( et — ((e e )

/du exp [1utzwu + bt (e%WAtu + eiwAtI):|

N|=

()

2 sin(wAt)
1 1
—2mi 2 in(wAt)\ 2 ,
= (det T sin(wAt)) (det 2ﬂ-sm(_w)) eXp[bteWAtx}

g iw

1 2iwAt

exp l(e%i“’Atb)tSIH(_wiAt)e%iwAtb _ lbt emnt — 1b eXp[(eiWAtb)tx].

2 w 4 w

Nachdem wir nun die freie Entwicklung von exp((b,-)) kennen, sind wir an der
Zeitentwicklung U, r mit externer Kraft interessiert. Wieder mit den Resultaten
aus den Abschnitten 5.2 und 5.3 haben wir

(Uer ¢)(@) = / P(dy) o~ yo (@, y) B2 (x,y) 6ly) = Uy (BZi () ¢) |
wobei der die Wechselwirkung mit der externen Kraft enthaltende Faktor
B (,y)

T . _ T .
= exp iUtT—Fi(/ gL 7)) T))fT,:z:> +z</ dr:ilz(”(T
t t

—t))
sin(w(T — 1)) TV
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ist und wir o} noch nicht bestimmt haben. Somit erhalten wir

(Usret) (@)
T sin(w(1T" — 7

sin(w(T —t)
<Ut T (exp

sin(w(r —1)) . .
b+/1d@dT»ﬂ,ﬂ>>()

= exp

iol 4 (e T, 1)

= exp
T (T =) |y [T sin(e(r 1)
+/t d sin(w(T t))f + /t sm(w(T t)) fT’ z)
T sin(w
e f v

= exp

_ T
iotT +2Q(b, e (T—1) / drsin(w(r —t)) fr)
t

T zw(T t)
+1Q (/t drsin(w(r — ) fr, ———— (@ / drsin(w(r —t)) fr )

T
+ (eT=Dp 4 z/ dre TV fx) —iQ(b, e T sin(w(T — t))b)] .
t

Dieses Resultat wollen wir im Folgenden auf den unendlichdimensionalen Fall
verallgemeinern.

7.2 Konstruktion der Zeitentwicklung

Um die Photonenfeldgleichung (18) zu 16sen, miissen wir zunéchst komplexwer-
tige L?(V, P)-Funktionen zulassen. Wir bezeichnen von nun an mit dem Index C
die Komplexifizierung eines Vektorraumes. Wir setzen dann alle zuvor definier-
ten linearen Abbildungen C-linear fort. Man beachte, dass alle quadratischen
Formen somit C-bilinear und nicht etwa sesquilinear werden. Sei

W := spang (e : b € he).

Dann liegt W in LZ(V, P) dicht.'® AuRerdem ist die Familie (e/>" : b € h¢)
eine Basis von W. Nun miissen wir einige Voraussetzungen an die Regularitéit
des externen Stromes stellen, um die Existenz der unitidren Zeitentwicklung zu
sichern. Sei also im Folgenden J ein regulérer Strom wie nachstehend definiert.

18[4]
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Definition:
J heiftt regulérer Strom, wenn

e (1,2) — J () messbar
e J. € hfir alle 7

o 7 Q[J.] € L*(dr)

Wir fiithren noch folgende Kurznotationen ein:
e 5(7) :=sin(wr)
e ¢(7) := cos(wT)

o [ f(r):= fTG[t 7] flr) = LT dr f(1)J, fiir eine Funktion f mit Werten in
den Operatoren iiber hg, fiir welche die rechte Seite Sinn macht

Das Integral dndert dabei das Vorzeichen, falls die untere Grenze gréfer ist als
die obere. Hierbei ist w immer die Multiplikation mit dem Absolutbetrag im
Fourierraum, verstanden als selbstadjungierter Operator mit Definitionsbereich
{a € he @ []-]|a]* < oo} und Werten in he. Wir setzen nun, motiviert durch
unsere Ergebnisse aus dem vorhergehenden Abschnitt:

U el = exp [thT +2Q(b, e(T=1 / s(r—1t)) —iQ(b, e TV s(T — t)b)
' (21)

n <eiw(T—t)b+i/eiw(r—t)7_>}
mit

T .
- iw(o—T1 ¢ tw(T—
G [Caro( ety - garf e )
t o€[r,T] T

Um die Wohldefiniertheit dieses Ausdrucks zu priifen, also zu sehen, dass die
Integrale existieren, beweisen wir zunéchst folgendes

Lemma 1:
h = {u e L*(R3, %) ® C3: u(—k) = u(k), k- v = 0} im Fourierraum
Beweis:

Da die rechte Seite abgeschlossen ist, ist die Inklusion ,,C“ klar. Wir wollen fiir

0 < ¢ € C°(B1(0)) mit ¢|B% =1, ¢ = €29 (1) und fo := ¢(a) =9 (3)

zeigen, dass
k- (ux pe) Q Q
(u* Pe — k7|k|2 fa =3 U fao o
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fiir alle w in der rechten Seite gilt. Die erste Konvergenz folgt dabei, weil

_ 2
|u*¢sﬂx uﬂA < m*¢ _UF 0
k — €
k| «a (0)\ Ba (0) e=0

L
a

und ebenso k - (u* ¢.) — k- u = 0. Die Majorante |u fo| < ||¢||oo|u| liefert die
zweite Konvergenz. O

Die Regularititsbedingung an J wird damit

/ dT/ |\J|2<oo

d.h. J e L*(dr ® |k‘) Fiir irgendein u € L?(dr ® \kl) gilt aber

Q[/fde:(T—t)?/fk’“' _t/ dru

und damit ftT dru, € h. Weiter ist

< (T 1) [|ul72

2
Jensen

w:{ueh@:/\k|\u|2<oo}—>h<c

als Multiplikationsoperator selbstadjungiert, also e™™ unitir. Es folgt, dass auch

/eiiw(‘r—t) € he.

Zuletzt ist der erste Summand in x7 wohldefiniert, wegen

T .
/ dr Q(/ e )
t o€lr,T]

U r ist damit nach C-linearer Fortsetzung eine wohldefinierte Abbildung von
W in sich selbst. Wir zeigen nun

< [ar [ 0@V <

Lemma 2:
Ugr: W — W ist isometrisch.

Beweis:
Es reicht offenbar die Isometrieeigenschaft auf Basiselementen von W zu priifen.
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Seien also a,b € he.

E[Uy refe) Uy pet® )]

— exp [—2/fd7@</gem o =71+ QL[ etr=0] =@l [ sr—1)]

+2Q(d+b,c(T—t)/s(T —t)+2iQ(b— a,s(T—t)/s(T—t))
—iQ(b, e T=Is(T —t)b) + i Q(a, e~ T=Vs(T — t)a)

Q[ —iw(T— t)—+esz t)b 2/ (T—t)]]
T
Qb + Q(ab) — 2/t mz(/e[ o=

EQ
/ (1 —1)] /Ts(T—t)]]
Q

ZGXP[ [a] + Q[HQ( b) - Q/t dTQ(/ (o =7),Jr)

e[r,T]

/dT/ do Q(Jr, (e(T — o) = s(T = 1)s (U—t))Ja)+Q[/TS(T—t)]1

= exp {QQ[a—i—b}]

= Fle efa,) ot ]

l\D\»—t

O

Wir konnen also Uy 1 auf ganz L2(V, P) isometrisch fortsetzen. Fiir diese Fort-
setzung beweisen wir nun unseren zentralen Satz dieses Kapitels.

Satz:
Uy r ist eine zweiparametrige Familie unitirer Operatoren auf L2(V, P) mit fol-
genden Eigenschaften:

1. U(t,t) =1 vt
2. (t,T) — U, r ist stetig beziiglich der starken Operatortopologie.
3. Ut,s US,T = Ut,T Vta S, T

Beweis:
Bei 1. ist nichts zu zeigen. Zeigen wir also nun die Stetigkeit von U r in den
Zeitargumenten. Zunéchst konvergieren die Integrale in (21) in h, denn fiir u €
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L2(dr ® %) und Folgen reeller Zahlen A\, — A, t, — ¢t und T,, — T hat

Un = ei‘kp\neii‘kl(‘rit")uT(k)]]'[tnyTn] (T)
fiir grofe n die Majorante |ur |1y _c 74 (r), konvergiert also in L?(dr® %) gegen
vi= e“kl/\eii‘k‘(T*t)uT(k)]l[tﬁT] (7).

Damit und mit

T+e
2
QU =0l < 7=t 26 o= ol gy

—€

erhalten wir
. Tn . Q . T .
ezw)\n/ dr e:ﬁ:zw(‘r—tn)uT ezw)\/ dr e:l:zw(T—t)uT.
tn t

Es bleibt noch der erste Summand in (22), der Definition von x7, der nicht
direkt von dieser Form ist. Hier haben wir

T’n, .
/ dr Q(/ ewle=T), Jr)
tn o€[r,Ty]

T+6 T+6 dk - o
:/tf dT/t, da/meﬂl KJ*T)JU-JT]l[tan]X[T)T”](T,U)

und mit der Majorante

— — dk
| T (B)|Jr (k)| L t—e,7e2 (0, T) € LY(do ® dr ® m)

erhalten wir auch hier Konvergenz. Damit bleibt fiir 2. nur noch zu zeigen, dass
aus b, — b auch e{tn) — (b in L2(V, P) folgt. Dies sieht man mit

B erm _ e<b7»>ﬂ
- B {e<bn+m> 4 e(btb) o (otbns) e(bﬁﬂ}

Insgesamt haben wir so die Stetigkeit von U auf W gezeigt. Fiir beliebiges
U € L%(V, P) wihlen wir ein ® € W, das ¥ approximiert und benutzen

Ut 1,9 = Upo¥||
S HUt'ruTn\II - Utn;Tn(DHLZ + ||Utn7Tn(I) - Ut7T(DHL2 + ||[Jt;71(b - Ut7T\IIHL2
=2([® =Vl + U, 1,2 = Upr®| -
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Als letztes zeigen wir nun die Kompositionseigenschaft 3., aus der auch mit
Lemma 2 sofort die Unitaritdt von Uy ¢ folgt. Sei also wieder b € hc.

Ut,rUr,Te<b’.>

ixt +ixt +2Q(b, e (T—r) / s(r—1)) —iQ(b, eiW(T*T)S(T —1)b)

TE[t,T]
+2 Q(eiw(Tfr)b + ’L/ eio.)('rfr)7 eiw(rft) / S(T _ t))
T€[r,T] TE[t,r]
—q (Q(eiw(r—t)8<r _ t))) eiw(T—r)b + ’L/ eiw(‘l’—?")
T€[r,T]
+ <€iw('r—t) eiw(T—r)b + Z/ eiw(r—r) + Z/ e’iw(T—t)7 >
T€[rT) TEt,r]

= exp [Z (X: +xr +2Q( / e () g lr=t) / s(r —t))ﬂ (23)
T€[r,T] TE[t,r]

2Q(b, 6iw(Tfr) /

= exp

s(r—r) + e / s(t—t))

exp
T€[r,T] TE[t,r]
+2Q(b, e T Vs(r — 1) / e (T (24)
T€[r,T]
exp [—ZQ(b, (eiw(Tfr)S(T _ ’I") + eiw(Tft)s(,r _ t)eiw(Tfr)) b):| (25)

exp <eiw(T—t)b+Z~/ eiW(T—t),,>
TE[t,T]

Wir berechnen nun die Terme in den Exponenten der drei nummerierten Glei-
chungen.

Exponent von (24):

_ eiw(T—t) / <e—iw(r—t)s(7_ _ ?") + eiw(T_T)S(T' _ t))
T€[r,T]

+ ew(T—1) / s(r—1t)
TE[t,r]

— eiw(Tft)/ S(T _ t)
TE,T]

Exponent von (25):
— eiw(T—t) (e—iw(r—t)S(T _ 7”) + eiw(T—r)s(,r _ t)) — eiw(T—t)s(T _ t)
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Exponent von (23):

r T
:i/ er(/ ei“("_T),JT)-i-i/ dTQ(/ ew@=T) )
t o€(r,r] r o€[r,T]
_ %Q[/ eiw(T—t)] _ EQ[/ eiw(r—r)]
TE[t,r] T€[r,T]
+2Q( / et / s(T —t))
T€[r,T] TE[t,r]
+ Q(/ eiu.z(ﬂ'fr)7 S(T‘ _ t) / eiw(rft))
TE€[r,T] T€[r,T]
T T
Z/ dTQ(/ eiw(o—T)7JT) —i/ dTQ( eiw(a—t)e—iw(r—t)7JT)
t o€[r,T) t o€[r,T]
_ EQ[/ eiw(rft)} +ZQ(/ eiw(rft)’/ e*iw(Tft))
27 e r€[r,T] reft,r]

=x{

[\)

O

Wir haben nun die unitire Zeitentwicklung zur Bewegungsgleichung des zweit-
quantisierten Photonenfeldes konstruiert. Dass diese unitdre Familie tatséchlich
mit dieser Gleichung zusammenhéngt, werden wir im néchsten Abschnitt klaren.

7.3 Die unitire Dynamik und die Bewegungsgleichung

Wir zeigen nun, dass die im vorangegangenen Abschnitt konstruierte Zeitent-
wicklung Uy r die Photonenfeldgleichung (18) in einem speziellen schwachen
Sinne 16st.

Lemma:
Fiir alle a € h mit wa € h, d.h. a im Definitionsbereich des Operators w, und
b € he erfiillen ® := e(®") und W, := Uy pe'®) die Gleichung

i (B[®Wr] - B[2w,)) = / L rEQWD®. DY) + B(J,. )]

Beweis:
Zuerst untersuchen wir E[® U,], wobei wir in (x) die Voraussetzung wa € h
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benutzen und x7 so gewihlt wurde, dass (x*) erfiillt ist.

E[®V,]

= exp

ixtT +2Q(b, e (T=1) / s(t—1t)) —iQ(b, eiw(T*t)s(T —t)b)

T

N | —

+ -Q[a+ T Vp 4 z/

T

eiw(r—t)}‘|

1 ,
ixy + §Q(a + e T=0p 4 z/

T

eiw(r—t)’i/eiw(r—t))

+ Q(a,e“"(T_t)b) + §Q(a+ GW(T_t)b,i/e“*’(T—t))

T

= exp

+2Q(b, T /

T

s(r— 1)) + 5Qla] + ;Q[b]]

. 1 iw(T— . iw(T—
= exp [@X?-ﬂ[/e ( “]HQ(a,/e =)

T

+1Q(b, / T 4 Q(a, (T~ — 1)b) + %Q[a + 0]

1 ‘ T T ‘
(:) exp |ix? — 5@[/ ew(T=t) z/ dr 87/ do Q(e*"a, J,)
* T t T
T T
. w(T—T) iw(T—t) 1
+i dr Qe b, J.)+Q([ dro-e a,b) + iQ[aer]
t t

T
= exp / dr —Q(/ ewle=m) J)+iQ(a, J;)
(%) t oelr,T)

T
[ ar(—Qua [ e o) Qe T,
t o€e[r,T]

+i/tT dr (Q(wa, ei“’(T_t)b)) + %Q[a + 0]
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Damit erfiillt E[® ¥,] die folgende Gleichung:

i(E[@Ur] — E[0U,])

T
_ / dr [ iQ( / =) 1) + Qla, Jr) + iQ(wa, / )
t oe[r,T) o€e[r,T)

+ Qe Tb, J,) + Q(wa, e““—”b)> E[® U]

T
:/ dr &

¢

T
:/ dtE

t

T
— [ 4rE(QWDY, DY) + QU DV )® + QUL D)V,
t

Q(wa, eiw(‘r—t)b -‘rl/ eiw(o—r))q) U
o€[r,T]

e [

NG, + Q(Jy,a)P T,
o€lr,T)

T
= / dTE [Q(wD®, DV, ) + &(J,, V.|,
() J¢

was genau die Behauptung ist. Hierbei haben wir in () die partielle Integrati-
onsformel aus Appendix A.3 fiir die Mallivin-Ableitung verwendet. O

Bemerkung:

In diesem Lemma wurde x; eingesetzt wie in (22) definiert. Diese Definition
ist durch exakt diese Rechnung motiviert, d.-h. xI" wurde so gewiihlt, dass die
Dynamik die Bewegungsgleichung erfiillt.

7.4 Eindeutigkeit der Dynamik

Wir wollen nun ein Eindeutigkeitsresultat fiir die Losung der Photonenfeldglei-
chung zeigen. Dazu werden wir die Forderungen an die Regularitét des externen
Stromes etwas verschérfen miissen. Aufierdem miissen wir kldaren, was genau wir
unter einer Losung der Gleichung verstehen wollen. In der folgenden Definition
erscheint der Divergenzoperator aus Appendix A.3.

Definition:

Eine stetige Abbildung 7 +— W, € L?(V, P) heift schwache Losung der Pho-
tonenfeldgleichung (18), falls fiir alle ® = e{*? mit a € h und wa € h die
Gleichung

T
BB —W)] = [ drEIQLDY. W) + 87, )W

fiir alle ¢ erfiillt ist.
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Voraussetzungen an den externen Strom

Wir setzen fiir den Rest dieses Abschnitts zusétzlich zur Regularitét des Stromes
voraus, dass 7 — J,. € h stetig ist und 7 — Q[wJ,] € L'(dr), d.h. insbesondere,
dass J; im Definitionsbereich von w liegt.

Wir bendtigen nun einige vorbereitende Lemmata, um zu zeigen, dass sich alle
schwachen Losungen mit Hilfe unserer Zeitentwicklung konstruieren lassen.

Lemma 1:
Sei a € h mit wa € h und ® := e!*. Dann ist t — Uy 7® € LE(V, P) stetig.

Bemerkung:
An dieser Stelle werden die neuen Voraussetzungen an J noch nicht gebraucht.

Beweis:

Zuniichst ist die Abbildung hc 3 b~ e € LL(V, P) stetig, denn
E[lela) — )
= E[(e!®) — elb1)2(el@r) — e(b))2]
= Elefat2as) _ gp(atathy) 4 o(2at28:) _ gp(atbi2as) 4 gelatbra+hy)

]

N 2e(a+b+2l§,-) + e(2b+2a,) 2€<2b+a+l3,-) + e<2b+257'>]
und mit E[e{*] = 22l sieht man sofort die Stetigkeit. AuRerdem ist auch

t eiw(T—t)a+ / eiw(‘r—t) c h(C

T

stetig wegen der Konvergenz

eRIT=9) (k) — eI g(k) punktweise
S5—r

und damit, weil |G| eine Majorante ist, auch in LQ(“%). Auch fiir den zweiten
Summanden sieht man die punktweise Konvergenz und hat

T _ . T e
|/ dTeZ““'(T’S)JT\g/ dr (77| € 12 (|k>
S t—e

wegen fie dr Q[J:] < cc. O

Lemma 2: _
Seien @ und ® wie in Lemma 1. Dann ist ¢ — dwDU; 7® € L4(V, P) stetig.

Beweis:

Mit b, wb € he gilt

SwDe'®) = swbet) = ((wbd, ) — Q(bwb))e<b">.
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Es ist nun auflerdem

Ut 7P

)

= exp |ix? +2Q(a,e” @ T1 / s(r—1)) +iQ(a,e T Vg(T — t)a)

T

+ <e—iw(T—t)a _ ,L-/e—mz(T—T)7 >}

und damit sehen wir

SwDU; 7@ = ({why, ) —Q[w%/\t])Ut7T<i> mit A\ = e_i“(T_t)a—i/e_iw(T_T).

T

Mit Lemma 1 bleibt noch zu zeigen, dass
t (Wi, ) — Qw2 M\ € LAV, P)

stetig ist. Tatséchlich ist der zweite Summand stetig, weil ¢t — \; € hc stetig ist,
was man ebenso sieht wie in Lemma 1, und weil aus dem gleichen Grund auch
t — wls € hc stetig ist, wobei wir die neuen Voraussetzungen an J benutzt
haben. Dies zeigt dann auch die Stetigkeit des ersten Summanden. O

Lemma 3:
Sei b € h mit wb € h und ® € L%(V, P). Setze ¥, := Ut7Te<b7‘>. Dann gilt

T
iE[®(Up — )] = /t dr E[Q(®,6wDWV..) + &(J., )U,]

fir alle t.

Beweis:

Mit der Berechnung und damit der Existenz von 5wDUt7T§> aus Lemma 2
und nach dem Lemma aus Abschnitt 7.3 ist die Gleichung fiir ® = e{®") mit
a,wa € h klar. Fir alle anderen ® folgt die Gleichung nun durch Approximation
in L3(V, P).

Bemerkung:
Beachte, dass auch 7+ (J,, ) € L*(V, P) stetig ist, was man durch die Rech-
nung

Bl(b, )] = 920?|,—s—o B[ 750)] = 9202, 02 QU5 < const Q(b, b)?

sieht. Dabei haben wir die Stetigkeit von J benutzt.
Satz: 3
Erfiille J die oben genannten Voraussetzungen. Sei W € L?(V, P) eine An-

fangsbedingung und U, ¢ die im Abschnitt 7.2 konstruierte unitére Dynamik.
Setze dann W, := U, 7 V7. Dann gilt:
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1. U, ist eine schwache Losung der Photonenfeldgleichung.

2. Sei U, eine weitere schwache Losung mit Up = U, Dann ist ¥, = U, fiir
alle t.

Beweis:

1. ist mit dem Lemma in Abschnitt 7.3 klar. Beweisen wir also 2.: Setze dazu
@, := UrV,. Seien aullerdem a,wa € h und ® = el®) . Wir betrachten E[® ®,]
und wollen zeigen, dass dies konstant in ¢ ist. Daraus folgt dann offenbar, weil
(el : a,wa € h) total in L(V, P) ist, dass ®; = &y = Uy, was zu zeigen ist.
Es gilt nun mit Lemma 3 und weil ¥; eine schwache Losung ist und mit der
Formel fiir Ut7T<i>, sowie den neuen Voraussetzungen an J, dass fiir alle r, ¢ gilt

ZE[(I)((I)T - (I)t)]
= —iB[(Up1® — U 7®)V,] +iE[U; 7®(¥, — ¥})]

= / drE[—V,0wDU, 7® — U, (J;, YUr7® + U, 5wDU, 7® + U, (J,, YU, 79
t

Nun wollen wir differenzieren und erhalten

1

El®o (P, — O
L E[0(®, - D)
I —= I =
= —FE[V, / dr SwDU, r®] — E[V, / dr (Jr, YUr 7P
r—1t.J; ’ r—1t.J; ’
H—:éwDU,,,Ti) —(Jp, YU 7®
1 T — 1 r =
+ E| / dr U, éwDU, 7] + E] / dr U, (J.,") Ur® |
r—t t _’—’7 r— t t 7V
IR —6wDU, 7 ® . Gl
’ L3Ny (T )

Falls nicht anders markiert, ist hier Konvergenz in L?(V, P) gemeint. Die ers-
te Konvergenz gilt dabei wegen Lemma 2, die zweite wegen Lemma 1 und der
Bemerkung zu Lemma 3, die dritte weil ¥ als schwache Losung stetig ist, die
vierte nach Lemma 1, die fiinfte wegen der Bemerkung zu Lemma 3, also der
Stetigkeit von 7+ (J;,-) in L*(V, P) und die letzte wieder mit Lemma 2. Dies
zeigt, dass F[® @] in ¢ differenzierbar ist mit verschwindender Ableitung. O

7.5 Geschlossene Losungsformel

In diesem Abschnitt wollen wir eine konkrete Formel herleiten, mit der sich die
zeitliche Entwicklung einer beliebigen Anfangsbedingung in L?(V, P) zu jedem
Zeitpunkt angeben ldsst. Wir wechseln dazu ins Wechselwirkungsbild, d.h. wir
invertieren den Teil der vollen Dynamik, der von der freien Bewegung herriihrt.

48



Wir fiihren nun zunéchst eine formale Rechnung durch, um eine Motivation fiir
die alternative Darstellung unserer unitdren Dynamik U, 1 zu erhalten. Sei dazu
U, Losung der vollen Photonenfeldgleichung. Dann setzen wir ¥f := U%t\llt. Es
sollte dann bekanntermafen W! die Gleichung

0,V =UQ (Jy, YU p ] = V0]
erfiillen. Berechnen wir nun also VtI .
Ur.i(Js, YUp rel®”
= Upy(Jy, ) exp[—iQ(a, T~ Ds(T — t)a) + (T Vq, )]
= e*iQ(“’em(P”S(T*t)“)(?a\QZOUT,t exp[(e“TVa + ay, )]
— "R TSI -a) g | Cevp [@ﬂ'w(m (GMT*% Ta Jt) )
+iQ(e“ T Va + oy, e W T=Dg(T —t) (ei“(T_t)a + ont) )]
= (20Q(e T D, e T=0S(T = 1)) 4 (=0, ))
exp [fiQ(a, T Vg(T — t)a) 4 iQ(a, e TV s(T — t)a) + (a, >}
= 2iQ(s(T — t)J;, Del®7)) 4 (e7 (T =1 J, Nelar)

Wir erhalten damit die Gleichung
10,0l = 2iQ(s(T — t)J,, DU + (e (T=0) g, )@l

fiir die Wellenfunktion im Wechselwirkungsbild. Diese Gleichung lésst sich ele-
mentar 16sen, z.B. indem man die Formeln aus Abschnitt 5.1 benutzt.

\I/f:@(fé/s(TfT))Q{

Dabei verwenden wir die abkiirzende Notation

Z</ —iw(T— 7-) 21/ dTQ ) / e—iw(T—a)) ]
T o€e[r,T]

Fiir ® € L?(V, P) setzen wir nun also

wo= vty (20 =L [or-mal)

Qf 1= exp

49



und zeigen, dass dies mit U p auf W iibereinstimmt. Fiir ¢ = el@) gilt ndmlich

2

- £T<exp l<a,~> 200, [ ST+ [T,

T

T
—2i/t dTQ(S(T—T)JT7/E[ . e—i“(T—‘T))D

T
=exp | — 2Q(a, / s(T—71)) - 2@/ dr Q(s(T — T)Jﬂ/ e (T=0))
T t o€[r,T]
—z'Q(a+z‘/e—“(T—T>,e“(T—t>s(T—t) (a+i/e—z’w<T—T>>)

+ <6iw(T7t)(a+i/efiw(Tfr))’ >]

T

= exp [(ei”(Tt)a +1 / = Y —iQ(a, e TV s(T — t)a)

#2Q(ane 00 =0 [T [alr =)+ 50l f e

=eiw(T=t) [ s(1—t)

T
_21'/ dr Q(s(T — T)JT,/ efiw(T—a)) _ EQ[/ efiw(Tf'r)] .
¢ o€[r,T] 2 T

=:1
Dabei ist der Term (I) absolutstetig und hat die Ableitung

o QZQ(S(T 7 t)Jt, / efiw(Tf-r)) o Q(/ efiw(Tfr), efiw(Tft)Jt)
_ 7Q(Jt,/€iw(77t))
= 0 + 5@ [ e

T

Es folgt die Behauptung. Und somit haben wir bewiesen:

Satz:

Ut{T:LQ(V,P)—>L2(MP),¢H¢(.—1/S(T—T)) (26)

w T
. T .
z(/ e w(T=T) Ly _ 2i/ dr Q(s(T — T)JT,/ e~ w(T=a))
T t o€[r,T]

ist unitér und U, r = UP 7 Ul 1.

exp
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7.6 Regularitatseigenschaften der Dynamik

Wir wollen nun ein wenig untersuchen, inwiefern regulére Startwerte unter der
Zeitentwicklung reguldr bleiben. Wir fiihren dafiir zunichst die sesquilineare
Version von Q ein, Q(a,b) := Q(a,b), und wollen dann untersuchen, ob U,
beziiglich Halbnormen der Form Q[w¥D-] stetig ist. Wir definieren zuniichst
den Raum

X :={f({a1,"),...,{an,")) : N €N, f € C(RY),a1,...,ayn € S}.
Dann liisst sich ebenso wie man die AbschlieRbarkeit von D auf L?(P) zeigt!®

auch beweisen, dass
Ww*D: X — L*(P)

abschliefsbar ist. Den Definitionsbereich dieses Abschlusses nennen wir ]D),ﬁ’2 und
dies ist ein Hilbertraum mit der Norm

2 2 ~ 2
||'||D}€v2 = H'||L2(P) + HQ[ka']HLZ(P)'
Nun beweisen wir ein kleines

Lemma 1:
span(e®) : b e S) C (D2, ”H]D’iz) liegt dicht.

Beweis:
Wir beginnen mit dem Fall k = 0. Sei ¥ € Dy, so dass fiir alle b € S

0= (W,e")pia
= E[Q(D¥, De> )] 4+ E[We®)]
= E[Q(DY,b)e'")] + E[We]
= E[(b,-)We®)] — E[Q[b]We®)] 4+ E[We®)] .= f(b).
Wir betrachten nun f(¢b) Ordnung fiir Ordnung in ¢ und erhalten

0. Ordnung: E[¥]=0
1. Ordnung:  E[(b,)¥] =0
n-te Ordnung: (n + 1)E[(b, )" ¥] = n(n — 1)Q[B] E[(b, -)" V]

Damit folgt sofort durch Induktion
E[(b,)"¥] =0 vn € Np,
also auch ¥ = 0.

Nun wollen wir den allgemeinen Fall fiir beliebiges & € Ny auf den Spezialfall
k = 0 zuriickfiithren. In einem ersten Schritt zeigen wir dafiir, dass

X" :={p({a1,-),...,{an,")) : N € N, p Polynom, ay,...,ax € C5°(R*\{0};R?)}.
19[5]
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in ID),IC’2 dicht liegt. Zunédchst wollen wir also in der Definition von X den Raum
C5°(RYN) durch den Raum der Polynome ersetzen und immer noch einen dichten

Teilraum von ]D),lc’2 erhalten. Sind nun a4, ...,ay € S linear unabhingig und

p = Po (<a17 ~>, RN <(JJ]\/'7 '>)_1

ein zentriertes Gaufissches Mafl, dann wissen wir aus dem Fall £ = 0 von oben,
dass span(e“” : ¢ € RY) dicht im Abschluss von Cp°(R™) beziiglich der N-

dimensionalen ID)(l)’z—Norm liegt, welche gerade die Form

117200y + IV -V llT2(0

hat. Da aber

k=0

in eben dieser Norm konvergiert, erhalten wir, dass es fiir f € C;O(]RN ) ei-
ne Folge von Polynomen p,, gibt mit p, — f und 9;p, — 9;f in L?(p) fiir
alle j = 1,...,N. Da nun die Di’z—Norm (unendlich-dimensional) fir ¥ =

f(ay,),...,{an,")) die Form
N N
1@l = [1£1172,) +ZZ wraj,whar) (0 f,00f) 12(p)
j=11=1

hat, lasst sich ¥ durch p,({a1,-),...,{(an, )) approximieren.

Nun wollen wir zelgen dass es reicht aq,...,an € C5°(R?\ {0}; R?) zu fordern.

Mlt der Form der ]D)k -Norm von oben und weil es fur ai,...,any € S Folgen

% € C°(R3\ {0};R?) mit a7 — a; in allen Q" ]- Normen gibt, sehen wir
n— oo

dies sofort, weil fiir ein Polynom p auch

7 v L2(P)
p<<a1L7 '>’ SRR <a1if7 >) — p(<a1, ')7 t <aNa >)
folgt.
Es reicht mit dieser Erkenntnis nun folgende Aussage zu zeigen. Sind a1, ...,ax €

CQOO(BR \ B¢;R?), p ein Polynom, dann lisst sich ¥ = p((ay,-),..., (an,-)) in
]D)k’2 durch Funktionen in span(e<bf> : b € §) approximieren. Wir setzen nun,
um dies zu zeigen,

g={a€h:a

Bg,UB. — 0}.

Dann ist (g, @) ein Hilbertraum und G := ((b,-) : b € g) eine Gaufsche Familie
beziiglich P mit Kovarianz Q. Auch iiber L?(V,0(G), P) haben wir natiirlich
eine Mallivin-Ableitung, die mit der Restriktion von D {ibereinstimmt und der
Operator w ist auf g stetig. Wir kénnen also auch Ridume D,lv’Q(V, o(G), P) ein-
fiihren. Aus dem Fall k£ = 0 wissen wir, dass

spam(e“”‘> :beg) C ]D)(l)’z(V, a(G), P)
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dicht liegt. Da aber w auf g beschrinkt ist, sind die Di’z(u 0(G), P)-Normen
alle dquivalent. Wir kdnnen somit ¥ in ]D),lf’2 durch Linearkombinationen von

(ef*) : b € g) approximieren. Offenbar folgt nun aus g > b, She g auch

also liegt
span(el®) : b e C°(Bg \ Be;R?)) C span(e® 1 b e g)

dicht. O
Nun betrachten wir zunéchst die freie Dynamik.

Lemma 2:
0 1,2 1,2 . . .
Up: Dy — D7 ist eine Isometrie.

Beweis:
Wir verwenden die Darstellung (21) der Dynamik mit Startwert W), = e{®).

E[Q(W* DU, w*DW)] = E[Q(w* e T Va,wkeT=p)us ¥
= Q(W'a, W b B[V W] = B[Q(w" W], w*¥])]

Mit der Dichtheit aus Lemma 1 folgt die Behauptung. O

Nun verwenden wir die geschlossene Losungsformel (26) aus Abschuitt 7.5, um
die Stetigkeit der vollen Dynamik zu erhalten.

Satz:
Der Strom J erfiille die zusétzliche Voraussetzung, dass

WwJ.eh  und 71— QW] € LY(dr).
Dann ist U; 7 : Dy> — Dy stetig.

Beweis:
Wir miissen nur noch die Stetigkeit von U/ zeigen. Wir bezeichnen mit

Qf :=U/,1
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die Zeitentwicklung des Vakuums im Wechselwirkungsbild. Es gilt dann fiir ® €
]Di’2 mit A; = %fT s(T —

E[Q[w*D®o T, 0f]]
E

{Q[ (D®) o T ' + iw* /e—MT—T)@oT;jQ{”

K [wWFD®] + 2R (Q <ka‘I),wki / e~ w(T=7) <I>)>
+Q [w’%‘ / e w(T=7) cp} ) o T, MY |2}

 BIQ DO+ PREIQH D [ )

T

Q[T p
2 (EIQID®] +Ql [ 77|

T

In (%) haben wir bereits das Resultat aus dem Satz des folgenden Kapitels, al-
so die Translationsformel des Gauftschen Mafes unter Translationen, benutzt. [J

8 Transformationen des Wahrscheinlichkeitsma-
Res P

8.1 Translationen

Wir wollen das Verhalten eines Gauftschen Mafes iiber S’ unter Translationen
untersuchen. Dazu bendtigen wir zunéchst einige Vorbereitungen.

Lemma 1:

o H™"Hl 5 g5 \/1+|z|2a € H™"
e H"tln 30+ /T—ANac H™"
sind wohldefinierte Banachraumisomorphismen.

Beweis:
Zunéchst stellen wir fest, dass die gy, ,-Norm &quivalent ist zu

gmala = Y Y [l2P0%a).

|| <m |B]<n
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Dies sieht man sofort mit der Fouriertransformation und der Abschitzung
lla +0]1* < 2(llall* + [[b]%).

Insbesondere reicht es den Fall \/1 + |x|2 : H™"T1 — H™" anzuschauen. Unter
Fouriertransformation lasst sich der Fall 1/1 — A nmlich auf diesen zuriickfiih-
ren. Wir zeigen nun die Beschrénktheit dieser Transformation auf Schwartz-
funktionen und die Beschriinktheit der Inversen (1 + |z|2)~z. Im Folgenden
bezeichnen «, 3, v, 6, €, ¢ Multiindices und ¢y, d, 8, v, pr, T Konstanten.
Wir sehen schnell durch Induktion, dass

o°f (|x\2) = Z s FUsh (|$|2) 28—«

0<2—a<a

und auferdem gilt

2k+1
2

A +6)7F =pp(l+€)~
a§(1+5)

2k—1

T(1+§)" 2

ol
|

Schitzen wir nun also g, »n[v/1+ |- |%a] ab. Seien dazu |a| < m, |5] < n.

|k*0%\/1 — Aal?
= 02" /1 + |22 al®
= Z dys.ex?™ (86\/1 + |x|2) 0a
Y+o+e=a,y<p
2|o|—1

= Z Z dw,g,ecgr‘g‘xz‘ﬂrﬁ*”*&(l—&-|a:|2)7 = 0%

Y+o+e=a,y<B 0<20—-0<0
’2

< const max { / || HlelF2BI=2lal+2le (1 4|z 2) 2104 540 ? da:

2]o|—1
2

< const max{ HxQ‘”B—'Y_‘S(l + |z|*)” oa

735,7+5+6:a,0§20—6§6}

’y§ﬁ,'y+5+e:a,0§2075§5}
< const max {/(1 + |z*) (1 + |2*™)|0%? dx}
(%) le|]<m

< const G nt1/al
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Dabei haben wir in (%) benutzt, dass
|| HloH21B1=2lal+2lel (] 4 |z|2) =2l
< Djgjay + [P B0R2
<14 |z2P
< 201+ [a*")

fiir |e| < |a]. Nun zeigen wir noch, dass auch (1 + |z[2)~2 : H™" — Hm™nH!
beschrénkt ist auf Schwartzfunktionen und damit wohldefiniert. Sei dazu |a| <

m, |B] < n+1. (>x) ist ein zu obiger Rechnung analoger Schritt unter Benutzung
von (27) statt (28).

[k*8% (1 — A)~ 2

al)?
= 02?1 + |z[*)"% a2

< const max /(1 + |z + |22 Y)|0%a)? da

(%x) le|<m
< const ‘rrllax /(1 + |x[*)"|0%l|? da
e|l<m

< const g, nlal

Lemma 2:
Ist @ eine auf H™" stetige nichtnegative quadratische Form, so stammt sie auf
H™+22+2 yon einem Spurklasseoperator.

Beweis:

Sei A := (1 + |z[*)(1 — A). Dann stammt nach Lemma 1 @ genau dann auf
H™¥2:7%2 yon einem Spurklasseoperator, wenn fiir eine Orthonormalbasis ( fx)72 ;
auf H™" gilt, dass

oo

00> > QA fi, AT = gmn(AT i g AT ),
k

k

wobei ¢ der zu @ gehdrige beschrinkte Operator auf H™ " ist. Dies ist insbeson-
dere der Fall, wenn A~! auf H™" ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Da nach
Lemma 1 die Abbildung

m
2

(1+]z)3 (1 - A% . L2 - H™"

ein Banachraumisomorphismus ist, konnen wir dies nachweisen, indem wir
o0
2
E |Bek||” < oo
k=1
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fiir eine L2-Orthonormalbasis (ey)72; und
m

B=(0+z)20-A)ZA 1+ [z[>)"2(1-A)

zeigen. Wieder nach Lemma 1 ist jedoch B : L? — H?? ein Banachraumiso-
morphismus und somit haben wir

const;LC’QfQ1 < B*B< constQCQ_gl,
d.h. es reicht Tr[C; 3] < 0o zu beweisen. Da nun
C{% < const(1 — A) 11— |z*)72(1 — A)7!

und
dl’ eiz' (p*Q)

wr.0) = 1+ bP) | S iy

der stetige Integralkern dieses nichtnegativen Operators im Fourierraum ist,
erhalten wir unser Ergebnis wegen

1 dp o
/dpm(p,p)— (27r)3/(1+|p|2)2 < 0.

(1+1a)™"

O

Wir wollen nun Gauksche Mafe auf S’ verschieben und die Frage beantworten,
wann zwei solche Verschiebungen zueinander dquivalente Mafie sind. Seien dazu
A, B € S und

Ty:S' = 8,C— C+ A

Sei P ein Mak auf (§’,B(S")), dann sind fiir p € L'(P o T;!) offenbar die
Gleichungen
dPoTy' = pdPoTy!
und
dP=poTgdPoT ;' ocTp=poTpdPoTy',

dquivalent, also wird unsere Frage erschopfend beantwortet durch folgenden an
Girsanovs Theorem?® erinnernden

Satz:

Sei @ eine auf H™™ stetige positiv definite quadratische Form und P das Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf (S’, B(S’)) mit Kovarianz Q. Sei weier A € S’. Dann gibt
es nach Lemma 2 und weil 8’ = J,,_, H~* " ist natiirliche Zahlen m > m+2,

n>n+2,s0 dass Q = g;7,5 (-, ¢-) gilt. Dabei ist

q= Z)\kgm,ﬁ(fk,')fk mit Ax >0 und Z)\k < 0
k=1 k

20 [21]
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ein Spurklasseoperator auf H™", wobei (f})?2, eine g 7-Orthonormalbasis
ist. Zusétzlich kdénnen wir A € H~"™ " fordern. Nun sind folgende Aussagen
dquivalent:

_ 0 A2
Lo Q YA] =52, Uil < oo
2. dPoT,' < dP
In diesem Fall gilt:
dPo Ty =@ (A)-3Q Mgp,
Gelten 1. und 2. nicht, so ist P L PoTZl,

Bemerkung:
Q! lasst sich auf

oo 2
X:={BeH ™" Z <fk>’\B> < 00
k

k=1

als quadratische Form definieren. X ist der relative Abschluss von span{gs # (fx, ) :
k € N} in H="™~" beziiglich Q~!. Das kann man sehen, indem man

B=gmnnb-)eX mit b= Zﬁkfk c g
k=1

durch die Folge
N —1
By =Y Brgma(fr:-) NQ—> B

— 00
k=1

approximiert. Wir erhalten nun fiir B € span{gm.#(fx,") : kK € N} :

EQ (B, )’] =Y _(f&, B){f1, BYE[{fx, ) fi )]
kol
<f/€">2

=2 s B)is BIQUis f1) = 3~ = Q'[B]
k,l k .

Folglich 1&sst sich
span{ga(fr,-) : k €N} 2 B Q7Y(B,-) € L*(P)

isometrisch auf X fortsetzen und Q~!(A,-) im Ausdruck fiir die Dichte ist ge-
nau in diesem Sinne zu verstehen. Wir beachten dabei, dass (fx, ) € L*(S', P)
wohldefiniert ist, da P nach dem Satz in Abschnitt 4.1 Triiger in H~"™~" hat.

Beweis:
1.) = 2.): Zunichst folgt aus 1.) und der Bemerkung, dass
- 1.._
exp(Q (4, ) ~ 1@ [A4)

a8



wohldefiniert ist. Seien nun

[e%s) N
A= Zak G (fr,) € H-™77 und Ay = Zak i (fr, )

k=1 k=1

Dann haben wir

EUEQI(AM)—% “An] _ @ (Aur) - 1[AMﬂ

N
- B [QXP [QZ fk7AN fk7 > _Q_l[AN]
k=1

2E|:6Xp |:Z <fk,AN fkv +i fk,A]y[ fk7>
k=1

k=1

- 507 Ax] - 507 4u]|

exp [22 i Aar)(Fes) _ agq

= exp 5 2. "
N M
~2exp [;Q[; gy > Yk ) - 2@ Aw] - 507 A
LS i) 0 o
+ exp 5@[2; i = Q7 Aw]

— @ AN L 9eQ T (AN AM) | Q7 AM]
N,M— o0

also ist die Dichte in L?(P). Wir priifen nun die Gleichheit beider Mafe auf
Mengen der Form

N
ﬂ (fu,") € By}  wobei By € B(R).

Die o-Algebra B(H "™ ~") wird nach Abschnitt 4.1 von diesen Mengen erzeugt.
Und aus der Gleichheit folgt somit, dass die beiden Mafe auf H—™~" und damit
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auch auf S’ iibereinstimmen.

PoT,!

N
ﬂ{<fk,-> € By}

Dz

{<fka > <fk7A>€Bk}

k=1

E

N((fr, A), M) [Bi]

>
Il

1

Nl

N )
= (det(2rdiag(M1,. .., An)))” /B | dwew “ZW

N
= X M_l
_/le XBNHNO)\ (dm)eplz 2

k=1

= /eQil(AN")_iQil[AN]IlB1><-~»><BN(<f17 '>a sy <fN? >)dP

YAy, )—-io7 A
M;N/BQ ( M ) 2 [ Al}ﬂmg:1{<fk:'>eBk}dP

[ QTN A3
M —o0

LA
WIAY ((eyesydP

2.) = 1.): Wir bemerken, dass

XN = e (AN7 ) [AN]

: )T (f
:explzw 52 fk

k=1

fk,

e [ (i A) (i) = (i A

N
exp [Z (fr, A

ein nichtnegatives Martingal beziiglich P und der Filtration o ({f1,-),..., {(fn,*))
ist. Insbesondere konvergiert X in R P-f.s. . Yy ist ein Martingal beziiglich
Po Tgl und derselben Filtration und daher gilt: Xy konvergiert P o Tgl—f.s. in
R genau dann, wenn

N ) ) 2
exp [Z % konvergiert, also Z % .
k=1 2
Und falls }
(fr, A)? e
Ak b
k=1
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so haben wir
P o T, '[Xx konvergiert in R] = 0.

9 Anwendungsbeispiele

9.1 Vakuumdynamik und Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitsdichte

Die Resultate des vorangegangenen Kapitels 7 ermdglichen es uns fiir externe
Strome J € Lj (dr) die zeitliche Entwicklung des Photonenfeldes im Schrodun-
gerbild explizit zu bestimmen. Wir wollen nun ein Gefiihl dafiir bekommen, wie
man mit dieser Erkenntnis arbeiten kann und einige einfache Anwendungen pré-
sentieren. Der wohl einfachste denkbare Zustand fiir das elektromagnetische Feld
ist der Grundzustand der freien Dynamik, das Vakuum Q = 1 € L(V, P), wel-
ches dem Zustand |0) = 1 € hZ® = C im klassischen Fockraumbild entspricht.
Wir kénnen der Darstellung (21) aus Abschnitt 7.2 der Photonenfelddynamik
sofort entnehmen, dass Q invariant unter der freien Zeitentwicklung Uy ist.
Mit dufserem Strom gilt hingegen

Q := Uy rQ = explixy + (i / et ). (29)
Man kann diesem einfachsten aller Zustéinde bereits ansehen, dass es schwierig
sein wird, die Klasse der zuldssigen Strome auf mehr als h-wertige Funktionen
zu erweitern, weil (p,-) schon fiir p € h nur P-f.s. existiert. Man kann jedem
normalisierten Zustand ¥ € L?(V, P), wie im Schrédingerbild der Quantenme-
chanik fiir N Teilchen {iblich, eine Wahrscheinlichkeitsdichte |¥|? auf dem Kon-
figurationsraum zuordnen. Im Folgenden wollen wir etwas genauer untersuchen,
wie diese Dichte sich unter dem Einfluss der Photonenfelddynamik verhélt. An
dieser Stelle betrachten wir zunédchst Startzusténde

b, = ef0) QL) mit beh.

Wir sehen wieder mit (21), dass

W2 — exp [2R(ixT) + 4Q(b, (T — 1) / s(r— ) + 20[s(T — 1)b]

T

+ <2C(T—t)b—2/

T

s(r— 1)) - z@[b}]
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__ TdTQ(/UETT]C(U 7dr) 4 5@ [ ol =] = 5L [ str 1)

x %/ dT/ do (Q(c(o — ) Jo,c(T — 1) J7) + Q(s(0 — t) Jo, s(T — 1) 7))
301 el =01 =501 st =)

=—=al[ str=1)

wobei wir in (x) die Achsensymmetrie des Cosinus ausgenutzt haben. Betrach-
ten wir nun das Wahrscheinlichkeitsmaf |¥?|2dP und wenden den Satz aus
Abschnitt 8.1 {iber Translationen Gaufsscher Mafte mit der Notation

B, := f%/Ts(Tft)

_|_

arn.
Wt|2dP
= exp {(%(T —1)b,- — By) — %Q[ZC(T - t)b]} dPoTy!
- (\\I/2TC(T_t)b|2dP) o Ty
wobei wir benutzt haben, dass
QB =4l [ str—t]<oe wd Q7B = 2Bu.

Wir konnen also den vom Strom abhingigen Term in der Dynamik in das Maf
P absorbieren, was es moglich macht die zuléssige Klasse von Strémen zu erwei-
tern, wenn wir nur an der zeitabhéngigen Wahrscheinlichkeitsdichte interessiert
sind. Wir entnehmen der obigen Rechnung, dass die Vakuumwahrscheinlich-
keitsdichte schlicht P o Tgtl ist.

Fiir eine Menge B € B(R?) mit endlichem Lebeguema A\(B) nennen wir

3
A(B) := (A(lB)EKellBa '>|\I/t|2}>

=1
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die mittlere A-Feldstirke auf B. Fiir das Vakuum l&sst sich dies explizit berech-
nen:

E[(b, )[92]
= / (b, A)P o T3 (dA)

:/@A+&Wum

= (b, By) + E[(b,")]
:-@%/4m4»

e
A(B)

und geniigend reguléres J erhalten wir damit

o [ dh ey [T sin(kl(r 1) 5
A(B) = A(B)/Bd /(%)g /t d i I (k).

Eine Rechnung im Raum der temperierten Distributionen zeigt

sin(l-f) o [mo(lel+a) = d(le[—a)
(@) =/ ‘ da,

|- | |

also gilt formal fiir J die Gleichung

1
-2 [s=0
ot [ (G0 0

1 /7 ~ )=z —y| —
_ 7/ dT/ le—yl+7—t)=d(lz —yl—T7+1) I (y)dy
Ar Sy |z =y

und fiir

b= 1p

1 Szl —
L [ Tel)
T——co 4 |z — y

was gerade die Losung der klassischen Feldgleichung (6) darstellt.

9.2 Einige Erwartungswerte

Wir wollen in diesem Abschnitt ein paar einfache Erwartungswerte berechnen.
Zunichst miissen wir dafiir die entsprechenden Operatoren ins Schrédingerbild
iibersetzen. Wir beginnen mit dem Photonenzahloperator des klassischen Fock-

raumbildes
o0
— *
N = g ajay,
=1
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wobei die Summe iiber eine Q-Orthonormalbasis (f;)32; lduft und a},a; wie
im Abschnitt 6.2 die Erzeugungs- und Vermchtungsoperatoren sind. Ist F der
Isomorphismus zwischen dem klassischen Fockraum und L?(P) und F®; im
Definitionsbereich von A/, dann erhalten wir

Q(ﬁaNFWt) - Z Q(ajF\I’t7 ajF\Ilt)
7j=1

= ZE (DY, f;)Q(DYy, f;)] = E[Q[DY,]].

Wir wissen aus Lemma 2 des Abschnittes 7.6, dass dieser Ausdruck invariant
unter der freien Zeitentwicklung ist. Aufserdem entnehmen wir der Rechnung im
Satz desselben Abschnitts, dass

EIQIDW]
— E[QDU]] 23 (E[Q(D\DT, / e‘“’(T")‘PT)])+Q[ [

fiir alle U € DY2. Fiirs Vakuum erhalten wir beispielsweise:

E[Q[DS]]

= QI e
—@[/( >]+@[/< -7

Nun schauen wir uns noch die Photonenenergie an. Der kinetische Anteil wird
durch die Zweitquantisierung der 1-Photon-Energie und damit durch

o0
> Qfy,whaia;
Jil=1
beschrieben und der Erwartungswert berechnet sich wie fiir den Photonenzahl-
operator fiir

T

U e DY? und dTQ[OJ%JT] < oo 7u
2 t

1

w? DU — 29 <E[Q(W%D@T,wz /eMTT)foT)})

Il
=
Q\

+ Qw? /e—iw(T—ﬂ]EH\pTE].
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Fir das Vakuum erhalten wir

E[Qlw? D] = %/dk:

Ist U7 € D12, so ist auch der potentielle Anteil E[(J;,-)|¥;|?] wohldefiniert. Um
diesen zu berechnen, schauen wir uns zunéichst E[(c, -)|¥,|?] fiir festes ¢ € h unter
der freien Dynamik an. Wir beginnen wieder mit einfachen Anfangszustdnden.

2

T . A~
/ dre”FIT=) J (k)
t

El{c, ) Uew?

E[Q(c, DY) ¥}] + E[Q(c, D¥}) ¥

Qe, e T 0a) BITFWE] + Q(c, e T~Vb) E[UFWY)
E[Q(e™™T"e, DUG) WG] + B[Q(e™ TV, DUG) TG

Damit erhalten wir durch Approximation nach Lemma 1 des Abschnittes 7.6
El(e,)[i[?) = 2% (E1Q(e "¢, D¥y)¥r] )

unter der freien Dynamik. Nun also die Rechnung mit externem Strom und der
Notation 4; = % [ s(T -

Jt7 >|
R (EIQEe™T00,, D (Wr o T3 101)) Wy o T4 10]])

N)

— 2R (E zw (T— t)Jt (D\I/T) o TA + Z/ e_iw(T_T)\IJT ° Tgtl)TTo TAt1|Q{2]>

= 2R (Q(eMT*”Jt, D\I/T)\TT) - 23 <Q(Jt, / eiw“t))) E[|¥r)?]
Und fiir das Vakuum erhilt man

Bl )] = —2Q(, / S(r—1))

/Ik\/ dr sin(|k|(7 — 1)) Ju(k) - J- (k).

9.3 Stationdre Stromprobleme

Falls der Strom J € h von der Zeit unabhéngig ist, sprechen wir von einem
stationdren Stromproblem. Fiir diesen Fall vereinfachen sich unsere Losungsfor-
meln, da wir zeitliche Integrale iiber J explizit ausfiihren kénnen.

) iw(T—t) _ 1
/ezw(‘r—t) _ eij
. iw
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Wir erhalten zum Beispiel mit S :=T — t:
U el = exp %Q(J,w_2(3 + 2iwS — 4e™5 4 e2@9) J) —iQ(b, ™I 5(S)b)
+2Q(b,w ™I (1 — ¢(8))J) + (b + w (™5 —1)J, - )}
und im Wechselwirkungsbild:
Ulp® =@ (- —w (1 —¢(5))J) exp %Q(J,w_2(3 —4¢(S) — 28 + 2725 )
+ (w1 - e_i‘“S)J,~>]

Da die unitdre Entwicklung nur noch von der Zeitdifferenz abhingt, wird sie
somit zu einem Gruppenhomomorphismus.

Stationdre Strome erlauben auch ein einfaches Losungsverfahren im klassischen
Fockraumbild. Ein bekannter Satz aus der Bogolubov-Theorie ermdoglicht es
namlich Hamiltonians der fiir uns relevanten Form in einen quadratischen Aus-
druck der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu transformieren. Wir wol-
len dieses Verfahren hier kurz wiedergeben. Sei dafiir J € h mit g := —%J € h.
Dann existiert nach dem oben erwdhnten Satz eine unitére Transformation Uy

auf @ZO:O h%", so dass fiir alle b € h:%"
Uza(b)Uy = a(b) + Q(b, g)

gilt. Wir erhalten damit fiir unseren Hamiltonian (19):

U | D Qlej,weafa; + > Q(e, J)(af +aj) | Uy
4.l J

= Qlej,we)(af + Qe 9))(a; + Qler,g)) + Y Qlej, J)(a] + aj +2Q(e;, 9))
il i
= Qlej,we)aia; + Y Qlej,wg)a; + > Qler,wg)a; + Q(g,wg)

3l J l

+ D2 Qles, T)(a] + a5) +2Q(],9)

. 1
= Qlejwenaja; = Q(J, —J),
4,
was bis auf die konstante Verschiebung der freie Hamiltonian ist. Natiirlich stellt

sich sofort die Frage, wie diese Transformation, die aus unserer Dynamik mit
externem Strom eine freie macht, in der L?(P)-Formulierung aussieht. Nach den

218iehe Anhang A.7
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Uberlegungen dieses Abschnittes erscheint es naheliegend, fiir Uy eine Transla-
tion zu erwarten. Und tatsdchlich zeigen wir nun, dass

. B 1
0,9 = F~U,F% = 0 = L) expllg. ) — Qo)
ist. Denn wir haben fiir ¥ € D2:

0; Dy (-~ ~g)espllg, ) — Qo]

=05 (00 = 500 + Q.9 ~ 20) ) explig.) - QL))

und Ug ist mit dem Satz in Abschnitt &.1 unitér.

10 Dynamische Theorie des Photonenfeldes und
das Pfadintegral

10.1 Idee des Pfadintegrals

Die Idee des Pfadintegrals ist ebenso einfach wie genial. Die Losung der Quan-
tenmechanischen Bewegungsgleichung (18) oder genauer der zugehorige Inte-
gralkern wird als gewichtetes Integral iiber alle klassischen Pfade geschrieben.
Diese Pfade miissen dabei die klassische Bewegungsgleichung nicht erfiillen, je-
doch tréigt die klassische Losung wegen der stationdren Phase den wesentlichen
Anteil zum Integral bei. Die Gewichtung im Falle des quantenmechanischen
Pfadinterals ist durch eine Phasenfunktion gegeben und wir kdnnen symbolisch
schreiben:

<(D7Ut{to\:[/> = /dA eiSJ[A](I)(At)‘I’(Ato) (30)

Dabei ist dA ein Symbol fiir das flache Maf auf dem unendlich dimensionalen
Raum aller klassischen Wege. Wie wir wissen, existiert ein solches Mafs nicht, al-
so werden wir einen Ersatz finden miissen. Die Phasenfunktion ist die klassische
Wirkung

t
STA] = [ dr ((As, Ay) — (WA, WA, + (J-, AL))
to

fiir das elektromagnetische Potential. Das Hauptproblem bei der mathemati-
schen Formalisierung des intuitiven Ausdrucks (30) ist, dass die Gewichtsfunk-
tion nicht abféllt. Das Integral ist stark oszillierend und dies macht Fragen
nach Existenz bzw. Konvergenz des Integrals extrem schwierig. Anders sieht die
Situation im stochastischen Fall aus. Die Losung der stochastischen Variante
unserer Bewegungsgleichung (18), welche in Kapitel 5 diskutiert wurde, lasst
sich als Pfadintegral in der Form

@.U) = [aaes W ey, )
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schreiben. Hierbei bezeichnet dA e=5"""[4] das Pfadmaf des Ohrnstein-Uhlenbeck
Prozesses, also

Sst01A] = /tt dr ((Ap, ALY + (WA, wAL)).

Es wird im Folgenden unser Ziel sein, zu analysieren, was der Zusammenhang
der Losungsformel (21) mit dem Pfadintegral (30) ist und was fiir ein Objekt
der Integrand im quantenmechanischen Pfadintegral darstellt.

10.2 Wick-Rotation der Zeit und Nichtexistenz eines Pfad-
mafies

Eine erste Idee sich an das quantenmechanische Pfadintegral heranzutasten,
konnte darin bestehen, zun#chst das wohldefinierte stochastische Pfadintegral
zu betrachten und in diesem eine Wick-Rotation

t— 2t = (a+if)t

der Zeit durchzufiihren, also der Zeit eine imaginidre Komponente zu geben. Fiir
a = 0 und B = 1 sind wir im quantenmechanischen Fall. Wir betrachten nun
also die modifizierte Bewegungsgleichung

1
—0, = HIU;, = (H° + (J;, -))¥, (32)

wobei H? der Hamiltonian des freien Photonenfeldes aus (20) ist und o, 3 > 0
mit o + 32 = 1 gilt. Wir wollen uns nun an die heuristische Rechnung erinnern,
welche den Zusammenhang zwischen der Losung der Bewegungsgleichung und
dem Pfadintegral herstellt. Diese Rechnung fiihren wir wieder fiir den Fall des n-
dimensionalen Harmonischen Oszillators durch. Wegen der Wick-Rotation sind
wir jedoch an den Matrixelementen des Operators UZ ’tj interessiert, der einen
Startwert f(tg) auf den Wert der Losung f(¢) von (32) mit diesem Startwert
zum Zeitpunkt ¢ schickt. Hierbei ist
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Wir schreiben dabei kurz ¢; = tg + ]t to

) Tt 1,1 — 220 (L (T, -
:zvlfloo/dmf(x)no((@ 0 (= ) 2 S0 (A +( >)>g>(x)
i
NM O\ Z
( thZ(t—to)) /de /dfcof(xN)g(fCo)
N-1 N1
N(y—=)] t—to 1 t—to

= const / dx f(xt)g(xto)e*i [ drmli-]=5 [ drmwz.]=z [ dr (J-ar)
(33)
Wir rechnen weiter heuristisch und fiithren das freie Wick-rotierte Pfadmafs ein.
13 q(dx) = constf(act)g(;zcto)67i Jig drmld-]=5 [i drmlwz-] g0 (34)

Etwas genauer sollte man hier von einer iiber f und g ausgeschmierten Maf-
wertigen Distribution sprechen. Wir werden allerdings spater sehen, dass dieser
Ausdruck nur fiir den Fall z = 1 Sinn macht, also gerade im stochastischen Fall.
Nehmen wir jedoch zunichst an, dies wére tatsdchlich ein komplexes Maf auf
einem geeigneten Pfadraum. Dann vereinfacht sich die Formel fiir die Matrix-
elemente unserer Dynamik zu

/ dz f(2) (U7 9) () = / i3 (do)et Jig 4707, (35)

Es gibt also einen engen Zusammenhang zwischen der Losung unserer Photonen-
feldgleichung (18) und der Fouriertransformation des freien Pfadmafes. Da wir
in (21) eine explizite Formel fiir die Losung der Photonenfeldgleichung gefunden
haben, miisste es uns insbesondere maglich sein, das Mak p3 , zu bestimmen,
falls es existiert. Den Rest dieses Abschnittes werden wir uns mit dieser Frage
beschéftigen und am Ende das enttduschende Resultat erhalten, dass das Pfad-
maf nur dann existiert, wenn z = 1 ist. Der Grund hierfiir ist, dass durch die
extrem irregulére Phasenfunktion sogar der Raum der komplexwertigen Mafe
nicht ausreicht, den Integranden des Pfadintegrals zu fassen. Im Abschnitt 10.3
werden wir dieses Problem zu beheben wissen, indem wir als Integrand auch
Distributionen zulassen. Um eine einfache Formel fiir die Matrixelemente von
Uz ’tj zu erhalten, beschrénken wir uns wie schon so héufig auf den Fall

f — €<av '>7%<a1%a> und g — 6<b,->*%<b,%b>.

Anstatt nun alle Rechnungen aus Kapitel 7 zu wiederholen, werden wir die
korrekte Formel fiir die Losung der Wick-rotierten Gleichung (32) erraten, indem
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wir in der Formel (21) alle Zeiten ¢ durch Wick-rotierte Zeiten zt ersetzen. Somit
erhalten wir:
2 (b, -
UtZA,to e< )
2

t t
1
= exp {ZZ /to dT /to dU<Ja7 a(e—zw\o—ﬂ _ e—zw(Zt—‘r—a))JT>

¢
— 2(b, lefzw(tfto) / dr sinh(zw(t — 7))J7) (36)
w t
1 1 —zw(t—tg) o
+ 5((), —e ) sinh(zw(t — to))b)

t
b0y [ areiony,

to

Indem wir explizit den Operator 189, — $m™'[d] + (wd, -) + (J;, -) auf diesen
Vektor wirken lassen, kénnen wir uns davon iiberzeugen, dass es sich um eine

Lésung von Gleichung (32) handelt. Nun benutzen wir

> |:e<a, ) >e<e—zw(t—t0)b7Z ftto dre= (=) 5. >i|
(37)
%Q[a+eizw(t*t°)b—z f;‘o dr efz“’(th)JT]

mit Q@ = (-, 1), um zusammen mit (36) das gewiinschte Matrixelement zu
berechnen.

Ui )ap: = E {e<a«>—i<a,%a>Uiie<b,~>—i<b7%b>}

2

o Jig A Jy do(To, eI (38)

e_g ftto dT<£(efzw(tfﬂ')a+e—zw(2t7t0—7‘)b)7JT>

Da wir uns fiir die Fouriertransformation des Pfadmafes interessieren, ersetzen
wir in der Gleichung (35) formal J — —£.J und erhalten mit der Kurznotation
Mo Statt pi% o

/ué J(dA)e! Jio 4TmAT)

— ok iy AT Jl do(T LT T ) i [l dr (2 (7T a0 p) ) (39)

— oA dr(n;b(r),‘m’

wo wir die quadratische Form

z 1 i K 1 —zw|o—T|
A [J]:§ ; dr ; d0-<Ja‘7;6 J’r>

und den von a und b abhéngigen Vektor

1

z =
na,b(7-> - 2

(e—zw(t—r)a + e—zw(Zt—tU—T)b)
w
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eingefiihrt haben. Die Form der Fouriertransformation (39) stimmt uns optimis-
tisch, dass es sich bei y ;, um ein Gaufsches Maf handeln konnte. Die Kovari-
anz miisste dann A# sein. Um die Rolle von 1 zu verstehen betrachten wir die
endlich-dimensionale Formel

/ dz (det A)~ 3= @=n A" @=n) gilla) _ o= (1AT)+i(Tn) (40)

wo 7 einfach eine Verschiebung ist bzw. zu einer zusétzlichen Dichte der Form
e@AT =5 (mAT'n) i Fourier-transformierten Maf fithrt. Natiirlich wird die
quadratische Form AZ?, die im endlich-dimensionalen der Form (-, A-) ent-
spricht, nicht positiv definit sein. Tatsichlich stammt A? von einem Operator

t
(AZJ)T:/ dr&: Ty, wo  AZ= el

z
to 2w

ist. A* = U? + ¢V ~* lasst sich in einen Real- und Imaginérteil zerlegen, wobei U
und V reelle symmetrische Operatoren sind.

1 t
(U=]), = E/ dr =27 cos(Bulr — o) J,
o (41)
1
(V=) = —/ dr e~ "=l sin(Buw|r — o|)J,

W Jt,

Wiahrend V* iiber kein eindeutiges Vorzeichen verfiigt, ist der Operator U~
positiv definit, solange o > 0. Im Falle o = 0 ist U# ein Rang-2-Operator. Und
zumindest die endlich-dimensionale Formel (40) macht auch Sinn solange

1
U=RA= §(A+A*)
positiv definit ist. Dies ergibt sich aus folgendem

Lemma 1:

Seien U und V reelle symmetrische n x n-Matrixen und zusétzlich U positiv
definit. Auferdem sei n € C". Wir setzen A(J, L) := (J, AL) fiir alle J, L € R™,
wobei A := U + iV ist. Des weiteren seien

W:=U"3VU% und G:=U+VU V.
Dann gilt
e A ist invertierbar.
e RA~! ist positiv definit und G—1 = RA™L.

o o(J) := e 2AUIHin7) igt die Fouriertransformation des komplexen MaRes

pu(dz) = (det(2mA)) "2 2le—n AT @=m) gy
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o (det(1+W2) ™" = det(URA™)

e Das Totalvariationsmafs von p hat die Form

lul(dz) =(det(1 + W?2))7 (det(2rG)) ™2

e—%@—ﬁren—VU*lSn,G*l(z—ﬂfen—VUflsn)H%(Sn,U*sn)dm.

Beweis:
W wie oben definiert ist eine symmetrische reelle Matrix und

A=Uz(14iW)U?

ist offenbar invertierbar, da U positiv difinit ist und 1+ ¢W invertierbar ist. Wir
berechnen nun

11 —3W 1

1
——=U"2=U"
21+W2 2

1+ W2

N

RA- — R~ U2 = Uz(1+W2U2) "t =G,

was offenbar positiv definit ist. Es folgt, dass p wie oben tatséchlich ein kom-
plexes Maf definiert und man rechnet wie iiblich nach, dass ¢ die Fouriertrans-
formation dieses Mafes ist. Die Formel fiir die Determinanten ergibt sich sofort
aus

det(URA™Y) = det(UZRA™U?) = det(1 + W2)~ 1.

Es bleibt, die Totalvariation |u| zu berechnen. Die Lebegue-Dichte von |u| ist
schlicht der Absolutbetrag der Lebegue-Dichte von p. Wir berechnen die einzel-
nen Terme. Seien dazu wy, ..., w, die Eigenwerte von W.

|det A| = det U| det(1 + iW))|

=detU [ |1+ iwy]|

j=1
:detUH,/l—&—wjz
j=1

= det U det(1 + W?)2
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Da |e¢| = ¢ fiir jedes komplexe ¢ miissen wir berechnen:

1 1
R (e A7)+ o A7) = L))
_ _%@, G 2) + (2, RA~ "Ry — SA~'S)

— S0, RAn) + 3 (S, RA™ ) + (o, S4B

_ _1 -1 -1 -1 w i
= 2(:5,6’ z)+{x,GT Rn+U 1+W2U Sn)
— (0, G Rn) + 2(3m, G S — (R, U™ vy
2 ’ 2 ’ ’ 1+W?2

= —%(z — R, G (& — Rn)) + (x, GUTWU2Sn)

1
+ (S0, G7ISn) — (R, GTUEW U~ 3n)

2
1
= f§<z — Ry —VU 'S, G Hae — Ry — VU 'Sn))
1
+ 5 (S, (G'+U'vGa'vUH3m)

Schlieftlich sehen wir noch, dass
Gl+utvalvu!
=U 2(1+ W WU 2+ U W1+ W) 'WU~—2
=yt

ist und damit ist der Exponent der Lebegue-Dichte von |u| korrekt. Der von den
Determinanten stammende Vorfaktor berechnet sich zu

1

V[ det A]

= (27) " % (det U) "2 (det(1 + W2)) "4
— det(20U (1 + W2))~3 (det(1 + W2))
= (det(27G)) ™2 (det(1 + W2))4.

|det(27A)) 2| = (27) "%

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Um nun das Mak p; , zu konstruieren, kénnten wir folgendermafen vorgehen.
Zunichst entscheiden wir uns fiir einen geeigneten Hilbertraum, auf dem wir
glauben, das Mafs realisieren zu kénnen. Da A% auf dem Raum

V' = L*([to, t]; H*?)
von einem Spurklasse-Operator stammt, scheint der Dualraum

V = L*([to, t]; H>7?)
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ein geeigneter Kandidat zu sein. Nun wihlen wir eine feste Orthonormalbasis
(én)nen in V' und interpretieren wie schon im Beweis des Satzes in Abschnitt 4.1
den Raum V"’ als den Raum quadratsummierbarer Folgen [?(N). Sein Dualraum
V ist dann ebenfalls {*(N) und kann in das unendliche Produkt ], . R = RN
eingebettet werden. Betrachten wir nun die Projektionen P, auf den von den
ersten n Einheitsvektoren aufgespannten Unterraum von [?(N). Wir wollen das
Mais konstruieren, dessen Fouriertransormation

() = (Ui ab

ist. Also betrachten wir zunéchst den endlich-dimensionalen Anteil ¢, := poP,.
Die Funktion ¢,, hat dann die Form

on(J) = o~ 3 (L AT +i(nn,J)

mit den Projektionen A, = P,A*P, und 7, = M b Nach dem Lemma ist ¢,
Fouriertransformation eines MaRes 1, auf R” C RN. Man priift leicht, dass die
Mafe (i, )nen eine konsistente Familie bilden, also uxoP, 1 = p, fiiralle N > n
gilt. Obwohl jedoch alle p,, endliche komplexe Mafe sind, bendtigen wir eine
Kontrolle iiber |j,|, um ein MaR p auf RY zu finden, fiir das o P! = pu, gilt.
Dieses Maf wire unser gesuchtes 7 ,. Da offenbar auch die Familie (|t |)nen
konsistent ist, konnten wir zunéchst versuchen |u| zu konstruieren. Wir wollen
nun jedoch argumentieren, dass fiir z # 1 das Maf |u| nicht existiert. Erinnern
wir uns dabei, dass jedes komplexe Maf automatisch eine endliche Totalvariation
besitzt, d.h. die Nichtexistenz von |u| als endliches Maf zieht die Nichtexistenz
von p nach sich. Zur Vereinfachung setzen wir ¢ = b = 0 und damit

p(J) = e 7471,

Auferdem betrachten wir den Fall des endlich-dimensionalen Harmonischen Os-
zillators, d.h. w ist einfach eine positiv definite Matrix. Schon in diesem Fall wird
das Pfadmafs nicht existieren. Nun werfen wir einen Blick auf die Formel fiir das
Totalvariationsmaf in Lemma 1 oben. Fiir den Teil des Mafes

(det(2nG))"2e 2 (@G o) gy

kénnen wir ein Analogon zumindest auf dem Teilraum von RY finden, der dem
Dualraum jenes Unterraumes von V' entspricht, auf dem (-,G-) von einem
Spurklasse-Operator stammt. Der Faktor det(1+W?) jedoch stellt ein Problem
dar. Zunéchst wissen wir aus der Aussage des Lemmas, dass

det(1 4+ W?)~! = det((RA1)U).

Wir wollen nun veranschaulichen, dass dieser Ausdruck den Limes nicht {iber-
lebt. Dazu miissen wir zunéchst herausfinden, was in unserem Fall der Operator
A~ ist. Diese Frage ist auch sonst von grofer Relevanz, denn unser Pfadmaf
hat ja die heuristische Form

(1(dX) = conste™ 2 AT X gy,
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Fiihren wir den Differentialoperator B* = %(—82 + 2%w?) ein. Eine explizite
Rechnung zeigt
B*A*J =J

und wir sehen, dass die zu B gehorige quadratische Form
Lix, Box) = (X, X) + 2 (wX,wX)
27 227 27

gerade der Phasenfunktion im heuristischen Pfadintegral (34) entspricht. Be-
rechnen wir nun #B*U?*. Wir nutzen die Identitét

—0%U* = 2 — W2 A* +i0?V*
und nehmen davon den Realteil. Dies liefert mit z = o + i3
—0%U% = a — (a® — B2 U? + 208w V7>,

Da w? beschriinkt ist und U und V als Integraloperatoren Spurklasse sind und
mit der Information, dass

RB* = R(—(a — iB)92 + (a + iB)w?) = —ad? + aw?

ist, erhalten wir RB*U? = o? + K. Dabei ist K ein Spurklasse-Operator. Die
Determinante dieses Operators R(P, B*P,U*P,,) wird den Limes n — oo jedoch
nur iiberstehen, falls RB*U* = 1+ K fiir einen Spurklasse-Operator K ist. Und
dies ist genau dann der Fall, wenn z = o = 1 ist. Den Rest dieses Abschnitts
wollen wir darauf verwenden, anhand eines einfachen Beispiels zu erklaren, wes-
halb schon fiir kleine Abweichungen vom stochastischen Fall das Maf y ; nicht
mehr existiert. Im Folgenden bezeichnet A/(0, \) fiir ein A € C mit SA > 0 das
komplexe Maf mit Dichte

beziiglich des Lebeguemafes auf R. Das ProduktmaR v* = @, ; N'(0, %) exis-
tiert auf RY und hat Triiger auf /2(N) falls z = 1 ist. Ist z jedoch nicht reel, so
existiert das unendliche Produkt nicht. Wir berechnen leicht, dass |N(0, \)| die
Lebegue-Dichte

A
oy P (z)

R

hat. Das Produktmak &), ; |N(0, % )| wire folglich ein Wahrscheinlichkeitsmaf
multipliziert mit der unendlichen Konstante

SNIE

Wir wollen nun die Strategie des ndchsten Abschnitts vorwegnehmen und an
unserem einfachen Beispiel erlautern, wie man dem Ausdruck v* dennoch einen
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Sinn geben kann. Die Idee ist, v* nicht als Mafs, sondern als Distribution auf
einem geeigneten Testfunktionenraum aufzufassen. Um den Testfunktionenraum
einzufithren bendtigen wir zunéchst ein geeignetes Referenzmaf. In diesem Fall
bietet sich v := ¥ an. Auf [?(N) haben wir die quadratische Form

Z fngn

und der grofere Raum

h:{(fn)n:2ﬁ<oo}

ist der Abschluss von [?(N) unter g. Wir wissen dann, dass L?(1?(N), v) isomorph
ist zu @,, h®". Auferdem sind fiir die Standardeinheitsvektoren (e, )nen von
I2(N) die Vektoren (ne,)nen eine g-Orthonormalbasis. Somit bilden die L?(v)-
Funktionen der Form

_ \/JH H,, (kleg, -))
2

fiir einen Multiindex o eine Orthonormalbasis von L?(v). Nun fiihren wir den
Raum 7 der Testfunktionen in L?(v) ein. Dazu bendtigen wir eine Gewichts—
funktion o > 0 auf Multiindices, die geniigend stark wéchst, dass >, —— end—
lich bleibt.

= {Z TaPq : ZU(O‘)H - Z|‘a|(a!)47‘(21 < OO}
Und das Skalarprodukt, das 7 zu einem Hilbertraum macht.

(3 raa, 3 sas)s = 3 o(a)|1 - 2/l (al) rase
« B a

Wir wollen nun zeigen dass v* als Element des Dualraums 7' von T interpretiert
werden kann. Berechnen wir also zunéchst die Wirkung von v* auf die Vektoren
D,

fH/N )(dx)Hy, (kx) = WH/Nozdx) H,, ()

Berechnen wir nun separat dieses Integral, wobei wir die H,, definierende Iden-
2 n
titdt e~ % =320 | Ho(v)%; benutzen.

1 —z? n — 142 € 2z+tx n —1(1-2)¢?
s dve 2= H,(x) = O] |4=0 ™ 2 dx Vo =0{|i=0e” 2

76



Wir bendtigen also die Ableitung

n

Ore=2rt’ = gEgn_ e~ 2(VED® — (_\/kynl H, (kt) e~ 2%
t VKt

Die letzte Gleichung entnehmen wir Anhang A.2. Jetzt fehlen nur noch die
Werte der Hermitepolynome bei Null. Diese erhalten wir aus

- (_1)n 2n __ _2 _ - Hn(()) n
Dttt =TT =) et
n=0

n=0

(—1)™ (2m)!
2mm/!

Also ist H,(0) = 0 falls n ungerade ist und Hs,, =
erhalten wir also

. Insgesamt

1 a2 —(1 = 2))™((2m)!)?
N dxe 22H2m(x):( ( 27)27”5 ))

Mit der Abschiitzung (2™m!)? > (2m)! bekommen wir dann

VA (@a)] < ()1 - 2| %

Schliefilich zeigen wir die Beschrianktheit von v* iiber S.

. > _ ol ()42 [V (%a) "
*Qra®a)l’ < | D o(@)t =2 | { X Zs e

1
: (Z <>> 2 e

Wir schliefsen diesen Abschnitt mit einer optimistischen Bemerkung. Im Fal-
le, dass z = i ist, wir also genau im quantenmechanischen Fall sind, steht in
der heuristischen Fouriertransformation unseres Pfadintegranden gerade die zur
Greens-Funktion des Operators B' = —i(—0? — w?) gehorende quadratische
Form A‘. Die quadratische Form von B ist die Wirkung des klassischen freien
elektromagnetischen Feldes. Es besteht also Hoffnung, dass wir der Pfadintegral-
Formel (30) einen Sinn geben kénnen, wenn wir nicht darauf bestehen, dass das
Pfadmafs ein komplexes Maft im herkémmlichen Sinne sein muss. Im néchsten
Abschnitt werden wir zeigen, dass auch das Pfadmaifs des freien Photonenfeldes
sich als Distribution iiber einem Pfadraum verstehen lésst.

2
S

10.3 Das Pfadintegral als Distribution

In diesem Abschnitt wollen wir dem Integranden des Pfadintegrals einen Sinn
geben und orientieren uns dabei an den Resultaten aus [23]. Wir wollen also
kléren, was fiir ein Objekt yj , die heuristische Pfadintegralformel

/ué,b(dA)e” iy dr(JrAr) _ =3 AT [y dr(ng (7)., J7) (42)
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erfiillt. Wobei A*[J] die bereits eingefiihrte symmetrische quadratische Form

1t t 1
A*(J,L) = §/t dT/t da<Jg,;e*ZW‘”*T|LT>

ist. Wir erinnern uns daran, dass der Ausdruck (42) ein durch a und b parame-
trisiertes Matrixelement der Dynamik U; ’t'g darstellt. Genauer handelt es sich
um den Wert

Alle diese Matrixelemente zu kennen ist dquivalent dazu Ui ’t‘g zu kennen, da

die Vektoren der Form e{% ) total im statischen Photonen-Fockraum sind. Der
Vektor 77, aus (42) héingt somit auch von a und b ab und hat die Form

1

z -
na,b(T) - 2

(e—zw(t—T)a + e—zw(2t—t0—7—)b).
w

Wir interessieren uns nur fiir den echten quantenmechanischen Fall z = 7 und
werden daher hiufig den Index z weglassen. Wie im letzten Abschnitt disku-
tiert, kénnen wir nicht darauf hoffen, dass es sich bei p,; um ein Maff han-
delt. Wir werden dennoch weiterhin von einem Pfadmafl sprechen. Dieses wol-
len wir nun als Distribution {iber einem geeigneten Pfadraum auffassen. Der
Pfadraum ist der Raum zeitabhingiger A-Feldkonfigurationen. Ebenso wie in
der gewohnlichen Distributionentheorie iiber R™ bendtigen wir einen Testfunk-
tionenraum und eine natiirliche Paarung. Die Paarung ist im Falle des R™ das
L?(dz)-Skalarprodukt. Da das unendlich-dimensionale Analogon L?(dA) nicht
existiert, bendtigen wir zunéchst ein geeigneten Ersatz fiir das flache Maf dzx.
Welche Wahl wir fiir das Referenzmafs treffen, ist vollkommen willkiirlich. Wir
zerlegen fi, also in ein echtes Maf und einen Integranden.

/Lmb(dA) = Fa’b(A)V(dA)

Der Integrand Fj, 5 wird nun natiirlich eine Distribution sein. Das Referenzmafl
v wihlen wir - wie in diesem Fall naheliegend - als das Gaufische Mafs des
unendlich-dimensionalen Ohrnstein-Uhlembeck Prozesses, d.h. das Pfadmafs im
stochastischen Fall z = 1. Wir beginnen mit der Konstruktion von v auf den
A-Feldkonfigurationen. Die Regularitét der Pfade wird wie schon im statischen
Fall aus Kapitel 4 durch die Kovarianz von v bestimmt. Da wir im weiteren
Verlauf dieses Abschnitts héufig zwischen Rdumen unterschiedlicher Regularitét
wechseln miissen, ist es sinnvoll einige kurze Notationen einzufiihren. Die Rdume
H™™ behalten dieselbe Bedeutung wie in Abschnitt 4.2. Insbesondere bezieht
sich ihre Regularitdt auf die rdumlichen Variablen. Da wir nun jedoch Pfade
betrachten, haben wir eine zusétzliche Zeitabhéingigkeit. Wir betrachten nun
also Rdume der Form

H*([to, t]; H™™) = H*([to, t]) @ H™™.

78



Die Réume H*([to,t]) bezeichnen dabei die Standard-Sobolevriiume bzw. ihre
Dualrdume, falls k& negativ ist. Und ® ist das gew6hnliche Tensorprodukt von
Hilbertraumen. Wir schreiben fiir diesen Pfadraum meist kurz H* @ H™™. Ca2
bezeichnet wie in Abschnitt 4.2 den Operator, der das Skalarprodukt auf H?? er-
zeugt und h = (h, Q) den Hilbertraum mit Skalarprodukt @ = %( - % -). Insbe-
sondere werden im Folgenden auch Réume der Form H*([ty,t];h) = H* ®h eine
Rolle spielen. Die Notation ( -, - ) bedeutet wie bisher das L?(R?)-Skalarprodukt.
Die Skalarprodukte {iber anderen Hilbertrdumen werden mit Index notiert. Zum
Beispiel ist @ = (-, - ). Die Paarung von Distributionen mit Testfunktionen
werden wir hiufig als Integral schreiben. Ist also ¢ eine Testfunktion aus L?(v)
und F' eine Pfadraum-Distribution, dann schreiben wir fiir die Auswertung von
F auf ¢ oft einfach

/ v(dA) F(A)p(4)

auch wenn F'(A) natiirlich nicht punktweise existiert. Aufserdem werden wir die
Fragen der Eichung und der nichtdynamischen Freiheitsgrade des Photonenfel-
des im Folgenden immer ignorieren und nur die Regularitit der Rdume angeben.
Aus unserem Konfigurationsraum V wird also einfach H~2~2. Der folgende Satz
liefert uns die korrekte Regularititsstufe fiir den Pfadraum.

Satz 1:
Al stammt auf L?([to,t]; H*?) von einem Spurklasse Operator.

Beweis:
Fiir A > 0 definieren wir den Operator

1 t
K(\) : L%[to,t] — L?[to, t], fw(ﬁ/ doe M=ol .
to

Damit erhalten wir die Darstellung

Al[J]:/ dr (J, (K(w)J)s).

to

Sei nun (€;)en eine Orthonormalbasis von L2[tg, ] und (fx)ken eine Orthonor-
malbasis von L?(R?). Dann bilden die Vektoren der Form

_1
Grr=ea®Cy3 fi
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eine Orthonormalbasis von L? ® H*2. Nun berechnen wir die Spur von Al in
diesem Raum.

ZAl[Gl,k] = Z/ dT/ do el(r)el(a)(CiéfhK(w)(ﬂo—)c;éfw
I,k 1.k to to

= > 2(Cad i T K ()] o o)

)

k
t—1 11 1
) . Z<ekvcz,22 —Cy 5 er)
- w
t—to 1,1
D) Trraes) {\/502’2\/5]

Die letzte Spur ist nach den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2 endlich und dies
beweist die Behauptung. O

Der Satz liefert uns nach dem Satz in Abschnitt 4.1 die Existenz eines Wahr-
scheinlichkeitsmafies v auf

(L2 ® H2,2)/ — LQ([to,t};H72’72)

mit Kovarianz A'. Dieses Maf ist unser gesuchtes Referenzmafl. Wir werden
nun also einen geniigend kleinen Testfunktionenraum in L2(v) suchen, so dass
F, als Element seines Dualraums interpretiert werden kann. Wir kennen nur
die Fouriertransformation

Pap() 1= e B0 D) 22 (43)

von F,; und miissen daher die Frage beantworten, was die Fouriertransforma-
tion einer Distribution aus L?(v) sein soll und, ob es eine Distribution gibt,
dessen Fouriertransformation ¢, ist. Fiir ein Element ¥ aus L?(v) und ein J
aus L? ® H?? macht es Sinn die Fouriertransformation

/ V(dA)T(A)e' o I7UA)

so zu definieren, wie wir es aus dem endlich-dimensionalen gewohnt sind. Ist
U eine Distribution, so definieren wir die Fouriertransformation einfach als die

Paarung von ¥ mit
ei<J7 : >L2®L2 .

Insbesondere muss diese Exponentialfunktion Element des Testfunktionenraums
sein. Als néichstes wollen wir einen guten Kandidaten fiir Fy, ; finden. Dazu bené-
tigen wir die Fockraum-Darstellung von L?(v). Bezeichne also H den Abschluss
von L? @ H*? unter der quadratischen Form A'. Dann ist

LA(L([to, 1] H>72),v) = P HE"
n=0
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eine Summe orthogonaler Unterrdume und wir werden F, ; in seine Bestandteile

F(") welche auf HE™ wirken, zerlegen, d.h. wir entwickeln die Fouriertransfor-
matlon ©a.b(J) Ordnung fiir Ordnung in J. Beginnen wir mit der Entwicklung
der Exponentialfunktion exp[i{J, - ) 2g2]. Dabei benutzen wir die Identitit

et ity _ Z Hy(x) (it)
n=0
und die durch die Fockraum-Darstellung gegebene Identifikation

ValH, (L, ) p2gr2) = L&

fiir jedes normierte L in H.

) ) J
exp [i(J, - ) r2gr2] = exp {Z”J”H<||J||H’ '>L2®L2}

1z = (@] J]|2)" J
3117115, Z ( || T‘L"H) H, <<||J||H7 '>L2®L2)

n=0

Xn
1) |J||H ( J )
Z [BAIE:

2

J]Z S

2

_3
2 stammt von unserer Wahl der

Norm in H®". In unserem Fall ist das Produkt von normierten Vektoren wieder
normiert. Multipliziert man die Norm im n-ten Tensorprodukt fiir jedes n mit
V/n!, so erhilt man den vielleicht zu erwartenden Faktor % Setzen wir diese
Entwicklung nun in die Definition der Fouriertransformation ein.

/ V(dA)F, p(A)e ! i2er2

= HMa,b {eiu")ﬂm?}
$A] Z
— 34 [J]Z gugng @n]

Wobei ,ugng die Einschrdnkung von ji, auf den n-ten Tensorfaktor beschreibt.
Andererseits ldsst sich natiirlich auch ¢, ; Ordnung fiir Ordnung in J entwickeln.
Es ist in der Tat von Formel (43) offensichtlich, dass ¢, p sich analytisch auf ganz
(L? @ h)c fortsetzen ldsst und sich somit in eine iiberall konvergente Taylorreihe

Der etwas merkwiirdig anmutende Faktor (n!)

m\(w
3
[

o0
1 n
Spa,b(t]) = Z EDO L,Omb(J, oy d)
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entwickeln ldsst. D¢, ist dabei eine total symmetrische n-Multilinearform
und kann somit als lineares Funktional auf dem algebraischen Tensorprodukt
(L? ® h)®=" aufgefasst werden. Mit dieser Interpretation erhalten wir fiir die
Fouriertransformation des Pfadmafses

=1
> — D %an [797]. (45)
n=0

Vergleichen wir dies nun mit (44), so lasst sich als Kandidat fiir die n-te Kom-
ponente des Pfadmafes

(=1)"Vn! D pa (46)

ausmachen. Einzig der Faktor e~ 24'[/]

daher nicht ¢, sondern

in (44) stort ein wenig. Wir werden

1

Sba,b(J) =€ iA L7 ]‘Pa b(J)

in eine Taylorreihe entwickeln, was natiirlich nach wie vor analytisch ist. Wir
beginnen also mit der Definition einer Linearform auf dem algebraischen Ten-
sorprodukt (L? @ h)®=1sm,

W) = (=) "VnlDg@a, (47)

Wir wollen nun zeigen, dass diese Linearform ein stetiges Funktional auf einem
geeigneten Unterraum von H®" darstellt. Dafiir brauchen wir zunichst einige
Aussagen iiber die Beschrénktheit der Ableitungen von @, p.

Lemma 1:
Seien p :=e
zungen:

e lallz+1b1%) ynd g = 3(t — to). Dann geniigt P, den Abschiit-

2
o [Bas(J)] < peﬁl\JHm@h,

© [D5@ap(Jis--- o In)| < p(2e6n) % |1l 2gy, - - [1nll7 2

Beweis:
Wir beginnen damit, den Exponenten von ¢, abzuschétzen. Zunéchst die qua-
dratischen Formen A! und A’

IA*[J]] = 2’/,5 dT/t da/ko —e~#lkliT=al j_(k)
/dr/ da/dkzw 1)1, ()]
—2150 /t dT/dk|k||fT(k)2

(t = to) I Z200m

I /\

| /\
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Es bleibt der Term (nq 5, J) 122 zu diskutieren.

t
1 : )
‘<na,baJ>L2®L2| = |/ d7<7(€_lw(t_7)a+6_Zw(2t_t0_7)b)’JT>‘
to 2w
< ||67iw(t7‘r)a + efiw(2t7t077')b||L2
(t —to) (lalln + 16]ln) 17| 2en

t—to
7 (= to) (llalli + 1Bl1%) + (¢ = to)I 7112

(dT)®hHJHL2®h

IN

IN

Damit ist der erste Punkt im Lemma bewiesen. Fiir den zweiten verwenden wir
einen Trick. Erst benutzen wir die Abschéitzung fiir ¢, ; und die Analytizitét, um
den homogenen Ausdruck Df@q(J,. .., J) abzuschitzen. Danach bekommen
wir das Resultat mit Hilfe einer Polarisationsidentitit. Sei nun also

9(¢) := ®a(¢J)

fiir ein in L? ® h normiertes J. g ldsst sich auf ganz C holomorph fortsetzen.
Die Cauchysche Ungleichung liefert daher

nl v
| DG @ap( ;-5 J)| = |0¢c=09(¢)] < e ‘S?p l9(Q) < p%e”’" :

Dies minimieren wir nun iiber r. Das Minimum wird fiir 72 = 5. angenommen

und somit ist \
2ek
|D090ab(J )|<pn|< " >
Nun benutzen wir die Polarisationsidentitét
1 (%7 dyy 2 9
Dn Na J 7~~~;<]n = — — . -vn 7,(191+...+19n)x
0 Pa,b(J1 ) ”!/o o /o o e
Dg@a,b(e_wl Ji4de g e 4 e Jn),

die wir zunéchst beweisen wollen. Die rechte Seite der Identitit ergibt sich durch
Ausmultiplizieren zu

2 2m
dd dd, 0y — n~
Z / dvy / T;ez(ﬂﬁ SR — ) DR G (s ).

Die Integration mindestens eines Winkels iiber die Phasenfunktion ergibt Null
falls nicht {l4,...,l,} = {1,...,n} ist. Somit beschrénkt sich die Summe auf
alle Permutationen der Zahlen 1,...,n. Die Phase im Exponenten verschwindet
dann natiirlich und die normierten Integrale kénnen ausgefilhrt werden. Was
bleibt ist

1 - 1 -
a ZDO wa,b(‘]ﬂ'(l)a ey Jﬂ'(n)) = E ZDO @a,b((]h ey Jn)
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und dies zeigt die Identitédt. Nun verwenden wir dies, um die Auswertung von
Dy @b auf normierten Vektoren

[Sillz2en =+ = [Jnllz2en =1
abzuschéatzen. Wir erhalten so

‘Dg@a,b(Jl, ceey Jn)|

1 2er H . .
< Lo () e s,
< p(2ekn)?
und haben damit die Aussage des Lemmas bewiesen. O

Das Lemma zeigt, dass D @, eine beschriinkte Multilinearform iiber L>®h ist.
Da jedoch im unendlich-dimensionalen beschriankte n-fache Multilinearformen
nicht mit linearen Funktionalen auf dem Tensorprodukt (L? ® h)®™ iiberein-
stimmen, miissen wir den Raum weiter einschrénken.

Lemma 2:
Die Multilinearform D@, p 18sst sich als beschrénktes Funktional auf

(H' ([to, t]; H*?))®"

auffassen.

Beweis:

Die Wahl der Orthonormalbasis

liefert einen isometrischen Isomorphismus zwischen L2[to,t] und [?(Z). In dieser
Darstellung wird H![tg,t] zu

{(fk)k DY (1 k2)|fk|2}

k
Somit ist durch )
L:ep— (1+k%) 2e

ein isometrischer Isomorphismus von L? nach H' gegeben. Wihlen wir aufer-
dem eine Orthonormalbasis (f;);en von L?(R3). Dann ist die Familie von Vek-
toren der Form )

Gri=L"er®Cy3 fi
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eine Orthonormalbasis von H! ® H?2. Wir berechnen die Summe der Quadrate
der L? ® h-Normen.

_1
S o NGkillizon =Y IL  exll72 Y _Co 3 fillh
Kl % [
= Trrft, [ ?] Trp2(es) [
k

Dies zeigt, dass die Einbettung von H' ® H?? in L? ® h kompakt, ja sogar
Hilbert-Schmidt ist. Sei nun (J;);en eine Orthonormalbasis von H! ® H??2 und
(riy,..1, 11, .., 1y € N) eine endliche Familie reeler Zahlen. Dann gilt

1 1
\F“A
L1
f“f}::K@O

TTL2 (]R3 |:

’Dgsba,b[ Z Tzl,...,z”le®~--®Jln}

1y--erbln

< Z ’Tzl,...,z"

I, 5ln

< 3 Il ST DEGas [y @@ d,]
Iyln I,eln

1

2
2
(Z ||Jl||2L2®h>
l

D§@ap|Ji, @+ @ J1,]

D=
W=

< p(2ekn)? Z ’Tll,...,

Lyl
< p(2exKn)* Z 700t ?
I, ln

Dabei haben wir die Beschrénktheit der Multilinearform D{ @, benutzt. O

Der Beweis des Lemmas gibt sogar Aufschluss iiber die Norm von D§@g 5 in
(H' @ H>2)®") = (H~t @ H=2~2)8n

Die letzte Rechnung liefert ndmlich die obere Schranke
DG Gapll (-1 @m-2-20n < p(2exKn)2. (48)

Wir sind nun bereit, den Raum der Testfunktionen in L?(v) einzufiihren. Fixiere
dazu ein R > 2e?kK.

D= {w € L2w) : 3 = 3 (2R | g roeyon < oo} (49)

n=0
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Die orthogonale Zerlegung ¢ = > (") bezieht sich dabei wie immer auf die
Fockraum-Darstellung von L?(v). Es ist nun ein leichtes den entscheidenden
Satz dieses Abschnitts zu beweisen.

Satz:
Die Reihe Y, ,uflnb) konvergiert im Dualraum D’ des Testfunktionenraums
D und der Limes wird das Pfadmaf p,, = Fj,dv des freien Photonenfeldes
genannt. Des weiteren ist

ei<‘lv'>L2®L2 c D

falls J € H*([to,t]; H*?) und es gilt

/u(dA)Fa S(A)ei fio 47U AT _ (=N il D2 e

Beweis:
Zunéchst zeigen wir die Konvergenz der Reihe, berechnen also | g 4| pr.

[ee]

2
Z (n!) 2Rn ”“gflz (-1 @m-2-2)0n

1 "~
= Z WHDO <Pa,b||%H—1®H—2>—2)®n

n=0
5= 1" [(2ekK\"
<> 2 (25
n=0

<ty () v (UF)

Mit der Stirling-Formel und weil R > 2e?xK gewiihlt wurde, ist dies endlich.
Nun verwenden wir die Entwicklung

el ) 2gr2 — o= 3 A Z J®n
und zeigen, dass dies in D konvergiert.
[e%s} ) o © 2 0o
| n n
712::0(71) R (n')% (Hl®H?2:2)8n z:: R”JHH1®H2 2) < o0
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Nun miissen wir nur noch p,;, auf diesem Vektor auswerten.

Na,b[6i<J">L2®L2 = ] Z "}
A[J] Z % n‘/>D0 Pa, b[ ]

J]Z DOQOab ]

=3 ”soabu)
:<Pa,b(J)

Dies zeigt, dass g tatsichlich die Fouriertransformation von p, ist. O

no\o,

Nachdem wir nun eine befriedigende Beschreibung des Pfadintegrals haben, wol-
len wir im folgenden Abschnitt kurz erldutern, wie man die gewonnenen Er-
kenntnisse nutzen kann, um Ideen fiir Spielzeug-Modelle zu erhalten, die die
Wechselwirkung des Photonenfeldes mit Materie beschreiben.

10.4 Das Pfadintegral in wechselwirkenden Theorien

Neben der intuitiven Beschreibung, die das Pfadintegral fiir die Quantenmecha-
nik des Photonenfeldes liefert, kann dieses auch dazu genutzt werden, auf sehr
einfache Weise Wechselwirkungen mit Materie zu beschreiben. Natiirlich wird
es uns nicht direkt gelingen, ein reales Materiemodell an das zweitquantisierte
elektromagnetische Feld zu koppeln. Dennoch l&sst sich das heuristische Prin-
zip einfach erldutern. Ein wichtiger Grund fiir das Scheitern dieser Ideen in der
QED ist in der Irregularitét der Felder und Stréme zu suchen, die zu Divergenzen
fiihrt. Wir kennen dieses Problem bereits aus der klassischen Elektrodynamik,
wo es nicht gelingt, die Maxwell-Gleichungen mit der Bewegungsgleichung fiir
Materie, also die Lorentzkraft, zu koppeln, weil dies die Auswertung des Feldes
an der singuldren Stelle des Teilchenortes erfordern wiirde. Die nichtrelativis-
tische QED, die fiir die Beschreibung sehr vieler Phinomene ausreichend ist,
benutzt ein vergleichsweise einfaches Materiemodell. Die Elektronen werden da-
bei nicht voll relativistisch behandelt. Insbesondere ist die Teilchenzahl erhalten
und der antisymmetrisierte Tensorproduktraum

J—_'e_ — LQ(RS; (C4)/\N

reicht zur Beschreibung aus. Der heuristische Hamiltonian fiir diese Theorie
operiert also auf dem Tensorprodukt F,.- ® F, und hat die Form

H=H, +H,.
Dabei ist F., unser Fockraum L?(H %72, P) und H.,, der Halmiltonian des frei-

en Photonenfeldes, der nur auf dem zweiten Tensorfaktor wirkt. H.- hingegen
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enthilt die Wechselwirkung und ist gegeben durch

1 . 2 1 q2_
He- =Y =iV + g A —y e
e s Qme* (Uk ( 1V + Qe (xk))) + An e~ ‘-/I:k _ xl|

Der zweite Term, die Coulomb-Wechselwirkung, wirkt nur auf den Materieraum
und ist fiir uns nicht relevant. Der kritische Ausdruck hier ist der heuristische
Operator A(zy). Dieser modelliert die Wechselwirkung, indem er auf beide Ten-
sorfaktoren wirkt. In unserem Schrédingerbild ist die Wirkung von A(xy) leicht
beschrieben.

Alzr) (pr(y1) A== Api(yn) @ W(B)) = B(yr) (pr(y1) A=~ Apr(yn) @ U(B))

Die Wirkung ist also eine Auswertung des Punktes B in H~%72 auf y;. In
unser bisherigen Notation kénnten wir auch (d,,, A) schreiben. Und hier sehen
wir auch schon das Problem: A lisst sich nur auf glatten Funktionen auswerten
und 6, gehort sicher nicht dazu. Ein Weg die ungelésten Schwierigkeiten bei
der Definition des QED-Hamiltonians zu umgehen, wére direkt die Dynamik
des Gesamtsystems anzugeben. Dies gelingt zumindest heuristisch mit Hilfe des
Pfadintegrals. Da iiber feste Pfade von A-Feldkonfigurationen integriert wird,
l&sst sich zunéchst die Materiegleichung

0% we* = He* (A) we* (50)

fiir gegebenes zeitabhingiges A-Feld l6sen. Dies liefert eine unitire Dynamik
Ufo_’t(A), die von A abhéngt. Nun miissen wir nur noch iiber alle moglichen
Pfade mit dem Pfadmaft des Photonenfeldes integrieren.

/ H(dAYUE L (A)

Da wir die Regularitit des Pfadintegrals p bestimmt haben, wissen wir, dass
diese Idee nur dann umsetzbar ist, wenn zumindest die Matrixelemente von
Ug (A) im Argument A stetig in H~'([to,t]; H~*~?) sind. Tatséchlich ldsst
sich aber nicht einmal die Materiegleichung (50) fiir derart irreguldres A l6sen.
Gehen wir nun zu dem anderen Extrem, einem Modell, das wir schon bespro-
chen haben. Angenommen unser Materiemodell ist trivial, also .- = C der
einfachste komplexe Hilbertraum. Nehmen wir weiter an, dass Ufojt(A) die ein-

fache Form .
- f"o dr{J;,Az)

fiir ein festes glattes J hat. Dann erhalten wir als Gesamtdynamik die Fou-
riertransformation des Pfadmafies. Natiirlich ist dies kein ernstzunehmendes
Modell. Dennoch illustriert es die Idee, die hinter der Konstruktion wechsel-
wirkender Modelle steckt. Leider ist Stetigkeit des externen Feldproblems in
H~([to,t]; H~?72) eine sehr strikte Bedingung, die von realistischen Modellen
kaum erfiillt sein wird. Es werden also grundlegend neue Ideen nétig sein, um
die beiden dufseren Quellen-Probleme der Materie und des Photonenfeldes zu
einer wahrhaft wechselwirkenden Theorie zu vereinigen, die auf einem soliden
mathematischen Fundament seht.
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A Appendix

A.1 Standard Harmonischer Quantenoszillator

Die Dynamik des klassischen Harmonischen Oszillators in n Dimensionen wird
durch die Hamiltonfunktion

1 1
H:R"xR" =R, (z,p) = —p-p+ -pvic -z
21 2
bestimmt, wobei p > 0 die Masse und v > 0 die Kreisfrequenz ist. Wir kénnen
den Phasenraum durch

i
N

mit C” identifizieren. Die Zeitentwicklung wird somit unitir und beschrieben
durch

)

ER" X R" = C", (x,p) — \/g(./,w/x—k

f(ajfn pt) = e_iytg(x()apo)'

Wir erhalten durch kanonische Quantisierung den Hamiltonoperator des Quan-
tenoszillators

1 1 - 1 1 1
H= —EA+§/W2 Txr = V;(aZak+§), wobel ap = ﬁ(,/uwcm—wak)

die Vernichtungsoperatoren sind. H besitzt ein diskretes Spektrum und eine
L2-Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Zu den Eigenwerten

n
Emyooom, = I/Z(mk + =) mit mq,...,m, €Ny

gehoren die normierten Eigenfunktionen

w3

n
1
Vg ,oooimy, = kli[l ﬁ(a@mkwgz, wobel Ygz = (%) exp(—% x-x)
der Grundzustand ist.

A.2 Isomorphismus zwischen bosonischem Fockraum und
L2-Funktionen

Den Inhalt der folgenden beiden Abschnitte entnimmt man am besten der Mo-
nographie von David Nualart.?? Sei W ein reeller separabler Hilbertraum und Q
eine von einem Spurklasseoperator stammende quadratische Form auf W, sowie
h der Abschluss von W beziiglich @. Sei weiter P ein Wahrscheinlichkeitsmaf

22giehe [4]
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auf (W', B(W")), so dass die Auswertungsfunktionale ({(w,-) : w € W) auf Ele-
menten aus W’ eine zentrierte Gaufsche Familie mit Kovarianz @ bilden, d.h.
fiir wy,...,wg € W ist (wy,...,w;) k-dimensional normalverteilt mit Kovari-
anzmatrix (Q(w;, wl))?,l:l' Wir sehen sofort, dass sich die lineare Isometrie

W, Q) 3w — (w,-) € LA(W’, P)

auf den ganzen Raum h isometrisch fortsetzen lasst. Wir wollen einen kanoni-
schen Isomorphismus zwischen

Pre"  und  LAW,BW'), P)
n=0

finden. Hierbei bezeichnet h®™ jenen Unterraum des Tensorproduktes h®", der
unter Permutation der Tensorfaktoren invariant ist. Wir fiithren zunichst die
Hermitepolynome

(1" a2, 2

H,(z) := " eT e T, n € Ny

ein. Diese haben folgende Eigenschaften:
e 0,H,=H, 1
e m+1)Hpr1 =xH, — H,_1
o Hy(~a) = (~1)"Hy(x)
Wir betrachten nun den Unterraum
Hp = span{Hy((w,-)) : w € W,Q[w] = 1}

von L2(W’, P), den wir das n-te Wienerchaos nennen. Beachte dabei, dass wir
auch w € h hitten fordern kénnen, da die Q-Einheitskugel aus W in der aus h
dicht liegt und aus der Konvergenz der Auswertungsfunktionale auch die Kon-
vergenz der Einsetzung in ein Polynom folgt. Dann zerfillt unser L?-Raum in
die orthogonale Summe

L*(W',P) = P Ha.
n=0

Wir kénnen uns also darauf beschriinken, einen Isomorphismus F, : h®" —
H,, anzugeben. Um eine einfache Notation fiir diesen Isomorphismus zu erhal-
ten, fithren wir Auf- und Absteigeoperatoren ein. Fiir eine Q-Orthonormalbasis
(ex)rex in W bezeichne dafiir a, , die Einschréinkung des beschriankten Ope-
rators

At R = A2 p @ @ pp = VR Q(er, p1)p2 ® - @ py

90



auf h®". Man sieht leicht, dass a, i Werte im symmetrisierten Tensorprodukt
annimmt. Auf Vektoren

P, e @h®" mit W, =0 fir fast alle n
n=0 n=0

ldsst sich der Operator

oo
ar = Pan

n=0

definieren. Der Definitionsbereich seines Adjungierten a; enthélt ebenfalls alle
Vektoren dieser Form. Mit der Notation

1=10) € R = h®°

und der Erkenntnis, dass

(T, = H

a)** 10) : laf = n)

__(
vV Oék!
eine Orthonormalbasis von A" und

(P := H aplHy, ((eg, ) : |al =n)

keK

eine Orthonormalbasis von H,, ist, wenn « einen Multiindex bezeichnet, 14sst
sich sofort F,,(¥,) := @, definieren.

A.3 Malliavin-Ableitung und Divergenzoperator

Seien W, @, h und P wie im vorherigen Abschnitt. Wir wollen geniigend glat-
te Funktionen aus L?(W’, P) ableiten, d.h. wir suchen nach einem Analogen
des Gradienten im unendlichdimensionalen Fall. Die Malliavin-Ableitung ist
als Richtungsableitung hervorragend geeignet. Wir wollen eine Zufallsvariable
U € L2(W', P) glatt nennen, wenn es wy, ..., w, € h und f € C* gibt, so dass

= f({wr ) ()

und f und alle partiellen Ableitungen von f hochstens polynomiell wachsen.
Dafiir schreiben wir auch f € Cp° Fiir eine solche glatte Zufallsvariable ¥ wird
dann die Malliavin-Ableitung

D = "0 f((wr,), ... (wn, ))wi € LW, P) @ h
k=1

definiert. Die Malliavin-Ableitung hat folgende Eigenschaften:
e D ist abschlieRbar von L?(W’, P) nach L*(W’, P) ® h.
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e Sind ¥ und ® glatte Zufallsvariablen und w € h, so gilt

EVQ(D®,w)] + E[®Q(DY,w)] = E[¥ &(w, )]

o Ist U = f((wy,),...{wn,)) eine glatte Zufallsvariable, fiir die auferdem
wy, ..., w, € W sind und x € W', so gilt

DU(-+x) = (DU)(- + z).

Wir bezeichnen auch den Abschluss des oben definierten Operators mit D. Der
Definitionsbereich dieses Operators wird mit D!? bezeichnet und ist mit dem
von D erzeugten Skalarprodukt ein Hilbertraum. Sei nun § das Adjungierte von
D. Dann liegt D2 ® h im Definitionsbereich von § und fiir alle ¥ € D2 und
x € D2 ® h die definierende Gleichung

E[Ws(x)] = E[Q(DY, x)].

0 heifit Divergenzoperator und hat des weiteren die Eigenschaft:

e Ist we hund ¥ € DM2, 50 ist §(w¥) = ¥(w, ) — Q(w, DV).

A.4 Bochner-Minlos-Theorem

Das Bochner-Minlos-Theorem?? liefert eine Charakterisierung positiv definiter
stetiger Funktionale auf dem Schwartzraum S als Fouriertransformationen von
Borelmafien auf den temperierten Distributionen S’. Insbesondere erhélt man
durch diesen Satz bei vorgegebenem normiertem Funktional ein zugehoriges
Wabhrscheinlichkeitsmafs. Die konkrete Formulierung benutzt folgende drei Ei-
genschaften, welche ein Funktional F' auf S erfiillen kann:

o Stetigkeit: F' ist beziiglich der Topologie auf S stetig.
e Positive Definitheit: Fiir py,...,p, € Sund 21, ..., 2, € C gilt
2z (pj — pr) 2 0.
k=1
e Normiertheit: F'(0) =1

Der Satz besagt nun, dass F' genau dann die obigen drei Eigenschaften hat,
wenn

F= /ei<p">P(dp)
fiir ein regulires Wahrscheinlichkeitsmaft P auf (S, B(S’)).

23[6]
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A.5 Brownsche Bewegung und Stochastische Integration

Der stochastische Prozess (BT)TEM auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (0, 2, P)
steht in dieser Arbeit stets fiir eine standard Brownsche Bewegung, d.h. fiir
einen zeithomogenen Prozess mit unabhéngigen Inkrementen und B; verteilt
wie N(0,1). Nach dem Kolmogorovschen Kreterium verfiigt dieser Prozess {iber
eine stetige Modifikation und wir arbeiten immer mit dieser Version. Es ist fiir
viele Rechnungen vorteilhaft zu bemerken, dass sich die Brownsche Bewegung
auf [0, 7] in zwei unabhingige Komponenten zerlegen lisst.

Br ist unabhéngig von der Brownschen Briicke (Br — %BT)TE[O,T].

Wir wollen nun an die Grundbegriffe der stochastischen Integration erinnern.
Fiir eine genaue Behandlung siehe [20]. Zunéchst wird fiir beschrénkte einfache
adaptierte Prozesse das stochastische Integral iiber die Brownsche Bewegung
definiert:

rn—1 n—1
/ Z Uj]l(t_jyt_j+1](0—)dBU = Z Uj(Btj+1/\7' - Btjm—)
0 j=0 =0

Diese Definition wird zunéchst auf alle progressiv messbaren L?(dr®P)-Prozesse
isometrisch in die stetigen in Null startenden L?(P)-Matingale HZ mit dem Ska-
larprodukt (M, N)yz, = E[MpNr] fortgesetzt. Danach wird das stochastische
Integral fiir alle Prozesse aus

T

A := {u; : progressiv und uldr < oo fs.}
0

definiert. Dazu wird die folgende Aussage verwendet:

e Fiir u € A gibt es genau ein in Null startendes stetiges lokales L2-Martingal
M, so dass fiir jede Stoppzeit v mit E[ [ u2dr] < oo gilt

Miny = / uo]l[o,y] (U)dBU
0
und fiir den endlichen Variationsprozess zu M?

<M>T:/ u?do.
0

Uber endliche Variationsprozesse, d.h. adaptierte cadlag Prozesse mit pfadweise
endlicher Variation, ldsst sich das Integral pfadweise definieren. Wir kénnen
somit iiber jeden It6-Prozess der Form

XT = Xo +/ ugng +/ gng'
0 0
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integrieren, wobei u € A, X zum Zeitpunkt Null messbar und g progressiv
sowie f.s. in L!(d7) sein soll. Wir schreiben auch

dX, = u,dB, + g,dr.

Die fundamentale Aussage, die wir fiir die Losung von Differentialgleichungen
mit Hilfe stochastischer Methoden benétigen, ist

e It6-Formel: Fiir einen vektorwertigen Ito-Prozess X, = (X}!,...,X7)
und f zweimal stetig differenzierbar ist auch f(X,) ein It6-Prozess und es
gilt

I k g
df (X7) = Vf(X7) - dX; + 5 > 0, f(X,)dXEdXT,
k,j=1
wobei

4dXFdXI = d ((X*+ X9), — (X* - X9),).

A.6 Kovariante Formulierung fiir verschwindenden exter-
nen Strom

Im Falle des freien Photonenfeldes gestalten sich die Zweitquantisierung und
die Angabe der freien Quantendynamik besonders einfach. Hier 1isst sich auch
die explizite Lorentzkovarianz erhalten. Der Zustandsraum der quantenmechani-
schen Dynamik ist schlicht der klassische bosonische Fockraum @9, , H®" iiber
dem 1-Photon-Raum H, der dem Losungsraum der klassischen A-Feldgleichung
modulo deren Eichfreiheiten entspricht. Um Kausalitit sicherzustellen, soll der
Tréger der fouriertransformierten Losungen nur im Vorwértslichtkegel

K :={k=("Fk) eR*: g(k,k) =0,k° > 0}

liegen. Dabei bezeichnet g die Minkowskimetrik und der Lichtkegel ist mit dem
bis auf eine Konstante eindeutigen Lorentzinvarianten reguléren Borelmaf du
auf K ausgestattet. Ist j : RY — R3 (k°, k) — k die Projektion auf den Impuls-
raum bei festgehaltener Zeit, so hat p die Darstellung

dk
mm:/ o
jlcy |k|

fiir jede Borelmenge C. Wir arbeiten in der Lorentzeichung und damit bestehen
die restlichen Eichfreiheiten in allen Viererdivergenzen. Wir definieren zunichst
den Raum der glatten Losungen im Fourierraum:

i .- (A€ CEIEGCY : g(k, A(k)) = 0 Vk € K}
(kA A e Co(T:C)}

Nun ist das natiirliche Skalarprodukt

w%wmzﬂmmmw
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wohldefiniert, d.h. vom Reprédsentanten unabhiingig. Die positive Definitheit
von (-,-) sieht man z.B. durch Wahl des Repriisentanten in Strahlungseichung,
d.h. mit A° = 0. Der Abschluss von H unter diesem Skalarprodukt ist nun
der Einteilchenraum H. Da dies der klassische Losungsraum ist, wird die freie
unitdre Dynamik einfach durch den Forwértstransport in der Zeit gegeben.

Uy : H— H,[A] — [e"* A]

A.7 Transformation aus der Bogolubov-Theorie

Die Idee der Bogolubov-Approximation erfordert einen Hamiltonian auf €., R
unitér zu transformieren. Diese Transformation Us soll die Eigenschaft

Vp e h:Uga*(p)Us = a*(p) + (P, p)

haben, wobei ® € h ein fester Vektor des 1-Boson-Raumes ist und (-,-) das
Skalarprodukt auf h. Wir zeigen hier, dass U = exp(a*(®) — a(®)) eine solche
Transformation liefert. Dieser Operator ist durch die entsprechende Potenzreihe
auf

U {é\yn € éh@m W, =0 firalle n>M}=: [JF"
MeN n=0 n=0 MeN

definiert. Diese konvergiert, da die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
eingeschriinkt auf 7 in Norm durch v/M + 1 ||®|| beschriinkt sind. Auferdem
ist Up unitér, da (a*(®) — a(®))* = —(a*(P) — a(P)) ist. Kommen wir also zu
der gewiinschten Eigenschaft. Fiir ® = 0 ist nichts zu zeigen und fiir ® # 0
definieren wir ||®|| e; := ® und setzen zu einer Orthonormalbasis (ej)72 ; von h
fort. Es reicht nun

Ui a*(ex) Us = a*(cg) + |@]641

zu zeigen. Fiir k # 1 ist dies klar und fiir £ = 1 folgt es mit
o Ug(a*(e1) —a(e1)) Up = a”(e1) — aler)
o Uz (a*(e1)+a(er)) Up = e—l@ll(a*(el)—a(el))(a*(el)+a(el))€H<I>H(a*(e1)—a(el))
= a*(e1) +aler) +2[|@|,
()
wobei wir in (x) z.B. die Darstellung

a*(er) +aler) = ivV20, und a*(er) —aler) = —iv2x

der Kommutatoralgebra verwenden.
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B Symbole

const
Y/
Q,m

P

P

Cse(U3Y)

B(Y)
N(a,o?)
(Hm,n7 gm,n)
Om,n

||

da

o f

ol

()
S(R3;Y)
f*g

[X]

X

generische Konstante

Dualraum von Y

Quadratische Formen definiert wie in den
Abschnitten 2.1 oder 4.5
Wahrscheinlichkeitsmafs definiert wie in dem
Abschnitt 2.3 oder 4.1
Wahrscheinlichkeitsmafs definiert wie in dem
Abschnitt 77

Gradient von f

Divergenz von X

Rotation von X

Sy O2f

Beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen mit

kompaktem Trager in U und Werten in Y

Quadratintegrierbare Funktionen iiber (O, 1) mit

dessen o-Algebra und Werten in Y
Auswertungsfunktional auf p

Unter Permutation der Faktoren invarianter Unterraum

von Y®"

| fap

Malliavin-Ableitung von ¥

Q(b, DY)

Divergenzoperator angewandt auf u
Spur von C'

Fouriertransformation von g
FlCF

Borelsche o-Algebra auf YV

Normalverteilung mit Erwartungswert ¢ und Varianz o

Sobolevraum aus Abschnitt 4.2
Operator wie in Abschnitt 4.2 definiert

1
(i)
Dirac-Maf in a
810‘1 ...09? f fiir Multiindex o
Hk 1 oy fﬁr Multiindex «
Hk | e PoTET ﬁk g7 fir Multiindices o3
Schwartzfunktionenraum mit Werten in Y
Faltung von f mit g bzw. in Kapitel ?? das
Sternprodukt von f und g
Aquivalenzklasse von X
Komplex Konjugiertes zu X
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Kﬁ

2
I

faE [t,T] f(T)

Brownsche Bewegung

Indikatorfunktion zur Menge C

Aufere Ableitung bzw. in Abschnitt 5.1 stochastisches
Differential

Unitdre Photonenfelddynamik mit externem Strom
Unitdre Photonenfelddynamik ohne externen Strom
Unitédre Photonenfelddynamik im Wechselwirkungsbild
Abkiirzung fiir sin(w),cos(wT)

Abkiirzung fiir ftT dr f(1)J,

Ausdruck wie in Abschnitt 7.2 definiert

Offene Kugel mit Radius R um a

Offene Kugel mit Radius R um 0
Komplexifizierung von Y

Funktionenraum definiert wie in Abschnitt 7.6

D>

Translation um A

Realteil, Imaginéarteil

Sesquilineare Version der Bilinearform @

Pfadmafs

der Differenzialoperator 1(—82 + z%w?)

Inveres von B~

Quadratische Form zu A*

Vektor wie definiert in Abschnitt 10.2
Fouriertransformation des Pfadmafies

Pfadmafs des Ohrnstein-Uhlembeck-Prozesses
Hilbertraum mit Skalarprodukt A’
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