
Diplomarbeit in Physik

Formulierung der Theorie des

zweitquantisierten

elektromagnetischen Feldes im

Schrödingerbild

von

Torben Krüger

12. November 2012

Betreut von Detlef Dürr



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

1.1 Notationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Einheitenkonvention . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 Warum eine Arbeit zum äuÿeren Stromproblem? . . . . . . . . . 1
1.4 Ziel der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.5 Danksagung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Koordinatenunabhängige Formulierung des n-dimensionalen Har-

monischen Quantenoszillators 3

2.1 Setting des harmonischen Oszillators . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Übergang zur Quantentheorie über L2(dx) . . . . . . . . . . . . 4
2.3 Formulierung auf L2(dP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4 Auswertungsfunktionale als Gauÿsche Familie und Fockraumfor-

mulierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Setting für das Photonenfeld 8

3.1 Maxwellgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2 Eichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.3 Analogie zum Harmonischen Oszillator . . . . . . . . . . . . . . . 9

4 Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsmaÿes für die L2-Darstellung

des Photonenfeldes 9

4.1 Konstruktion von P zu gegebenem Q . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4.2 Regularität des Trägers von P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4.3 Erweiterung von P auf Schwartzsche Distributionen . . . . . . . . 17
4.4 Nichtdynamische Freiheitsgrade und Eichfreiheit der klassischen

Gleichung sowie Konstruktion von V . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.5 Zusammenfassung der Konstruktionsschritte . . . . . . . . . . . . 23

5 Stochastischer Lösungsansatz für den n-dimensionalen Harmo-

nischen Oszillator 25

5.1 Stochastische und partielle Di�erentialgleichungen . . . . . . . . 25
5.2 Lösung der Schrödingergleichung mit imaginärer Zeit . . . . . . . 27
5.3 Lösung der Schrödingergleichung für den Harmonischen Oszilla-

tor mit äuÿerer Kraft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6 Bewegungsgleichung für das zweitquantisierte Photonenfeld und

freie Lösung 32

6.1 Schrödingergleichung des zweitquantisierten Photonenfeldes . . . 32
6.2 Bewegungsgleichung des zweitquantisierten Photonenfeldes über

klassischem Fockraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
6.3 Lösung der freien Photonenfeldgleichung . . . . . . . . . . . . . . 34

i



7 Unitäre Dynamik des zweitquantisierten Photonenfeldes mit

externem Strom 34

7.1 Endlichdimensionale Vorüberlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
7.2 Konstruktion der Zeitentwicklung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
7.3 Die unitäre Dynamik und die Bewegungsgleichung . . . . . . . . 42
7.4 Eindeutigkeit der Dynamik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
7.5 Geschlossene Lösungsformel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
7.6 Regularitätseigenschaften der Dynamik . . . . . . . . . . . . . . . 50

8 Transformationen des Wahrscheinlichkeitsmaÿes P 53

8.1 Translationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

9 Anwendungsbeispiele 60

9.1 Vakuumdynamik und Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte 60
9.2 Einige Erwartungswerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
9.3 Stationäre Stromprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

10 Dynamische Theorie des Photonenfeldes und das Pfadintegral 66

10.1 Idee des Pfadintegrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
10.2 Wick-Rotation der Zeit und Nichtexistenz eines Pfadmaÿes . . . 67
10.3 Das Pfadintegral als Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
10.4 Das Pfadintegral in wechselwirkenden Theorien . . . . . . . . . . 86

A Appendix 88

A.1 Standard Harmonischer Quantenoszillator . . . . . . . . . . . . . 88
A.2 Isomorphismus zwischen bosonischem Fockraum und L2-Funktionen 88
A.3 Malliavin-Ableitung und Divergenzoperator . . . . . . . . . . . . 90
A.4 Bochner-Minlos-Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
A.5 Brownsche Bewegung und Stochastische Integration . . . . . . . 92
A.6 Kovariante Formulierung für verschwindenden externen Strom . . 93
A.7 Transformation aus der Bogolubov-Theorie . . . . . . . . . . . . 94

B Symbole 95

C Referenzen 97

ii



1 Einleitung

1.1 Notationen

Wir wollen hier ein paar Notationen klären, die im Laufe dieser Arbeit ohne wei-
tere Erklärung immer wieder auftauchen. Der Ausdruck �const� in Gleichungs-
und Ungleichungsketten steht für eine generische Konstante, die sich von Zeile zu
Zeile ändern kann. Hängt diese Konstante von Gröÿen ab, die verändert werden
können, so wird darauf durch die Notation �const(Variable)� oft explizit hinge-
wiesen. Bei der Angabe linearer Operatoren wird häu�g nur die Wirkung auf
eine Basis oder eine totale Teilmenge von Vektoren angegeben. Diese Wirkung
wird implizit als linear und stetig fortgesetzt verstanden. Ist diese Fortsetzbar-
keit jedoch nicht selbstverständlich, so wird sie natürlich nach De�nition des
Operators bewiesen. Es kann auÿerdem vorkommen, dass zwischen Funktions-
räumen bzw. Operatoren und den ihnen unter der Fouriertransformation ent-
sprechenden Objekten nicht klar unterschieden wird. Die Notation (Qf(ω))[a],
wobei Q eine quadratische Form, f eine Funktion, ω ein Operator und a ein
Vektor ist, steht für Q(a, f(ω)a). Wenn in dieser Arbeit von einer Gauÿschen
Familie die Rede ist, so ist stets eine zentrierte Gauÿsche Familie gemeint, d.h.
eine Familie von Zufallsvariablen, die gemeinsam normalverteilt sind und alle
verschwindenden Erwartungswert haben.

1.2 Einheitenkonvention

Da wir in dieser Arbeit ausschlieÿlich an der mathematischen Analyse des Pho-
tonenfeldes interessiert sind, verwenden wir hier ein natürliches Einheitensys-
tem, in dem alle für uns relevanten Naturkonstanten dimensionslos sind und den
Zahlenwert 1 annehmen. Wir haben somit nur eine Basisgröÿe, nämlich unsere
Einheitslänge, welche wir wie in der mathematischen Physik üblich als dimen-
sionslose Zahl wählen. Das resultierende mechanische Einheitensystem, welches
durch die Formeln �Energie = mc2 = ~ω� und �Kraft = F = mẍ� mit c = ~ = 1
bestimmt wird, wird dann wie im Heaviside-Lorentz-Einheitensystem um die
elektromagnetischen Einheiten erweitert, in dem das Coulombgesetz und das
Faradaysche Induktionsgesetz die Form

F =
1

4π

q1q2

r2
und ∇× E = −∂tB

annehmen. Die Maxwell-Gleichungen haben somit die in diesem System übliche
Form.1

1.3 Warum eine Arbeit zum äuÿeren Stromproblem?

Die Quantenelektrodynamik (QED) ist eine der erfolgreichsten physikalischen
Theorien unserer Zeit. Dieser oder ein ähnlicher Satz leitet viele Arbeiten und

1vergleiche Abschnitt 3.1
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Lehrbücher zur QED ein. Tatsächlich hat der zu dieser Theorie gehörige Forma-
lismus es ermöglicht, eine Vielzahl von Messergebnissen an elektromagnetisch
wechselwirkenden mikroskopischen Systemen vorherzusagen. Der g-Faktor des
Elektrons2 und die Wirkungsquerschnitte fundamentaler Prozesse, wie z.B. er
Comptenstreuung3, sind nur ein Beispiel dafür. Auf theoretischer Ebene jedoch,
hat diese Theorie eine Vielzahl von ungelösten Problemen. Einige davon sind
so fundamental, dass es bis heute nach dem Wissen des Autors nicht gelun-
gen ist, eine Dynamik für ein voll wechselwirkendes System aus Elektronen und
elektromagnetischem Feld anzugeben. Derartige Schwierigkeiten sind aus der
klassischen Elektrodynamik bereits bekannt. Dennoch erscheint es erstrebens-
wert, nicht nur einen streutheoretischen Formalismus für eine so grundlegende
Theorie wie die QED anzugeben, sondern auch die zeitliche Entwicklung der
zugrundeliegenden Objekte zu beschreiben. Insbesondere ist es problematisch
die nichtrelativistische QED4 oder auch die klassische Quantenmechanik als
Grenzwerte einer Theorie zu verstehen, die selbst keine zeitliche Entwicklung
von Zuständen beschreibt. Einen Hinweis auf das Aussehen einer vollständigen
Kopplung von Teilchen und Wechselwirkungsfeld kann das Studium einfacherer
Aspekte der Theorie liefern. So führte die Untersuchung externer Quellenpro-
bleme etwa in der klassischen Elektrodynamik zu einem besseren Verständnis
für die Bedeutung von Divergenzen im Punktteilchenlimit5. Mit externen Quel-
lenproblemen sind in diesem Fall die Lorentzkraft bzw. die Maxwellgleichungen
gemeint, in denen entweder das elektromagnetische Feld oder die Strom- und La-
dungsverteilung als von auÿen gegeben und unveränderlich angenommen wird.
In gleicher Weise lassen sich auch die analogen Probleme in der QED betrachten.
Für das externe Feld-Problem gibt es funktionierende mathematische Modelle,
welche bereits einige ausgefallene Ideen, wie etwa zeitlich veränderliche Fock-
räume6 oder Renormierungen7, erfordern, um eine wohlde�nierte Dynamik zu
erhalten. Das Gegenstück dazu, das externe Stromproblem, erscheint hingegen
in der mathematischen Literatur nur wenig behandelt. Diese Arbeit stellt eini-
ge Ideen zusammen, die zur mathematischen Beschreibung und Lösung dieses
Problems genutzt werden können.

1.4 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es für eine eingeschränkte Klasse von externen Strömen
die Dynamik des zweitquantisierten elektromagnetischen Feldes in einer Version
zu formulieren, die dem Schrödingerbild der Quantenmechanik entspricht. Wir
lösen uns also von dem Teilchenbild, welches über einem Fockraum mit Auf- und
Absteigeoperatoren arbeitet und geben eine Gleichung an, die wie die klassische
Schrödingergleichung über einem L2-Raum aufzustellen ist. Als Kon�gurations-

2[13]
3[14]
4[15]
5[15]
6[11],[22]
7[16]
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raum, auf dem diese Wellenfunktionen de�niert sind, tritt nun jedoch anstelle
der Orte von n Quantenteilchen der Raum der A-Feld-Kon�gurationen. Um
zu dieser Formulierung zu gelangen, wird uns der Harmonische Quantenoszilla-
tor unter dem Ein�uss einer räumlich konstanten äuÿeren Kraft als Analogon
dienen, welches wegen der Endlichdimensionalität weniger technische Schwierig-
keiten aufweist. Ausgehend von dieser Formulierung wollen wir dann einen Pfa-
dintegralformalismus einführen mit dessen Hilfe potentiell auch einfache wech-
selwirkende Spielzeug-Modelle aufgestellt werden können. Ein wichtiges Ziel ist
dabei die Bestimmung der Regularitätsklasse des Pfadintegrals, da durch die-
se jene Materiemodelle bestimmt werden, die sich einfach durch Ausintegrieren
aller Wege an das Photonenfeld koppeln lassen.

1.5 Danksagung

Ich möchte mich an dieser Stelle bei all jenen bedanken, die während meines
Studiums meine Faszination und mein Verständnis für Physik und damit das
Wesen der Natur gefördert haben. Unter diesen besonders Dirk Deckert, Detlef
Dürr und Martin Schottenloher, die mit ihrem Seminar mein Interesse an QED
wecken konnten. Auÿerdem danke ich Franz Merkl, von dem die Idee für diese
Arbeit stammt und ohne den sie nicht möglich gewesen wäre.

2 Koordinatenunabhängige Formulierung des n-

dimensionalen Harmonischen Quantenoszillators

2.1 Setting des harmonischen Oszillators

Um ein gutes Verständnis für die Bewegungsgleichung des zweitquantisierten
Photonenfeldes und die zugehörigen Lösungsstrategien zu bekommen, gehen wir
zunächst vom n-dimensionalen Harmonischen Oszillator aus. Das Photonenfeld
können wir uns als eine Art Harmonischen Quantenoszillator in unendlich vielen
Dimensionen vorstellen und diese Sichtweise wird uns im gesamten Verlauf die-
ser Arbeit begleiten. Um jedoch den Übergang von endlich zu unendlich vielen
Dimensionen und damit zum elektromagnetischen Feld zu erleichtern, werden
wir bei der Formulierung der Gleichung des Harmonischen Oszillators auf eini-
ge Annahmen über Symmetrie und Schreibweisen in der Gleichung, die explizit
von der Struktur des Rn Gebrauch machen, verzichten müssen. Insbesondere ist
nach Wahl der kanonischen Basis Rn natürlich isomorph zu seinem Dualraum.
Eine Eigenschaft, die in unendlich vielen Dimensionen sicher nicht mehr gilt.

Wir beginnen mit dem Kon�gurationsraum V , hier ein n-dimensionaler Vektor-
raum, in dem die klassische Bewegung (t 7→ x(t) ∈ V ) statt�ndet und auf dem
die quantenmechanische Wellenfunktion de�niert wird. Wie beim Übergang vom
klassischen Harmonischen Oszillator zur entsprechenden Quantentheorie üblich
gehen wir von der Hamiltonschen Mechanik aus. Wir assoziieren den Dualraum
V ′ von V mit dem Impulsraum. Die klassische Dynamik wird durch die auf
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dem Phasenraum de�nierte Hamiltonfunktion H : Γ = V ×V ′ −→ R bestimmt.
Diese setzt sich für den freien Harmonischen Oszillator aus einem kinetischen,
in den Impulsen quadratischen und einem potentiellen, in den Orten quadrati-
schen Term zusammen. Da wir an der Kopplung des elektromagnetischen Feldes
an einen externen Strom interessiert sind, müssen wir ein endlichdimensionales
Analogon einführen. Diese Rolle übernimmt ein im Ort linearer Kopplungs-
term in der Energie, der physikalisch einer räumlich konstanten äuÿeren Kraft
entspricht. Ist also m : V × V → R oder m : V → V ′ eine positiv de�nite qua-
dratische Form auf V und ω : V → V invertierbar und bezüglich m symmetrisch
und ft ∈ V ′, so ist

H(x, p) =
1

2
m−1(p, p) +

1

2
m(x, ω2x) + 〈ft, x〉.

Im speziellen Fall V = Rn, sowie m(x, x) = µx · x und ω(x) = ν x mit µ, ν > 0
erhalten wir

H(x, p) =
1

2µ
p · p+

1

2
µ ν2 x · x+ ft · x.

Verschwindet die externe Kraft, so ergibt sich der übliche Harmonische Oszilla-
tor, der im Anhang A.1 noch einmal wiederholt wird.

2.2 Übergang zur Quantentheorie über L2(dx)

Für den harmonischen Oszillator auf Rn erhalten wir mittels kanonischer Quan-
tisierung, also der Substitution p→ −i∇, die Schrödingergleichung:(

− 1

2µ
4+

1

2
µν2 x · x+ ft · x

)
ψ = i∂tψ .

Nun besteht zwischen dem translationsinvarianten ∇ und dem bis auf eine mul-
tiplikative Konstante einzigen nichttrivialen translationsinvarianten Borelmaÿ
dx auf Rn der durch partielle Integration sichtbare Zusammenhang, der zu der
schwachen Formulierung der Gleichung∫ (

1

2µ
∇φ∇ψ +

1

2
µν2 x · xφψ + ft · xφψ

)
dx =

∫
φ i∂tψ dx ∀φ ∈ C∞0 (Rn)

führt. Für den allgemeinen Fall des Kon�gurationsraumes V sollten wir der
Tatsache, dass die Impulse Elemente des Dualraumes sind, dadurch Rechnung
tragen, dass wir ∇ in der Schrödingergleichung durch die äuÿere Ableitung d
ersetzen und erhalten somit:∫ (

1

2
m−1(dφ, dψ) +

1

2
m(x, ω2x)φψ + 〈ft, x〉φψ

)
dx =

∫
φ i∂tψ dx

∀φ ∈ C∞0 (V )

Wobei dx auch hier ein nichttriviales translationsinvariantes Borelmaÿ auf V
ist.
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2.3 Formulierung auf L2(dP)

Bei dem Versuch die obige Gleichung auf den Fall des elektromagnetischen Feldes
zu verallgemeinern ergibt sich ein fundamentales Problem. Ein Analogon zu dx
existiert in einem unendlichdimensionalen Vektorraum nicht. Auch in unendlich
vielen Dimensionen existieren jedoch nichttriviale Wahrscheinlichkeitsmaÿe. Um
ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmaÿ P auf V zu �nden, betrachten wir den
Grundzustand des freien Harmonischen Quantenoszillators

ψGZ(x) = αe−
1
2m(x,ωx), α > 0 mit

∫
|ψGZ |2 dx = 1.

Mit dieser Grundzustandswellenfunktion lässt sich dP = |ψGZ |2 dx de�nieren.
Mit Hilfe des isometrischen Isomorphismus

U : L2(V, dP )→ L2(V, dx), u 7→ uψGZ

lässt sich die Bewegungsgleichung auf L2(dP ) formulieren:

E

[
1

2
m−1(dv, du) +

(
1

2
Tr(ω) + 〈ft, ·〉

)
u v

]
= E [v i∂tu] ∀v ∈ C∞0 (V ) (1)

Hierbei bezeichnet d weiterhin die äuÿere Ableitung, die im folgenden Abschnitt
eine Interpretation als stochastische Ableitung erhält.

2.4 Auswertungsfunktionale als Gauÿsche Familie und Fock-
raumformulierung

Wir wollen nun eine Verbindung zwischen der Gleichung (1), formuliert über
L2(dP ), und der Gleichung des Harmonischen Oszillators im Teilchenbild über
einem klassischen bosonischen Fockraum der Form

⊕∞
k=0W

⊗̃k herstellen.8 Hier-
für stellen wir zunächst fest, dass für p ∈ V ′ das zugehörige Auswertungsfunk-
tional ein Element von L2(V, dP ) ist. Tatsächlich bilden die Auswertungsfunk-
tionale

(〈p, ·〉 : p ∈ V ′)
eine Gauÿsche Familie auf (V,B(V ), P ) mit Kovarianz

E[〈p, ·〉〈q, ·〉] =

∫
〈p, x〉〈q, x〉 |ψGZ(x)|2 dx =

1

2
(mω)−1(p, q),

wobei mω : V × V → R, (x, y) 7→ m(x, ωy) ist. Wir de�nieren die Kovarianzma-
trix als quadratische Form Q := 1

2 (mω)−1. Somit ist (V ′, Q) ein Hilbertraum

und nach A.2 ist L2(V, dP ) natürlich isomorph zu
⊕∞

k=0(V ′)⊗̃Qk. Wir führen
nun die üblichen Auf- und Absteigeoperatoren ein. Seien dazu

ã∗k(p) :(V ′)⊗k → (V ′)⊗k+1,

p1 ⊗ · · · ⊗ pm 7→
1√
k + 1

k∑
j=0

p1 ⊗ · · · ⊗ pj ⊗ p⊗ pj+1 ⊗ · · · ⊗ pk

8vergleiche A.2
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für jedes p ∈ V ′, sowie

ãk(x) : (V ′)⊗k → (V ′)⊗k−1, p1 ⊗ · · · ⊗ pk 7→
√
k〈p1, x〉p2 ⊗ · · · ⊗ pk

für x ∈ V . Dann liefern die Einschränkungen von ã∗(p) =
⊕∞

k=0 ã
∗
k(p) und

ã(x) =
⊕∞

k=0 ãk(p) auf
⊕∞

k=0(V ′)⊗̃k die Auf- und Absteigeoperatoren a∗(p)
und a(x), für welche die Kommutatorrelation [a(x), a∗(p)] = 〈p, x〉 gilt.

Wir wollen nun genauer untersuchen, wie sich diese Operatoren in der L2-
Darstellung des Fockraumes verhalten. Ist (ej)

n
j=1 eine Orthonormalbasis von

(V ′, Q), so hat der Isomorphismus, der zwischen den beiden Darstellungen wech-
selt, folgende Form:

F =

∞⊕
k=0

Fk :

∞⊕
k=0

(V ′)⊗̃k → L2(V, dP )

mit

Fk : (V ′)⊗̃k → Hk,
1√
α!

n∏
j=1

a∗(ej)
αj |0〉 7→

√
α!

n∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉),

wobei Hk das k-te Wienerchaos, Hαj das αj-te Hermitepolynom und α ein
Multiindex mit |α| = k ist. Berechnen wir nun also zunächst Fa(x)F−1 und
dann Fa∗(p)F−1.

Fa(Q(el, ·))F−1
√
α!

n∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉)

=
1√
α!
Fk−1a(Q(el, ·))

n∏
j=1

a∗(ej)
αj |0〉

=
αl√
α!
Fk−1

l−1∏
j=1

a∗(ej)
αj

 a∗(el)
αl−1

n∏
j=l+1

a∗(ej)
αj |0〉

=
√
α!

l−1∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉)

Hαl−1(〈el, ·〉)︸ ︷︷ ︸
H′αl

(〈el,·〉)

n∏
j=l+1

Hαj (〈ej , ·〉)

= Q(el, D

√α!

n∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉)

)
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Fa∗(el)F
−1
√
α!

n∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉)

=
1√
α!
Fk+1a

∗(el)

n∏
j=1

a∗(ej)
αj |0〉

=
√
αl + 1Fk+1

1√
α!
√
αl + 1

l−1∏
j=1

a∗(ej)
αj

 a∗(el)
αl+1

n∏
j=l+1

a∗(ej)
αj |0〉

=
√
α!

l−1∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉)

 (αl + 1)Hαl+1(〈el, ·〉)︸ ︷︷ ︸
〈el,·〉Hαl (〈el,·〉)−Hαl−1(〈el,·〉)

n∏
j=l+1

Hαj (〈ej , ·〉)

= 〈el, ·〉
√
α!

n∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉)− Fa(Q(el, ·))F−1
√
α!

n∏
j=1

Hαj (〈ej , ·〉)

Hierbei bezeichnet D die im Appendix A.3 eingeführte Malliavin-Ableitung und
wir haben die Eigenschaften der Hermitepolynome aus A.2 benutzt. Insgesamt
ergibt sich also:

Fa(x)F−1 = 〈D•, x〉 , Fa∗(p)F−1 = 〈p, ·〉 • −Q(p,D•) (2)

Abschlieÿend wollen wir nun Gleichung (1) mit Hilfe von F auf dem Fockraum
mit dem auf natürliche Weise fortgesetzten Q als Skalarprodukt betrachten.
Für ũ, ṽ ∈

⊕∞
m=0(V ′)⊗̃Qm und v = F ṽ ∈ C∞0 (V ), u = Fũ, die Gleichung (1)

erfüllen, erhalten wir:

iQ(ṽ, ∂tũ)

= iE [v ∂tu]

=
(1)

n∑
k,l=1

1

2
m−1(ek, el)E [Q(Dv, ek)Q(Du, el)] + E

[(
1

2
Tr(ω) + 〈ft, ·〉

)
u v

]

=
(2)

n∑
k,l=1

1

2
m−1(ek, el)Q(a(Q(ek, ·))ṽ, a(Q(el, ·))ũ)

+Q(ṽ,

(
1

2
Tr(ω) + a∗(ft) + a(Q(ft, ·))

)
ũ)

Mit den Notationen gk := 1√
2
(mω1/2)−1ek, a∗k := a∗(ek), ak := a(Q(ek, ·))

und fkt := Q(ek, ft) und wegen 1
2m
−1(ek, el) = m−1((mω1/2)gk, (mω

1/2)gl) =
m(gk, ωgl) erhalten wir:

iQ(ṽ, ∂tũ) (3)

=

n∑
k,l=1

m(gk, ωgl)Q(a∗l akṽ, ũ) +

n∑
k=1

fkt Q((a∗k + ak)ṽ, ũ) +
1

2
Tr(ω)Q(ṽ, ũ)
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Die gk bilden dabei eine m-Orthonormalbasis und (3) ist die wohlbekannte Glei-
chung des Harmonischen Quantenoszillators in der Fockraumdarstellung. Eine
solche Darstellung ist auch für die Bewegungsgleichung des zweitquantisierten
Photonenfeldes üblich.9 Es ist nun unser Ziel, diese auch über einem L2(dP )-
Raum zu formulieren und damit eine zu Gleichung (1) analoge Darstellung zu
erhalten.

3 Setting für das Photonenfeld

3.1 Maxwellgleichungen

Die klassischen Maxwellgleichungen für das elektromagnetische Feld haben in
der hier gewählten Einheitenkonvention die folgende Form:

∇ · E = ρ

∇ ·B = 0

∇× E + ∂tB = 0

∇×B − ∂tE = j

Wie üblich führen wir die Potentiale (Φ, A) mit E = −∇Φ−∂tA und B = ∇×A
ein und es bleiben die inhomogenen Maxwellgleichungen:

4Φ + ∂t∇ ·A = −ρ

4A− ∂2
tA−∇(∇ ·A+ ∂tΦ) = −j

3.2 Eichung

Wir werden im Folgenden immer in der Coulomb-Eichung arbeiten. Damit ge-
ben wir die explizite Lorentzinvarianz unserer Gleichungen auf. Diesen Preis zu
zahlen, ist jedoch die Tatsache wert, dass sich in dieser Eichung die Maxwell-
gleichung für das elektrische Potential Φ explizit lösen lässt und Φ damit keinen
echten Freiheitsgrad mehr darstellt. Insbesondere spielt dieses Potential daher
beim Quantisierungsprozess keine wesentliche Rolle mehr. Wir haben also im
Folgenden

∇ ·A = 0

Es sollte an dieser Stelle bemerkt werden, dass auf die notwendige Regularität
von ρ, j,Φ und A hier nicht weiter eingegangen wird. Wir erheben nicht den
Anspruch aus der klassischen Theorie eine Quantentheorie abzuleiten und dieser
Abschnitt dient daher ausschlieÿlich dazu, eine Idee von den der Quantentheorie
zugrundeliegenden Objekten zu bekommen. Bei der Formulierung und Lösung
der Gleichungen für das zweitquantisierte Photonenfeld muss die Regularität

9[8]
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der Quellen natürlich wieder diskutiert werden. Aus den Maxwellgleichungen
wird nun:

4Φ = −ρ, 4A− ∂2
tA−∇(∇ ·A+ ∂tΦ) = −j (4)

In der Coulombeichung bleibt eine Resteichfreiheit, nämlich Φ → Φ − ∂tχ und
A→ A+∇χ mit 4χ = 0.

3.3 Analogie zum Harmonischen Oszillator

Für hinreichend reguläres ρ lässt sich Gleichung (4) für Φ lösen und liefert:

Φ(x, t) =

∫
ρ(y, t)

|x− y|
dy (5)

Mit J := j −∇∂tΦ bleibt so die Gleichung

∂2
tA−4A = J, (6)

zu der die Lagangefunktion L =
∫

( 1
2∂tA · ∂tA+ 1

2A4A−A · J) dx gehört. No-
tieren wir m(A,B) :=

∫
A ·B dx, ω(A) := F−1| · |F(A), wobei F die Fourier-

transformation ist, und λt :=
∫
Jt · • dx, so erhalten wir

L =
1

2
m(∂tA, ∂tA)− 1

2
m(A,ω2A)− 〈λt, A〉, (7)

eine zum Harmonischen Oszillator aus Kapitel 2 analoge Form, die mit dem
kanonisch konjugierten Impuls P = δL

δ∂tA
= m(∂tA, ·) zu der Hamiltonfunktion

H =
1

2
m−1(P, P ) +

1

2
m(A,ω2A) + 〈λt, A〉 (8)

führt. Unserer Kon�gurationsraum V ist also der Raum der A-Felder, deren
Regularität im nächsten Kapitel im Abschnitt 4.2 genauer untersucht wird. Wir
stellen uns A ∈ V als divergenzfreies Vektorfeld von R3 nach R3 vor und damit
V als den Raum, in dem die Dynamik der klassischen Feldgleichung (6) ver-
läuft. Auf V ist das L2-Skalarprodukt m eine eventuell nicht überall de�nierte
quadratische Form und ω wie oben ein linearer Operator.

4 Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsmaÿes für

die L2-Darstellung des Photonenfeldes

4.1 Konstruktion von P zu gegebenem Q

Im Folgenden werden wir mit S die Schwartzfunktionen von R3 nach R3 no-
tieren. Auÿerdem identi�zieren wir a ∈ S mit der zugehörigen Linearform∫
a · • dx. Mit ω(A) = F−1|·|F(A) und Q := 1

2 (mω)−1 erhalten wir die Wirkung
dieser Form auf von Schwartzfunktionen kommenden Linearformen:

Q(a, b) =

∫
â(x) · b̂(x)

|x|
dx. (9)

9



Wir wollen nun für dieses Q wie im Falle des Harmonischen Oszillators in Ka-
pitel (2) einen Hilbertraum H �nden, auf dem Q eine quadratische Form ist
und auf dessen Dualraum H ′ wir ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P konstruieren
können, so dass die Auswertungsfunktionale (〈a, ·〉 : a ∈ H) bezüglich P eine
Gauÿsche Familie mit Kovarianz Q sind. Für geeignetes H liefert der folgende
Satz eben dieses Wahrscheinlichkeitsmaÿ P .

Satz:

Sei Q eine abschlieÿbare nichtnegative quadratische Form auf einem separablen
Hilbertraum (H, g) mit De�nitionsbereich D. Dann sind folgende Aussagen äqui-
valent:

1. Es existiert eine Orthonormalbasis (ek)k∈N von H im De�nitionsbereich
von Q mit

∑
kQ(ek, ek) <∞.

2. Es existiert ein Spurklasseoperator q auf H, so dass Q(a, b) = g(a, q b) für
alle a, b ∈ D.

3. Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ P auf dem Dualraum(H ′,B(H ′)),
so dass (〈a, ·〉 : a ∈ D) eine Gauÿsche Familie mit Kovarianz Q bezüglich
P ist, d.h. E[〈a, ·〉〈b, ·〉] = Q(a, b) gilt für alle a, b ∈ D.

Beweis:

1. ⇒ 2. : Da Q abschlieÿbar ist, gibt es eine abgeschlossene Erweiterung von
Q, die dann von einem selbstadjungierten nichtnegativen Operator stammt, der
nach 1. eine endliche Spur hat.

2. ⇒ 3. : Sei (ek)k∈N eine H-Orthonormalbasis mit

q =
∑
k

λkg(ek, ·), wobei qk ≥ 0,
∑
k

qk <∞.

Auf RN mit der von den Zylindermengen erzeugten σ-Algebra B(R)
N lässt sich

das Wahrscheinlichkeitsmaÿ P :=
⊗

kN (0, qk) de�nieren. Auÿerdem lässt sich
H ′ in RN mit

H ′ → RN,
∑
k

αkg(ek, ·) 7→ (αk)k

einbetten. Wir behaupten nun, dass die folgenden σ-Algebren auf H ′ überein-
stimmen.

Σ1 := σ({λ ∈ H ′ :
∑
k

〈λ, ek〉2 < ε} : ε > 0),

die zur starken Topologie auf H ′ gehörende Borelsche σ-Algebra,

Σ2 := σ({λ ∈ H ′ : |〈λ− µ, x〉| < ε} : ε > 0, µ ∈ H ′, x ∈ H),

die zur schwachen Topologie auf H ′ gehörige Borelsche σ-Algebra und

Σ3 := σ(〈ek, ·〉 : k ∈ N) = B(R)
N ∩H ′,
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die Spur-σ-Algebra der natürlichen σ-Algebra auf RN. Klar ist hier Σ3 ⊆ Σ2 ⊆
Σ1. Es gilt aber auch Σ1 ⊆ Σ3, da {

∑
k 〈ek, ·〉2 < ε} Σ3-messbar ist. Folglich

liefert P |H ′ ein Maÿ auf (H ′,B(H ′)), wobei B(H ′) die zu beiden Topologien auf
H ′ gehörige Borelsche σ-Algebra ist.

Wir müssen noch P (H ′) = 1 zeigen. Wir haben aber, dass

Xl : RN → R, (αk)k 7→ αl

bezüglich P N (0, ql)-verteilte Zufallsvariablen sind und da
∑
k qk <∞ ist, kon-

vergiert
∑
kX

2
k in L

2(RN,B(R)
N
, P ). Insbesondere ist

∑
kX

2
k <∞ P -fast sicher.

Wir erhalten nun∫
H′
〈ek, ·〉〈el, ·〉dP =

∫
RN
XkXldP = qk δk l = Q(ek, el).

Damit folgt auch E [〈x, ·〉〈y, ·〉] = Q(x, y) für alle x, y ∈ span(ek : k ∈ N) und
wegen der Stetigkeit beider Seiten auch für x, y ∈ H.

3. ⇒ 1. : Sei nun (H ′,B(H ′), P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit

E [〈x, ·〉〈y, ·〉] = Q(x, y), ∀x, y ∈ D

und (〈a, ·〉 : a ∈ D) eine Gauÿsche Familie. Sei auÿerdem (ek)k∈N eine Or-
thonormalbasis von H in D und Un := span(e1, · · · , en). Wir de�nieren sn :=∑n
k=1 〈ek, ·〉2 und dies hängt o�enbar nicht von der Wahl der Orthonormalbasis

von Un ab. Auÿerdem ist (sn)∞n=1 monoton und

sn −→
n→∞

s =
∑
k

〈ek, ·〉2.

Da s(
∑
k αk g(ek, ·)) =

∑
k α

2
k < ∞ für alle

∑
k αk g(ek, ·) ∈ H ′, folgt s < ∞.

Wir können für jedes n ∈ N nun eine Orthonormalbasis fn1 , · · · , fnn von Un
wählen, so dass (〈fn1 , ·〉, · · · , 〈fn1 , ·〉) unanhängig sind. Bezeichne ρnk die Varianz
von 〈fnk , ·〉. Dann gilt zunächst

∞ > C := sup
n∈N,k=1···n

ρnk .

Denn gäbe es ρnkn −→n→∞∞, so folgte

P [sn > M ] ≥ P
[
〈fnkn , ·〉

2 > M
]
→ 1

für alle M > 0 und wegen der Monotonie von sn würde sofort s = ∞ folgen,
was dem oben gezeigten widerspricht. Nun zeigen wir, dass E [s] <∞.

logE
[
e−

1
2 sn
]

= logE
[
e−

1
2

∑n
k=1 〈f

n
k ,·〉

2
]

=

n∑
k=1

logE
[
e−

1
2 〈f

n
k ,·〉

2
]

= −1

2

n∑
k=1

log(1 + ρnk )

≤
(?)
−1

2

log(1 + C)

C

n∑
k=1

ρnk = −1

2

log(1 + C)

C
E [sn]
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In (?) haben wir hier log(1+x) ≥ log(1+C)
C x für x ∈ [0, C] benutzt. Wegen s <∞

und somit E
[
e−

1
2 s
]
> 0 folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

auf der linken und dem von der monotonen Konvergenz auf der rechten Seite:

−∞ < logE
[
e−

1
2 s
]
≤ −1

2

log(1 + C)

C
E [s]

Also ist ∞ >
∑∞
k=1E

[
〈ek, ·〉2

]
=
∑∞
k=1Q(ek, ek). �

Unser nächstes Ziel ist nun also ein geeignetes Skalarprodukt auf S zu �nden,
sodass Q bezüglich dieses Skalarprodukts die zu einem Spurklasseoperator ge-
hörige quadratische Form ist.

4.2 Regularität des Trägers von P

Es ist von groÿem physikalischen Interesse, die Regularität des Trägers des Ma-
ÿes P zu bestimmen. Dieser Träger stellt all jene klassischenA-Feldkon�gurationen
dar, die zur quantenmechanischen Beschreibung des Photonenfeldes beitragen,
die also mit positiver Wahrscheinlichkeit messbar sind. Die Regularität der Strö-
me, die an dieses quantisierte elektromagnetische Feld gekoppelt werden können,
ist gerade zur Regularität der A-Felder dual. Es ist daher wünschenswert, den
Träger von P möglichst genau zu ermitteln. Zunächst soll nun kurz die Idee
zur Wahl eines geeigneten Skalarprodukts g auf S erläutert werden, das es uns
ermöglicht den Satz im vorigen Abschnitt für H := Sg anzuwenden. Für einen
selbstadjungierten Operator C ≥ 1 auf L2 setzten wir g(a, b) := m−1(a,C b).
Zur Erinnerung: m−1 entspricht dem L2(R3)⊗R3-Skalarprodukt. Für eine L2-
Orthonormalbasis (fk)k∈N ist dann (C−

1
2 fk)k∈N eine g-Orthonormalbasis von

H, denn dies ist der Formde�nitionsbereich von C und C
1
2 : (H, g) → L2 eine

Isometrie, die surjektiv ist, weil C−
1
2 auf dem Bild von C

1
2 nach L2 beschränkt

und abgeschlossen ist. Soll also Q bezüglich g von einem Spurklasseoperator
stammen, so brauchen wir:

∞ >
∑
k

Q(C−
1
2 fk, C

− 1
2 fk) =

∑
k

∫
f̂k · Ĉ−

1
2

1

| · |
Ĉ−

1
2 f̂k dx

= TrL2

[
Ĉ−

1
2

1

| · |
Ĉ−

1
2

]
= TrL2

[
1√
| · |

Ĉ−1 1√
| · |

]
Dabei ist mit ·̂ die Fouriertransformation gemeint. Um diese Rechnung zu recht-
fertigen, müssen wir voraussetzen, dassH dicht in L2 liegt und im De�nitionsbe-
reich des Multiplikationsoperators 1√

|·|
•. Dann können wir aus der Endlichkeit

der letzten Spur folgern, dass 1√
|·|
Ĉ−

1
2 ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Ins-

besondere können wir diesen Operator und sein Adjungiertes, welches zunächst
sicher auf H de�niert ist, dann in der Spur vertauschen. Da die danach auf-
tauchenden Integranden alle nichtnegativ sind, ist damit die obige Rechnung
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durchführbar. Im restlichen Teil dieses Abschnitts werden wir ausschlieÿlich im
Fourierraum arbeiten, d.h. ω = | · |•. Wir setzen nun

Ĉm,n :=
∑
|α|≤m

∑
|β|≤n

(−1)|β|∂βk2α∂β

und für a, b ∈ S: gm,n(a, b) :=
∫
a · Cm,n b dx, also

‖a‖2m,n =
∑
|α|≤m

∑
|β|≤n

‖kα∂β â‖2L2 .

Diese quadratische Form ist abschlieÿbar und Cm,n bezeichne den zur Friedrich-
serweiterung gehörigen selbstadjungierten Operator. Nun betrachten wir die von
diesen Skalarprodukten erzeugten Hilberträume Hm,n := Sgm,n , welche in L2

dicht liegen. Zunächst bemerken wir, dass ‖·‖m,n ≤ ‖·‖m,n+1 ≤ ‖·‖m+1,n+1 und
damit entsprechende Inklusionen für diese Sobolevräume gelten. Jetzt werden
wir zwei technische Lemmata beweisen:

Lemma 1:

Über S(Rd) gilt mit analogen De�nitionen wie oben:

Am,n := (1 +

d∑
k=1

(−∂2
k)

m
2 )(1 + |x|2n)(1 +

d∑
k=1

(−∂2
k)

m
2 ) ≤ constCm,n

falls m ∈ 2N0 ist.

Beweis:
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Wir schätzen direkt ab:

〈a,A a〉L2

≤ const 〈(1 +
∑
k

(−∂2
k)

m
2 )a, (1 +

∑
k

x2n
k )(1 +

∑
k

(−∂2
k)

m
2 )a〉L2

= 〈(1 +
∑
k

|pk|m)â, (1 +
∑
k

(−∂2
k)n)(1 +

∑
k

|pk|m)â〉L2

= const

∥∥∥∥∥(1 +
∑
k

|pk|m)â

∥∥∥∥∥
2

L2

+
∑
k

∥∥∥∥∥∂nk (1 +
∑
l

|pl|m)â

∥∥∥∥∥
2

L2

=
m∈2N0

const

∥∥∥∥∥(1 +
∑
k

|pk|m)â

∥∥∥∥∥
2

L2

+
∑
k

∥∥∥∥∥(1 +
∑
l

|pl|m)∂nk â+

n∑
l=1

(
n

l

)
m!

l!
1l<m |pk|m−l(sign pk)l∂n−lk â

∥∥∥∥∥
2

L2

≤
1
2‖x+y‖2≤‖x‖2+‖y‖2

const (‖â‖2L2 +

d∑
k=1

‖|pk|mâ‖2L2 +

d∑
k=1

‖∂nk â‖
2
L2

+

d∑
k=1

n∑
l=0

∥∥|pk|m−l∂n−lk â
∥∥2

L2)

≤ const
∑

|α|≤n, |β|≤m

∥∥pβ∂αâ∥∥2

L2︸ ︷︷ ︸
=‖∂βxαa‖2

L2

≤ const ‖a‖2m,n .

�

Nun ist die zu Am,n gehörige quadratische Form gAm,n abschlieÿbar. Denn sei
(fn)n eine gegen f in L2 konvergente Folge und eine gAm,n -Cauchyfolge, dann
folgt aus Am,n = (1 + |p|mm)2 + (1 + |p|mm)(2|x|n + |x|2n)(1 + |p|mm) ≥ (1 + |p|mm)2,
dass (fn)n auch eine Hm-Cauchyfolge ist, also erhalten wir (1 + |p|mm)fn → f in
L2 und damit und weil auch ((1 + |x|n)(1 + |p|mm)fn)n eine L2-Cauchyfolge ist,
folgt die Behauptung.

Sei nun f im Formde�nitionsbereich von Cm,n. Dann gibt es eine Folge von
Schwartzfunktionen, die in Hm,n gegen f konvergiert. Und wegen Lemma 1 ist
diese Folge eine gAm,n -Cauchyfolge, konvergiert also im Formde�nitionsbereich
von Am,n. Also gilt Lemma 1 sogar auf Hm,n im Sinne von quadratischen For-
men.
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Lemma 2:

Über R3 gilt: Falls m,n ≥ 2, folgt TrL2

[
| · |− 1

2A−1
m,n| · |−

1
2

]
<∞.

Beweis:

Der Operator |·|− 1
2A−1

m,n|·|−
1
2 hat den IntegralkernK(u, v) =

∫
dp
∫
dq κ(u, p, q, v)

mit

κ(u, p, q, v) = κ1(u− p) (1 + |p|mm)−1κ2(p− q) (1 + |q|mm)−1κ1(q − v),

wobei κ1(p) = const

|p|
5
2

die Fouriertransformation von | · |− 1
2 ist. Mit n ≥ 2, also

(1 + |x|2n)−1 ∈ L1 ∩ C∞, folgt auÿerdem

κ2(p) = (2π)−
3
2

∫
eip·x

1 + |x|2n
dx ≤ const

1 + |p|2
.

Hierbei ist |p|mm =
∑3
k=1 |pk|m. Die Form des Integralkerns prüft man leicht auf

Funktionen in C∞0 (R3 \{0}) nach. Die Wohlde�niertheit des Integrals in K wird
im Folgenden mit gezeigt. Wir wollen nun beweisen, dass K stetig ist. Wähle
dazu ein ε > 0, sowie u, v ∈ R3 und Folgen (un)∞n=1 ⊂ B ε

2
(u), (vn)∞n=1 ⊂ B ε

2
(v),

die gegen u bzw. v konvergieren. Falls nun ũ ∈ B ε
2
(u) und ṽ ∈ B ε

2
(v) sind,

haben wir

κ(ũ, p, q, ṽ) 1Bε(u)c×Bε(v)c(p, q)

≤ const

(
( inf
ū∈B ε

2
(u)
|p− ū| 52 )(1 + |p|mm)( inf

v̄∈B ε
2

(v)
|q − v̄| 52 )(1 + |q|mm)

)−1

∈ L1,

da m ≥ 2 ist. Nun schätzen wir den übrigen Teil von K ab.∫
R3

dq

∫
Bε(u)

dp |κ(ũ, p, q, ṽ)|

=

∫
R3

dq

∫
Bε(u)

dp

∣∣∣∣∣κ(ũ, p, q, ṽ)
|ũ− p| 54
|ṽ − q| 54

|ṽ − q| 54
|ũ− p| 54

∣∣∣∣∣
≤

∫
R3

dq

∫
Bε(u)

dp

(
κ1(ũ− p) (1 + |p|mm)−1 |ũ− p|

5
4

|ṽ − q| 54

)2

|κ2(p− q)|

 1
2

∫
R3

dq

∫
Bε(u)

dp

(
κ1(ṽ − q) (1 + |q|mm)−1 |ṽ − q|

5
4

|ũ− p| 54

)2

|κ2(p− q)|

 1
2

≤ const

(∫
R3

dq

∫
Bε(u)

dp |ũ− p|− 5
2 |ṽ − q|− 5

2 (1 + |p− q|2)−1

) 1
2

(∫
R3

dq

∫
Bε(u)

dp |ũ− p|− 5
2 |ṽ − q|− 5

2 (1 + |q|mm)−2

) 1
2
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≤ const
∫
B2ε(0)

dp |p|− 5
2

(∫
R3

dq |q|− 5
2 (1 + inf

v̄∈B ε
2

(v)
inf

p̃∈Bε(u)
|p̃− q − v̄|2)−1

) 1
2

∫
R3

dq |q|− 5
2

(
inf

v̄∈B ε
2

(v)
(1 + |q − v̄|mm)

)−2
 1

2

= o(ε), ε→ 0

Wir haben damit gezeigt, dass κ integrierbar ist und erhalten auÿerdem:

|K(u, v)−K(un, vn)|

≤
∫
Bε(v)c

dq

∫
Bε(u)c

dp |κ(u, p, q, v)− κ(un, p, q, vn)|︸ ︷︷ ︸
−→
n→∞

0

+

∫
R3

dq

∫
Bε(u)

dp |κ(u, p, q, v)− κ(un, p, q, vn)|

+

∫
R3

dp

∫
Bε(v)

dq |κ(u, p, q, v)− κ(un, p, q, vn)|

+

∫
Bε(v)

dp

∫
Bε(u)

dp |κ(u, p, q, v)− κ(un, p, q, vn)|

Wähle also zunächst ε genügend klein, damit die drei letzten Summanden einen
beliebig kleinen Wert annehmen und dann n genügend groÿ, um K(un, vn) →
K(u, v) zu zeigen. Die Spur lässt sich nun leicht berechnen, wobei wir in der
vorletzten Ungleichung Cauchy-Schwarz verwenden.

TrL2

[
| · |− 1

2 Â−1
m,n| · |−

1
2

]
=

∫
duK(u, u)

=

∫
dp

∫
dq (1 + |p|mm)−1κ2(p− q) (1 + |q|mm)−1

∫
duκ1(q − u)κ1(u− p)

≤ const
∫
dp

∫
dq (1 + |q|mm)−1 (1 + |p− q|2)−1 (1 + |p|mm)−1 |p− q|−2

= const
∫
dp

∫
dq
(
|p− q|−1 (1 + |p− q|2)−

1
2 (1 + |q|mm)−1

)
(
|p− q|−1 (1 + |p− q|2)−

1
2 (1 + |p|mm)−1

)
≤ const

∫
dp

∫
dq |p− q|−2 (1 + |p− q|2)−1 (1 + |q|mm)−2

= const
∫

(1 + |q|mm)−2 dq

∫
|p|−2 (1 + |p|2)−1 dp <∞
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für m ≥ 2. �

Als nächstes bemerken wir, dass H2,2 im De�nitionsbereich von 1√
|·|
• liegt, da

für alle f ∈ S
∫ |f |2
|·| ≤ const

∫
f(1−4)f gilt.10 Wir erhalten nun11

TrL2

[
1√
| · |

Ĉ−1
2,2

1√
| · |

]

≤ constTrL2

[
1√
| · |

Â−1
2,2

1√
| · |

]
<∞.

(H2,2, g2,2) ist also der von uns gesuchte Hilbertraum.

4.3 Erweiterung von P auf Schwartzsche Distributionen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gezeigt, dass auf H−2,−2 := (H2,2)′

ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ existiert, so dass (〈a, ·〉 : a ∈ H2,2) eine Gauÿ-
sche Familie mit Kovarianz Q ist. Wir erweitern dieses Maÿ nun auf den Raum
(S ′,B(S ′)) und stellen damit eine Verbindung zum wohlbekannten Bochner-
Minlos-Theorem her, welches im Appendix A.4 beschrieben wird. Zunächst zei-
gen wir, dass

B(S ′) ∩H−2,−2 = B(H−2,−2).

Nach dem Beweis des Satzes im Abschnitt 4.1 gilt nämlich

B(H−2,−2) = σ(〈fk, ·〉 : k ∈ N)

für eine H2,2-Orthonormalbasis (fk)∞k=1 und natürlich lässt sich diese Basis in
S wählen. Da aber

B(S ′) ∩H−2,−2 = σ(〈f, ·〉|H−2,−2 : f ∈ S),

folgt dann sofort
B(H−2,−2) ⊆ B(S ′) ∩H−2,−2

= σ(〈f, ·〉|H−2,−2 : f ∈ S) ⊆ σ(〈f, ·〉 : f ∈ H2,2) = B(H−2,−2).

Somit können wir P auf einfache Weise fortsetzen: P̃ (C) := P (C ∩H−2,−2) für
jedes C ∈ B(S ′). Insbesondere ist 〈a, ·〉 für jedes a ∈ S bezüglich P̃ ebenfalls mit

10[1]
11Wir nutzen:

A := Â2,2, B := const Ĉ2,2 ⇒ A ≤ B

⇒ B− 1
2 AB− 1

2 ≤ 1

⇒ B
1
2 A−1B

1
2 ≥ 1

⇒ A−1 ≥ B−1
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Varianz Q(a, a) normalverteilt, also gilt EP̃
[
ei〈a,·〉

]
= e−

1
2Q(a,a) , was nach dem

Bochner-Minlos-Theorem die Fouriertransformation eines eindeutigen regulären
Borelmaÿes mit Gesamtmasse 1 ist. Dies zeigt auch, dass unser Maÿ P durch
die Werte seiner Kovarianz auf Schwartzfunktionen bereits eindeutig festgelegt
ist.

4.4 Nichtdynamische Freiheitsgrade und Eichfreiheit der
klassischen Gleichung sowie Konstruktion von V

Wir wissen schon, dass der Kon�gurationsraum V der A-Felder die Regularität
von H−2,−2 besitzt. A soll als Anfangsbedingung der klassischen Feldgleichung
auÿerdem divergenzfrei sein. Ist nun At eine Lösung der Gleichung (6) zur An-
fangsbedingung A, so ist auch At + B eine Lösung für jedes B mit 4B = 0.
B ist jedoch nur eine zeitlich konstante Verschiebung, die auf die Dynamik von
At keinen Ein�uss hat. Das folgende Lemma zeigt, dass die zulässigen Verschie-
bungen einen dreidimensionalen Unterraum von H−2,−2 bilden.

Lemma 1:{
A ∈ H−2,−2 : 4A = 0

}
= R3 δ̌0, wobei 〈a, δ̌0〉 = (2π)−

3
2

∫
a(x) dx.

Beweis:

Zunächst ist δ̌0 ∈ H−2,−2, da∣∣∣∣∫ a(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (

∫
(1 + |x|2)−2 dx)

1
2 (

∫
(1 + |x|2)2 |a(x)|2 dx)

1
2 ≤ const ‖a‖H2,2

und o�enbar gilt auch 4δ̌0 = 0. Sei nun A ∈ H−2,−2 mit 4A = 0. Dann ist
die Fouriertransformation Â ∈ H−2,−2 mit Träger in Null. Daraus folgt bereits,
dass Â endliche Linearkombination von (∂αδ0)α∈N3

0
ist.12 Sei also

Â = aβ∂
βδ0 +

∑
α6=β, |α|≤k

aα∂
αδ0.

Setze dann fε := xβe−( xε )
2

∈ H2,2. Für |α|, |γ| ≤ 2 und ε ≤ 1 gilt

‖xγ∂αfε‖2L2 =

∫ ∣∣∣xγ∂αxβe−( xε )
2
∣∣∣2 dx =

x→εx

∫ ∣∣∣ε|γ|xγε−|α|∂αε|β|xβe−x2
∣∣∣ ε3dx

= const ε3+2|γ|−2|α|+2|β| ≤ const ε3−4+2|β|.

Insbesondere folgt ‖fε‖H2,2 −→
ε→0

0 für |β| ≥ 1. Wegen Â ∈ H−2,−2 und 〈fε, Â〉 =

aβ∂
βxβ |x=0 = aββ! folgt also aβ = 0. �

Diesen nichtdynamischen Freiheitsgrad wollen wir nun aus dem Raum der An-
fangsbedingungen herausdividieren. In einer geometrischeren Beschreibung der

12[2]
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A-Felder wie die im Appendix A.6 entspricht die uns hier interessierende Stelle
k = 0 im Fourierraum der Spitze des Lichtkegels, auf dem Lösungen der freien
Feldgleichung ihren Träger haben. Da es schwierig ist an dieser Stelle Forderun-
gen an die Di�erenzierbarkeit von auf dem Lichtkegel de�nierten Funktionen zu
stellen, wollen wir nun auch darauf verzichten. Dies gelingt mit dem folgenden
Lemma, welches wir als weiteren Hinweis darauf betrachten, dass die von uns
gewählte Regularität die richtige ist.

Lemma 2:

Sei a ∈ H2(R3 \ {0}), d.h. für alle Multiindices |α| ≤ 2 existiert ein aα ∈ L2 mit∫
a · ∂αb dx = (−1)|α|

∫
aα · b dx

für alle b ∈ C∞0 (R3 \ {0}) und sei a in einer Umgebung um die Null herum
beschränkt. Dann folgt a ∈ H2.

Beweis:

Sei a wie im Lemma und b ∈ C∞0 (R3). Sei auÿerdem fε(x) := f(xε ) für ein
f ∈ C∞0 (B1(0)) und f |B 1

2
(0) = 1. Dann ist∫

a · ∂αb dx =

∫
a · ∂α(fεb) dx+

∫
a · ∂α((1− fε)b) dx

=
∑
β≤α

(
α

β

)∫
a · (∂βfε)∂α−βb dx+ (−1)|α|

∫
aα · (1− fε)b dx.

Der zweite Summand konvergiert für ε → 0 o�enbar gegen (−1)|α|
∫
aα · b dx

und für die restlichen Summanden gilt∫
a · (∂βfε)∂α−βb dx = ε−|β|

∫
a · ((∂βf)

( ·
ε

)
)∂α−βb dx

≤ ε−|β|
∥∥∂βf∥∥∞ ∫

Bε(0)

|a||∂α−βb| dx ≤ const ε3−|β| −→
ε→0

0.

�

Wir de�nieren nun

V :=

{
A ∈ H−2,−2 : ∇ ·A = 0

}
R3 δ̌0

mit dem von H−2,−2 stammenden Skalarprodukt. Wir haben damit auch alle
restlichen Eichfreiheiten herausdividiert, denn nach Abschnitt 3.2 bleibt nur
Â → Â + kχ̂ als Eichfreiheit übrig, wobei χ̂ eine Distribution mit Träger in
Null ist. Insbesondere hat auch kχ̂ ∈ H−2,−2 Träger in Null, ist also bereits im
Spann von δ̌0. Wir beweisen nun
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Lemma 3:

Mit U =
{
a ∈ H2,2 :

∫
a dx = 0

}
gilt die natürliche Gleichheit im Sinne von

Vektorräumen:

V ′ =
U

{∇χ : χ ∈ S(R3;R)}
U

Beweis:

Sei [a] in der rechten Seite. Dann ist V 3 [A] 7→ 〈a,A〉 für divergenzfreies
A ∈ H−2,−2 wegen

〈a+ lim
n→∞

∇χn, A+ ρδ̌0〉 = 〈a,A〉+ lim
n→∞

〈∇χn, A〉+ ρ〈a, δ̌0〉+ ρ lim
n→∞

〈∇χn, δ̌0〉

= 〈a,A〉 − lim
n→∞

〈χn,∇ ·A〉+ ρ〈a, δ̌0〉 − ρ lim
n→∞

〈∇χn, δ̌0〉 = 〈a,A〉

unabhängig von den Repräsentanten und damit ein Element von V ′. Wir zei-
gen nun, dass diese Zuordnung injektiv ist. Sei nun also 〈a,A〉 = 0 für alle
divergenzfreien A ∈ H−2,−2. Dann ist insbesondere für alle B ∈ C∞0 :

0 = 〈a,∇×B〉 = −〈∇× a,B〉,

also ∇ × a = 0. Im Fourierraum bedeutet dies k × â = 0. Wir zerlegen nun
â in Komponenten parallel und senkrecht zu k und erhalten â = kχ, woraus
wir χ = k·â

|k|2 ablesen. Sei nun 0 ≤ φ ∈ C∞0 (B1(0)) mit φ|B 1
2

(0) = 1 und setze

φε := ε3φ
( ·
ε

)
, sowie fδ := φ (δ·)−φ

( ·
δ

)
. Für χε,δ := k·(â?φε)

|k|2 fδ ∈ C∞0 wollen wir
dann

kχε,δ −→
ε→0

âfδ −→
δ→0

â

zeigen, wobei hier Konvergenz in H2,2 gemeint ist. Zunächst gilt âj ? φε → âj
in H2,2. Und da k kj

|k|2 fδ ∈ C
∞
0 nicht von ε abhängt, folgt

kχε,δ −→
ε→0

k
k · â
|k|2

fδ = âfδ.

Nun zeigen wir, dass â φ
( ·
δ

) H2,2−→ 0. Seien dazu |α|, |β| ≤ 2 Multiindices. Dann
haben wir∥∥∥kα∂β â φ( ·

δ

)∥∥∥2

L2
≤ constmax

γ≤β
δ−2|β−γ|

∥∥∥kα(∂γ â)(∂β−γφ)
( ·
δ

)
)
∥∥∥2

L2

≤ constmax
γ≤β

δ−2|β−γ| ‖∂γ â‖2L2(Bδ(0)) .

Für γ = β ist die Konvergenz klar, da ∂β â ∈ L2 ist. Für die übrigen Fälle
benutzen wir Lemma 4 und Lemma 5 unten. Beachte dafür, dass â(0) = 0, da
a ∈ U und ∂γ â ∈ H1 für |γ| = 1. Es fehlt nun noch φ(δ·)â → â in H2,2 zu
zeigen. Dies folgt, weil ∥∥kα∂β âφ (δ·)

∥∥
L2

20



≤ const

(
max

γ≤β,|γ|>0
δ2|γ| ∥∥kα(∂β−γ â)(∂γφ) (δ·))

∥∥
L2 +

∥∥kα(∂β â) (1− φ (δ·)))
∥∥
L2

)
≤ const

(
max

γ≤β,|γ|>0
δ2|γ| ‖φ‖C2 ‖â‖H2,2 +

∥∥kα(∂β â) (1− φ (δ·)))
∥∥
L2

)
−→
δ→0

0

gilt. Insgesamt erhalten wir also, dass es eine Folge in
{
∇χ : χ ∈ S(R3;R)

}
∩U ={

∇χ : χ ∈ S(R3;R)
}
gibt, die in H2,2 gegen a konvergiert. Damit ist [a] = 0.

Um den Beweis des Lemmas abzuschlieÿen müssen wir noch die Surjektivität
der Zuordnung zeigen. Sei also nun b ∈ V ′. Dann ist{

A ∈ H−2,−2 : ∇ ·A = 0
}
3 A 7→ 〈b, [A]〉

stetig. Weiter gilt für Am → A inH−2,−2 mit∇·Am = 0 natürlich auch Am → A
in S ′, also folgt 0 = ∇ ·Am → ∇ ·A in S ′. Damit ist

{
A ∈ H−2,−2 : ∇ ·A = 0

}
ein abgeschlossener Unterraum von H−2,−2 und das oben de�nierte Funktional
kann zu a ∈

(
H−2,−2

)′
= H2,2 mit

(2π)−
3
2

∫
a dx = 〈a, δ̌0〉 = 〈b, [δ̌0]〉 = 0

fortgesetzt werden. Die Äquivalenzklasse von a repräsentiert o�enbar b. �

Lemma 4:

Sei a Element des Sobolevraumes H1. Dann gilt:∫
Bδ(0)

|a|2 ≤ δ2

∫
Bδ(0)

|a|2

| · |2
= o(δ2) ≤ 4 δ2‖a‖2H2 , δ → 0

Beweis:

Mit der Hardy-Ungleichung gilt |a|
2

|·|2 ∈ L
1. �

Lemma 5:

Sei a Element des Sobolevraumes H2 mit a(0) = 0. Dann gilt:∫
Bδ(0)

|a|2 =

∫ 1

0

dt

∫ 1

0

ds

∫
Bδ(0)

x · ∇a(t x)x · ∇a(s x) dx

und
∫
Bδ(0)

|a|2 = o(δ4) für δ → 0.

Bemerkung:

a(0) = 0 ist wohlde�niert, da nach dem Soboleveinbettungssatz a ∈ C0, 12 gilt.

Beweis:

Für a ∈ C∞0 (R3) mit a(0) = 0 ist die erste Gleichung klar nach dem Hauptsatz.
Wir nehmen nun zunächst an, dass a ∈ H2 ist und auf einer ε-Umgebung um
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die Null herum verschwindet. Wählen wir nun eine Folge am ∈ C∞0 (R3 \ B ε
2
)

mit am → a in H2, dann folgt die Gleichung auch für a, da∫
Bδ

|am|2 →
∫
Bδ

|a|2

und∫
Bδ

x · ∇am(t x)x · ∇am(s x) dx→
∫
Bδ

x · ∇a(t x)x · ∇a(s x) dx

und die zweite Konvergenz auch in L1(ds dt) gilt, wie die folgende Rechnung
zeigt: ∣∣∣∣∫

Bδ

x · ∇am(t x)x · ∇am(s x) dx

∣∣∣∣
≤ δ2

∫
Bδ

|∇am(t x)| |∇am(s x)| dx

≤ δ2

(∫
Bδ

|∇am(t x)|2 dx
∫
Bδ

|∇am(s x)|2 dx
) 1

2

(10)

≤ δ2 t−
3
2 s−

3
2

(∫
Btδ

|∇am|2
∫
Bsδ

|∇am|2
) 1

2

≤
(?)

δ4t−
1
2 s−

1
2

∑
j

∫
Bδ

|∂jam|2

| · |2

≤ 4 δ4t−
1
2 s−

1
2 ‖am‖2H2 ∈ L1(ds dt)

Dabei haben wir in (?) das gleiche Argument wie in Lemma 4 verwendet. Nun
führen wir den allgemeinen Fall a ∈ H2 mit a(0) = 0 auf den obigen zurück. Sei
dazu 0 ≤ φ ∈ C∞0 (B1) mit φ|B 1

2

= 1. Dann gilt aε := aφ
( ·
ε

)
−→
ε→0

0 in H1, da

∥∥∥∇(aφ( ·
ε

))∥∥∥2

L2
≤ 2

(∥∥∥φ( ·
ε

)
∇a
∥∥∥2

L2
+ ε−2

∥∥∥a∇φ( ·
ε

)∥∥∥2

L2

)

≤ 2

(∥∥∥φ( ·
ε

)
∇a
∥∥∥2

L2
+ ε−2 ‖a‖2C0 ‖φ‖2C1

∫
Bδ

dx

)
−→
ε→0

0

und die aε sind in H2 gleichmäÿig beschränkt wegen

‖∂k∂jaε‖2L2

≤ 4
(
‖φ
( ·
ε

)
∂k∂ja‖2L2 + ε−2‖∂kφ

( ·
ε

)
∂ja‖2L2 + ε−2‖∂jφ

( ·
ε

)
∂ka‖2L2

+ ε−4‖a∂k∂jφ
( ·
ε

)
‖2L2

)
≤ 4‖Φ‖C2

(∫
Bε

|∂k∂ja|2 + ε−2

∫
Bε

|∇a|2 + ε−4

∫
Bε

|a|2
)
.
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Die ersten beiden Summanden konvergieren gegen Null, wie wir Lemma 4 ent-
nehmen und der letzte ist durch eine von a abhängige Konstante beschränkt,
da a ∈ C0, 12 ist und a(0) = 0. Wir wissen bereits, dass die zu zeigende Glei-
chung für a− aε gilt und die Rechnung (10) mit am ersetzt durch a− aε, sowie
die Tatsache, dass a − aε → a in H1 gilt, zeigen uns, dass wir beide Seiten
der Gleichung unter Verwendung dieser Folge approximieren können. Dass diese
Gleichung nun für unser a gilt, zeigt dann auch

∫
Bδ(0)

|a|2 = o(δ4). Dazu müssen
wir Rechnung (10) nur bis (?) verfolgen. �

Wir zeigen nun noch eine Darstellung, die V mit einem abgeschlossenen Un-
terraum von H−2,−2 und V ′ mit einem abgeschlossenen Unterraum von H2,2

identi�ziert.

Lemma 6:

Es gelten die Gleichheiten

V =
{
A ∈ H−2,−2 : g−2,−2(A, δ̌0) = 0,∇ ·A = 0

}
und

V ′ =

{
a ∈ H2,2 : ∇ · a = 0,

∫
a dx = 0

}
im Sinne von Hilberträumen

Beweis:

Die Darstellung von V ist klar. Für die zweite Darstellung verwenden wir zu-
nächst die Zuordnung{

a ∈ H2,2 : ∇ · a = 0,

∫
a dx = 0

}
3 a 7→ [a] ∈ U

{∇χ : χ ∈ S(R3;R)}
U

mit U wie in Lemma 3. Diese Zuordnung ist injektiv, da für [a] = 0 mit a in der
linken Seite im Lemma, d.h. a = limn→∞∇χn, gilt, dass ∇×a = 0. Also wissen
wir â = k k·â|k|2 = 0. Sie ist surjektiv, weil für ein a aus U mit dem Beweis von

Lemma 3 [a] = [a−F−1
(
k k·â|k|2

)
] gilt und dieser Repräsentant divergenzfrei ist.

Folglich ist mit der obigen Darstellung von V unter Verwendung der Zuordnung
aus Lemma 3 die triviale Zuordnung von

{
a ∈ H2,2 : ∇ · a = 0,

∫
a dx = 0

}
nach

V ′ bijektiv und da sie trivial ist, stimmen die Skalarprodukte auf V ′, die zum
einen vom Skalarprodukt auf V und zum anderen vom Skalarprodukt auf H2,2

kommen, überein. �

4.5 Zusammenfassung der Konstruktionsschritte

Unser erklärtes Ziel ist es, die klassische Feldgleichung (6) aus dem Abschnitt
3.3 zu quantisieren und damit eine Gleichung für L2-Funktionen über dem klas-
sischen Kon�gurationsraum abzüglich einer nichtdynamischen Verschiebung der
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klassischen Lösung

V =

{
A ∈ H−2,−2 : ∇ ·A = 0

}
R3 δ̌0

zu erhalten. Um das richtige Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf V zu wählen, müssen
wir zunächst die quadratischen Formen de�nieren, die im klassischen Hamilto-
nian (8) aus Abschnitt 3.3 auftauchen. Wählen wir die Darstellung aus Lemma
6 im vorigen Abschnitt, so notieren wir

WV := {A ∈W : ∇ ·A = 0, g−2,−2(A, δ̌0) = 0}

für einen Unterraum W ⊆ H−2,−2 und

W̃V ′ := {a ∈ W̃ :

∫
a dx = 0,∇ · a = 0}

für einen Unterraum W̃ ⊆ H2,2. Bei den folgenden De�nitionen, abgesehen von
der für Q am Ende, kommt es auf die Wahl des De�nitionsbereiches nicht an.
Dieser kann bei Bedarf vergröÿert oder verkleinert werden, solange die Aus-
drücke wohlde�niert bleiben. Die folgenden Ausführungen bis zur De�nition
von Q dienen ausschlieÿlich der Klärung von Eichfreiheiten und -Wahl in V ′.
Verwenden wir nun die Darstellung aus Lemma 3 des vorigen Abschnitts und
de�nieren:

m : (L2)V × (L2)V → R, ([A], [B]) 7→
∫
A ·B dx

Hierbei wird der eindeutige Repräsentant aus L2 gewählt. Eindeutigkeit gilt, da
δ̌0 /∈ L2.

ω : (H1,0)V → (L2)V , [A] 7→ [F−1(| · |Â)]

für den eindeutigen Repräsentanten A ∈ H1,0. ω ist o�enbar invertierbar auf
seinem Bild.

(mω) : (H1,0)V × (H1,0)V → R, ([A], [B]) 7→ 〈A,F−1(| · |B̂)〉

Für A,B ∈ H1,0 erhalten wir (mω)([A], [B]) =
∫
Â · | · |B̂ dx = m([A], ω[B]).

Weiter de�nieren wir unter Verwendung der Darstellung von V ′ aus Lemma 3

(mω)−1 : V ′ → (H3)V
′
, [a] 7→ [F−1

(
â

|k|
− k â · k
|k|3

)
].

Dies ist wohlde�niert, da F−1 1
|·|F : H2,2 → H3, denn für a ∈ H2,2 gilt∫

(1 + | · |6)
|â|2

| · |2
≤ 4

∫
|∇â|2 +

∫
| · |4|â|2 ≤ const ‖a‖2H2,2

und ∇ · F−1
(
â
|k| − k

â·k
|k|3

)
= 0. Auÿerdem ist dies auf Bild(mω)−1 invertierbar

durch
mω : Bild(mω)−1 → V ′, [A] 7→ [F−1| · |Â]
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für A ∈ H3, denn

mω
(
(mω)−1([a])

)
= [F−1|k|

(
â

|k|
− k â · k
|k|3

)
] = [a−∇F−1 k · â

|k|2
] = [a].

Nun de�nieren wir die für uns im Folgenden entscheidende quadratische Form

Q : V ′ × V ′ → R
([a], [b]) 7→ 1

2 〈[a], (mω)−1([b])〉
= 1

2 〈a,F
−1
(
â
|k| − k

â·k
|k|3

)
〉 = 1

2

∫
â·b̂
|k| −

1
2

∫ (k·â)(k·b̂)
|k|3 .

Wir können nun auf V ′ auch die Coulombeichung wählen, verwenden also die
Darstellung aus Lemma 6 des vorigen Abschnitts und erhalten so

Q(a, b) =
1

2

∫
â · b̂
|k|

.

Wir sind also von der Darstellung aus Lemma 3, welche eine Umeichung zulässt,
zu der Wahl einer festen Eichung in Lemma 6 übergegangen. Diese quadratische
Form Q kann wegen ∫

|â|2

|k|
≤ const

∫
â(1−4)â)

auf ganz H2,2 de�niert werden13 und stammt dort nach Abschnitt 4.2 von ei-
nem Spurklasseoperator. Somit gilt dies auch für die Einschränkung auf V ′.
Nach dem Satz im Abschnitt 4.1 bedeutet dies, dass es ein eindeutiges Wahr-
scheinlichkeitsmaÿ P auf V gibt, so dass (〈a, ·〉 : a ∈ V ′) eine Gauÿsche Familie
mit Kovarianz Q in L2(V,B(V ), P ) ist. Nun ist

(V ′, Q) 3 a 7→ 〈a, ·〉 ∈ L2(P )

isometrisch, kann also auch isometrisch auf h := V ′
Q
fortgesetzt werden. Damit

erhalten wir eine über dem Hilbertraum (h,Q) indizierte isometrische Gauÿsche
Familie (〈a, ·〉 : a ∈ h) in L2(V,B(V ), P ). Wir müssen allerdings vorsichtig sein,
〈a, ·〉 nicht punktweise auf V auszuwerten. Die σ-Algebra B(V ) ist dabei von
der Gauÿschen Familie erzeugt. Nach Anhang A.2 erhalten wir:

L2(V,B(V ), P ) =

∞⊕
n=0

(h,Q)⊗̃n

und der isometrische Isomorphismus ist gegeben durch:

F =

∞⊕
n=0

Fn :

∞⊕
n=0

(V ′)⊗̃n → L2(V, dP ) (11)

mit

Fn : (V ′)⊗̃n → Hn,
1√
α!

∞∏
k=1

a∗(ek)αk |0〉 7→
√
α!

∞∏
k=1

Hαk(〈ek, ·〉),

13Stabilität des Wassersto�atoms [17]
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wobei Hn das n-te Wienerchaos, Hαk das αk-te Hermitepolynom, (ek)∞k=1 eine
Orthonormalbasis von h und α ein Multiindex mit |α| = n sind. Mit exakt
derselben Rechnung wie zur Formel (2) im Abschnitt 2.4 erhalten wir auch hier
über {

⊕∞
n=0 Ψn ∈

⊕∞
n=0Hn : Ψn = 0 für fast alle n}:

Fa(x)F−1 = 〈D•, x〉 , Fa∗(p)F−1 = 〈p, ·〉 • −Q(p,D•) (12)

wobei D die Malliavin-Ableitung ist.

5 Stochastischer Lösungsansatz für den n-dimensionalen

Harmonischen Oszillator

5.1 Stochastische und partielle Di�erentialgleichungen

Wir wollen nun kurz den wohlbekannten Zusammenhang zwischen stochasti-
schen und partiellen Di�erentialgleichungen erläutern.14 Dabei wird im Wesent-
lichen auf technische Details verzichtet, da dies nur eine Motivation für die
korrekte De�nition der unitären Familie ist, die dann die Schrödingergleichung
für den Harmonischen Oszillator mit äuÿerer Kraft lösen soll. Zunächst wäh-
len wir zwei feste Zeiten t ≤ T . Bτ bezeichne die n-dimensionale Brownsche
Bewegung. Sei nun Xτ ∈ Rm Lösung der stochastischen Di�erentialgleichung

dXτ = C(τ,Xτ )dBτ + β(τ,Xτ )dτ, (13)

wobei C ∈ Rm×n und β ∈ Rm. Weiter löst Sτ = exp[
∫ τ
t
dσVσ(Xσ)] o�enbar

dSτ = Vτ (Xτ )Sτdτ . Wir berechnen nun df(τ,Xτ ) für ein hinreichend glattes f .

df(τ,Xτ )

= ∂τfdτ +

n∑
j=1

∂xjfdX
j
τ +

1

2

n∑
j,k=1

∂2f

∂xj∂xk
dXj

τdX
k
τ

= ∂τfdτ +∇f · βdτ +∇f · CdBτ +
1

2

n∑
j,k=1

∂2f

∂xj∂xk

m∑
l,i=1

Cj lCk i dBlτdB
i
τ︸ ︷︷ ︸

=δlidτ

=

(
∂τf +∇f · β +

1

2
Tr[CtH(f)C]

)
dτ +∇f · CdBτ

wobei H(f) =
(

∂2f
∂xj∂xk

)
j k

die Hessematrix von f ist. Bauen wir hier noch Sτ

ein, so erhallten wir:

d(f(τ,Xτ )Sτ )

=

(
∂τfdτ +∇f · βdτ +

1

2
Tr[CtH(f)C] + Vτf

)
Sτdτ + Sτ∇f · CdBτ

14Für Details siehe z.B. [3]
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Nun legen wir Endbedingungen für die zu lösende Di�erentialgleichung fest. Wir
verlangen also, dass f(T, x) = g(x) und starten den Prozess zum Startzeitpunkt
t in x, also P t,x[Xt = x] = 1. Erfüllt f nun die Di�erentialgleichung

∂τf +∇f · β +
1

2
Tr[CtH(f)C] + Vτf = 0,

so erhalten wir

Et,x[g(XT )ST ]− f(t, x)

= Et,x[f(T,XT )ST − f(t,Xt)St]

= Et,x[

∫ T

t

d (f(τ,Xτ )Sτ )] = 0

und damit ist f(t, x) = Et,x[g(XT )ST ]. Wir sind im Folgenden vor allem an dem
Integralkern interessiert, der die Lösung in der Zeit transportiert. Wir ho�en,
dass sich die Lösung in der Form

f(t, x)

=

∫
P t,x [XT ∈ dy] Et,x

[
exp

(∫
dτVτ (Xτ )

) ∣∣∣∣∣XT = y

]
g(y)

=

∫
dy αTt (x, y) g(y)

schreiben lässt.

5.2 Lösung der Schrödingergleichung mit imaginärer Zeit

Wir wollen nun die Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts auf drei Beispiele
anwenden. Das letzte Beispiel stellt dabei den für uns interessanten Fall dar.

Beispiel 1:

Wir betrachten die Gleichung

∂tf +
1

2
m−1(d, d)f = 0 mit m−1(d, d) :=

n∑
j,k=1

(M−1)j k∂j∂k,

wobeiM eine positiv de�nite symmetrische n×n-Matrix ist. Dies ist die Wärme-
leitungsgleichung oder in der für uns relevanten Interpretation die freie Schrö-
dingergleichung mit i∂t ersetzt durch ∂t, also in imaginärer Zeit. Wir haben
nun

Tr[(M−
1
2 )tH(f)M−

1
2 ] = Tr[M−1H(f)] = m−1(d, d).

Mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnitts setzen wir C = M−
1
2 , V = 0

und β = 0. Wir haben somit dXτ = M−
1
2 dBτ für (13) und mit Start in (t, x)
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ergibt sich Xτ = M−
1
2Bτ−t + x. Der Integralkern αfrei wird damit

αTt,frei(x, y)dy

= P t,x[XT ∈ dy]

= N
(
x,M−

1
2 (T − t)I (M−

1
2 )t
)

(dy)

= N
(
x, (T − t)M−1

)
(dy)

= (2π)−
n
2

(
det((T − t)M−1)

)− 1
2 exp

[
−1

2
(y − x)t

M

T − t
(y − x)

]
dy

=

√
detM

(2π(T − t))n
exp

[
− 1

2(T − t)
m(y − x, y − x)

]
dy

Einsetzten von αTt in die obige Gleichung zeigt, dass diese erfüllt ist, wenn die
Ortsableitungen auf x wirken.

Beispiel 2:

Nun wollen wir die Schrödingergleichung für den Harmonischen Oszillator in
imaginärer Zeit untersuchen, d.h.

−∂tf −
1

2
m−1(d, d)f +

1

2
m(x, ω2x)f = 0.

Die Bezeichnungen entsprechen jenen aus Kapitel 2 und wie schon dort benutzen
wir den Isomorphismus

U : L2(dP ) = L2(|ψGZ |2dx)→ L2(dx), f̃ 7→ f̃ψGZ

mit dem Grundzustand ψGZ(x) = αe−
1
2m(x,ωx) des Harmonischen Oszillators.

Wir haben also f = f̃ψGZ und erhalten die äquivalente Gleichung für f̃ :

−∂tf̃ −
1

2
m−1(d, d)f̃ + 〈df̃ , ω(x)〉+

1

2
Tr[ω]f̃ = 0

Hierbei ist für x =
∑n
k=1 xkek gemeint, dass d =

∑n
k=1 ∂xke

∗
k ist, wobei (e∗k)nk=1

die zu (ek)nk=1 duale Basis darstellt. Wir führen nun eine Koordinatentransfor-
mation durch, so dass m(x, y) = xtMy das Standardskalarprodukt wird. Unsere
Gleichung wird dann zu

−∂tf̃ −
1

2
4f̃ +∇f̃ · ω(x) +

1

2
Tr[ω]f̃ = 0.

Somit betrachten wir den verallgemeinerten Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

dXt = dBt − ω(Xt)dt,

der in (t, x) gestartet die Form

Xτ = e−ω(τ−t)(x+

∫ τ

t

eω(s−t) dBs) (14)
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annimmt. Es handelt sich hierbei um eine Gauÿsche Familie mit Kovarianz

Cov
(
Xk
τ , X

j
σ

)
= Cov

((∫ τ

t

e−ω(τ−u) dBu

)k
,

(∫ σ

t

e−ω(σ−v) dBv

)j)

=

n∑
l,i=1

Cov

(∫ τ

t

(e−ω(τ−u))k l dB
l
u,

∫ σ

t

(e−ω(σ−v))j i dB
i
v

)

=
Ito-Isometrie

n∑
l=1

∫ τ∧σ

t

(e−ω(τ−u))k l(e
−ω(σ−v))j l du

=
ωm−symm.

(
e−ω(τ+σ)

∫ τ∧σ

t

e2ωu du

)
k j

=

(
e−ω(τ+σ) 1

2ω
(e2ω(τ∧σ) − e2ωt)

)
k j

=

(
1

2ω
(e−ω|τ−σ| − e−ω(τ−t)−ω(σ−t))

)
k j

Wir wollen nun mit der Idee der Brownschen Brücke15 einen von XT unabhän-
gigen Prozess wählen. Wir berechnen dazu

Cov

(
Xk
T ,

(
Xτ − eω(T−τ) e

2ωτ − e2ωt

e2ωT − e2ωt
XT

)j)

=

(
1

2ω
(e−ω(T−τ) − e−ω(T−t)−ω(τ−t))

)
k j

−
∑
l

(
eω(T−τ) e

2ωτ − e2ωt

e2ωT − e2ωt

)
j l

(
1

2ω
(1− e−2(T−t))

)
k l(

1

2ω

[
e−ω(T−τ) − e−ω(T−t)−ω(τ−t) − eω(T−τ)(e2ω(τ−T ) − e2ω(t−T ))

])
k j

= 0.

Wir sehen also:

XT ist unabhängig von Xτ − eω(T−τ) e
2ωτ − e2ωt

e2ωT − e2ωt
XT . (15)

15siehe Anhang A.5

29



Diese Erkenntnis wird uns beim nächsten Beispiel gute Dienste erweisen. Nun
zuletzt zum Integralkern

αTt,HO (0)(x, y) dy

= P t,x [XT ∈ dy] Et,x

[
exp(−

∫ T

t

dτ
1

2
Tr[ω])

∣∣∣∣∣XT = y

]

= exp(−1

2
Tr[ω](T − t))N

(
e−ω(T−t)x,

1

2ω
(1− e−2ω(T−t))

)
(dy)

=
(

det(
π

ω
(1− e−2ω(T−t)))

)− 1
2

exp(−1

2
Tr[ω](T − t))

exp

(
−1

2
(y − e−ω(T−t)x)tω(1− e−2ω(T−t))−1(y − e−ω(T−t)x)

)
dy

=
(

det(
π

ω
(1− e−2ω(T−t)))

)− 1
2

exp(−1

2
Tr[ω](T − t))

√
detm

exp

(
−1

2
m
(
y − e−ω(T−t)x, ω(1− e−2ω(T−t))−1(y − e−ω(T−t)x)

))
dy,

wobei die letzte Darstellung koordinatenunabhängig ist.

Beispiel 3:

Nun kommen wir zu der Gleichung des Harmonischen Oszillators mit einer
zeitabhängigen räumlich konstanten äuÿeren Kraft in imaginärer Zeit. Zusätz-
lich betrachten wir eine zeitabhängige Energieverschiebung, die in der Lösung
der Schrödingergleichung einer entsprechenden Phase entsprechen wird. Unsere
Gleichung ist also

(−∂t −
1

2
m−1(d, d) +

1

2
m(x, ω2x) + 〈λt, x〉+ ct)f = 0.

Und auch hier führen wir eine Transformation L2(dx)
U→ L2(|ψGZ |2dx) wie im

vorherigen Beispiel 2 durch und erhalten die Gleichung

(−∂t −
1

2
m−1(d, d) + 〈ω(x), d〉+ 〈λt, x〉+ ct + Tr[ω])f̃ = 0.

Um den Kern explizit zu berechnen, führen wir auch hier wieder eine Koordina-
tentransformation durch, so dass m das Standardskalarprodukt wird. Die Form
von Xt bleibt wie in (14) und wir erhalten mit Vτ (y) = −〈λτ , y〉 − cτ − 1

2Tr[ω] :

Et,x

[
exp

(
−
∫ T

t

dτ Vτ (Xτ )

)∣∣∣∣∣XT = y

]

= exp

(
−1

2
Tr[ω](T − t)−

∫ T

t

dτ cτ

)
Et,x

[
exp

(
−
∫ T

t

dτλτ ·Xτ

)∣∣∣∣∣XT = y

]
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P [XT ∈ dy] = N
(
e−ω(T−t)x, 1

2ω (1− e−2ω(T−t))
)

(dy) behält dieselbe Form wie
im Beispiel 2 und indem wir den in x gestarteten Prozess aus (14) durch den in
Null gestarteten ausdrücken, ergibt sich

Et,x

[
exp

(
−
∫ T

t

dτλτ ·Xτ

)∣∣∣∣∣XT = y

]

= Et,0

[
exp

[
−
∫ T

t

dτλτ ·

(
e−ω(τ−t)x+

(
Xτ − eω(T−τ) e

2ωτ − e2ωt

e2ωT − e2ωt
XT

)

+ eω(T−τ) e
2ωτ − e2ωt

e2ωT − e2ωt
(y − e−ω(T−t)x)

)]∣∣∣∣∣XT = y − e−ω(T−t)x

]

=
(15)

ρTt exp

[
−
∫ T

t

dτλτ ·

(
e−ω(τ−t) e

2ωT − e2ωτ

e2ωT − e2ωt
x+ eω(T−τ) e

2ωτ − e2ωt

e2ωT − e2ωt
y

)]
.

Dabei ist

ρTt = Et,0

[
exp

[
−
∫ T

t

dτλτ ·
(
Xτ − eω(T−τ) e

2ωτ − e2ωt

e2ωT − e2ωt
XT

)]]
nicht von x und y abhängig. Wir werden die explizite etwas längliche Berechnung
von ρTt hier nicht durchführen, weil diese sowieso noch einmal für den uns in-
teressierenden unendlich-dimensionalen Fall vorgenommen werden muss.16 Ins-
gesamt erhalten wir für unseren Integralkern

αTt (x, y) = αTt,HO(x, y)βTt (x, y) exp

(
−1

2
Tr[ω](T − t)−

∫ T

t

dτ cτ

)
(16)

mit der Unterteilung in einen freien und einen Wechselwirkungsfaktor:

αTt,HO(x, y) = (detm)−
1
2 (det

π

ω
)−1

(
det(1− e−2ω(T−t))

)− 1
2

exp[
1

2
m(y, ωy)]

exp

[
−1

2
m

(
e
ω(T−t)

2 y − e−
ω(T−t)

2 x,
ω

sinh(ω(T − t))
(e

ω(T−t)
2 y − e−

ω(T−t)
2 x)

)]
βTt (x, y) = ρTt exp

[
−
∫ T

t

dτ〈λτ ,
sinh(ω(T − τ))

sinh(ω(T − t))
x+

sinh(ω(τ − t))
sinh(ω(T − t))

y〉

]

Dieser Integralkern ist als Operator über L2(dP ) zu verstehen, d.h.

f̃(t, x) =

∫
αTt (x, y)f̃(T, y)|ψGZ(y)|2dy

löst die Di�erentialgleichung. Deshalb wurde der Integralkern αHO (0) aus Bei-
spiel 2 mit ψ−1

GZ multipliziert. Der Kern α besteht also aus drei Teilen. αHO
16Die Rechnung wird in Abschnitt 7.3 durchgeführt.
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ist der Integralkern des freien Harmonischen Oszillators, nachdem die Energie
renormiert, d.h. 1

2Tr[ω] davon abgezogen wurde. Der letzte Teil wird, wenn wir
zur quantenmechanischen Gleichung übergehen, einfach eine Phase werden, die
aus einer skalaren Veränderung der Energie, also einer Renormierung, herrührt.
Der für uns besonders interessante Teil ist β. Dieser kann als Dichte der Dy-
namik mit äuÿerer Kraft zur freien Dynamik interpretiert werden. Dabei muss
wie schon erwähnt ρTt so gewählt werden, dass die Di�erentialgleichung für f̃ er-
füllt ist. Dies läuft auf das Lösen einer gewöhnlichen Di�erentialgleichung erster
Ordnung hinaus.

5.3 Lösung der Schrödingergleichung für den Harmoni-
schen Oszillator mit äuÿerer Kraft

Wir wollen nun den Integralkern für den n-dimensionalen Harmonischen Quan-
tenoszillator mit äuÿerer Kraft konstruieren. Dazu verwenden wir den im vori-
gen Abschnitt bestimmten Kern der entsprechenden Gleichung mit imaginärer
Zeit. Wir werden im Folgenden annehmen, dass alle verwendeten Funktionen im
Zeitargument auf der gesamten komplexen Ebene de�niert sind. Haben wir er-
steinmal die Form des Kerns der zur Schrödingergleichung gehörenden unitären
Entwicklung bestimmt, können wir diese Annahme wieder fallenlassen. Auÿer-
dem nehmen wir eine Renormierung der Energie so vor, dass alle zusätzlichen
Konstanten im Hamiltonian wegfallen. Ziel ist eine Lösung der Gleichung

1

z
∂tu

z = (−1

2
m−1(d, d) + 〈ω(x), d〉+ 〈jt, x〉)uz (17)

zu �nden, wobei z eine komplexe Zahl ist. Sei nun wz eine Lösung von

∂tw
z = (−1

2
m−1(d, d) + 〈ω(x), d〉+ 〈j t

z
, x〉)wz

und α der entsprechende Kern dazu, also

wz(t, x) =

∫
αTt (x, y)wz(T, y)P (dy).

Dann setzen wir uz(t, x) := wz(zt, x). Und somit erfüllt uz o�enbar Gleichung
(17) und

uz(t, x) =

∫
αzTzt (x, y)uz(T, y)P (dy).

Wir ersetzten also einfach im Integralkern alle Zeiten t, T durch zt, zT , was in
αHO keinerlei Schwierigkeiten bereitet. Bei der Substitution in β müssen wir
beachten, dass∫ zT

zt

dτ〈λ τ
z
, g(zt, zT, τ)〉 = z

∫ T

t

dτ〈λτ , g(zt, zT, zτ)〉

ist. Es bleibt also noch die Ersetzung in ρTt vorzunehmen. Dies ist im Moment
nicht möglich, da wir keine explizite Form für ρ haben, aber wir können schlicht
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weiterhin eine beliebige Funktion von t und T ansetzen und die beim Lösen der
Schrödingergleichung erscheinende gewöhnliche Di�erentialgleichung für diese
Funktion lösen. Im unendlichdimensionalen Fall tun wir dies in den Abschnitten
7.2 und 7.3.

6 Bewegungsgleichung für das zweitquantisierte

Photonenfeld und freie Lösung

6.1 Schrödingergleichung des zweitquantisierten Photonen-
feldes

Der Hamiltonian des Harmonischen Oszillators

H(x, p) =
1

2
m−1(p, p) +

1

2
m(x, ω2x) + 〈ft, x〉

hat im Kapitel 2 zu der schwachen Gleichung (1) geführt. Der völlig analoge
Hamiltonian für das klassische elektromagnetische Feld (8) mit den De�nitio-
nen für die quadratischen Formen aus Abschnitt 4.5 legt es also nahe, für das
Photonenfeld Ψ ∈ L2(V, P ) die Bewegungsgleichung

iE[Φ ∂tΨt] = E

[
1

2
m−1(DΦ, DΨt) + Φ〈Jt, ·〉Ψt

]
∀Φ (18)

anzunehmen. Dabei haben wir im Vergleich zu (1) auf den Term 1
2Tr[ω], der in

unserem Fall unendlich wäre, verzichtet. Dieser Term entspricht der Grundzu-
standsenergie des Harmonischen Oszillators und es sollte nicht verwundern, dass
dieser für das elektromagnetische Feld mit unendlich vielen Freiheitsgraden di-
vergiert. Eine Renormierung ist also notwendig. In einer konkreteren Form lieÿt
sich diese Gleichung

i

∫
Φ(A)∂tΨt(A)P (dA)

=

∫ (
1

2

∫
(DAΦ(A))(x) · (DAΨt(A))(x) dx+ Φ(A)〈Jt, A〉Ψt(A)

)
P (dA).

Es stellt sich sofort die Frage, für welche J diese Gleichung Sinn macht. J sollte

aus h = V ′
Q
sein, damit 〈J, ·〉 ein Element der P -Gauÿschen Familie ist. Wir

wollen hier nicht diskutieren, was wir unter einer Lösung von (18) zu verstehen
haben. Stattdessen werden wir im Kapitel 7 direkt eine unitäre Zeitentwicklung
konstruieren, welche die Dynamik der Lösungen dieser Gleichung beschreibt. Im
Abschnitt 7.4 kommen wir auf die Klärung des Lösungsbegri�es zurück.

6.2 Bewegungsgleichung des zweitquantisierten Photonen-
feldes über klassischem Fockraum

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen Gleichung (18) und der bekann-
ten Bewegungsgleichung17 für das zweitquantisierte Photonenfeld in der klas-

17[8]
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sischen Fockraumformulierung herstellen. Wir transportieren die Gleichung auf
L2(V, P ) also mit dem Isomorphismus aus (11) auf den Fockraum

⊕∞
n=0(h,Q)⊗̃n.

Dazu wählen wir eine Orthonormalbasis (ek)∞k=1 von h in S, führen die Kurz-
notation für die Operatoren a und a∗ aus Gleichung (3) ein und verwenden
(12).

i∂tQ(FΦ, FΨt)

= i∂tE[Φ Ψt]

= E

[
1

2
m−1(DΦ, DΨt) + Φ〈Jt, ·〉Ψt

]
=

1

2

∞∑
k,l=1

m−1(ek, el)Q(akFΦ, alFΨt) +

∞∑
k=1

Q(Jt, ek)Q(FΦ, (ak + a∗k)FΨt)

=
1

2

∞∑
k,l=1

m−1(ek, el)Q(FΦ, a∗kalFΨt) +

∞∑
k=1

Q(Jt, ek)Q(FΦ, (ak + a∗k)FΨt)

Wir de�nieren nun auch den Energieoperator ω auf V ′. Sei also

ω : H2,2 → H1,2, a 7→ F−1| · |â.

Dies ist wohlde�niert, weil

• | · |â ∈ H0,1

• ∂l| · |â = kl
|k| â+ |k|∂lâ ∈ H0,1

• ∂j∂l| · |â =
(
δj,l
|k| −

klkj
|k|3

)
â+

kj
|k|∂lâ+ kl

|k|∂j â+ |k|∂l∂j â ∈ H0,1,

wie man mit der Hardy-Ungleichung leicht sieht. Mit dieser De�nition erhalten
wir:

1

2
m−1(ek, el) =

1

2

∫
ek(x) · el(x) dx =

1

2

∫
êk(k) · (|k|êl(k))

|k|
dk = Q(ek, ωel).

Setzen wir noch Jkt := Q(Jt, ek), so ergibt sich die bekannte Version der Photo-
nenfeldgleichung:

i∂tFΨt =

∞∑
k,l=1

Q(ek, ωel)a
∗
kalFΨt +

∞∑
k=1

Jkt (ak + a∗k)FΨt (19)

6.3 Lösung der freien Photonenfeldgleichung

Die freie Photonenfeldgleichung ist (19) bzw. (18) mit Jt = 0. Der im vori-
gen Abschnitt de�nierte Energieoperator ω besitzt in h eine selbstadjungierte
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Erweiterung, da er symmetrisch und nichtnegativ ist und die zugehörige qua-
dratische Form, also das L2-Skalarprodukt, ist natürlich abschlieÿbar. Nun sieht
man sofort, dass

i∂tFΨt =

∞∑
k,l=1

Q(ek, ωel)a
∗
kalFΨt (20)

der Lift der �1-Photon-Gleichung� i∂ta = ωa auf den Bosonischen Fockraum
ist. Ist also Ut := e−i t ω die unitäre 1-Photon-Entwicklung, so stellt der Lift⊕∞

m=0 U
⊗m
t die unitäre Zeitentwicklung der freien Photonengleichung (20) dar.

7 Unitäre Dynamik des zweitquantisierten Pho-

tonenfeldes mit externem Strom

7.1 Endlichdimensionale Vorüberlegung

Unsere Idee zur Konstruktion der zur Photonenfeldgleichung (18) gehörenden
unitären Dynamik in diesem Kapitel ist es, die Zeitentwicklung zunächst für
Anfangsbedingungen der einfachen Form Ψ0 = exp(〈b, ·〉) zu untersuchen. Für
diese werden wir eine explizite Form von Ψt angeben können. Danach setzen
wir die entsprechenden isometrischen Abbildungen auf ganz L2(V, P ) zu uni-
tären Operatoren fort. In diesem Abschnitt werden wir unsere Untersuchung
zunächst im Fall des n-dimensionalen Harmonischen Oszillators durchführen.
Wir betrachten also die Gleichung

iE[φ∂tψt] = E

[
1

2
m−1(dφ, dψt) + φ〈ft, ·〉ψt

]
∀φ ∈ C∞0

auf L2(V, dP = |ψGZ |2dx). Aus den Überlegungen der Abschnitte 5.2 und 5.3
wissen wir schon, dass

ψ(t, x) =

∫
P (dy)α−iT−it,HO(x, y)φ(y)

diese Gleichung für ft = 0 mit der Randbedingung ψ(T, x) = φ(x) löst. Dabei
ist mit ∆t := T − t

α−iT−it,HO(x, y) = (detm)−
1
2 (det

π

ω
)−1

(
det(1− e2iω∆t)

)− 1
2 exp[m(y, ωy)]

exp

[
1

2i
m

(
e−

1
2 iω∆ty − e 1

2 iω∆tx,
ω

sin(ω∆t)
(e−

1
2 iω∆ty − e 1

2 iω∆tx)

)]
.

Bezeichne nun U0
t,T die entsprechende freie unitäre Dynamik, d.h. die Zeitent-

wicklung des freien Harmonischen Quantenoszillators in n Dimensionen. Dann
zeigt die folgende Rechnung, dass

U0
t,T e

〈b,·〉 = e−
1
2Q(b,(e2iω(T−t)−1)b)+〈eiω(T−t)b,·〉
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ist. Um die Rechnung zu vereinfachen, nehmen wir wie bereits im Abschnitt
5.2 an, dass m das Standardskalarprodukt auf Rn ist. Dann ergibt sich mit der
Substitution u = e−

1
2 iω(T−t)y − e 1

2 iω(T−t)x in (?):(
U0
t,T e

〈b,·〉
)

(x)

=

∫
P (dy)α−iT−it,HO(x, y) eb

ty

=
(

det
π

ω

(
(1− e2iω∆t)

))− 1
2

∫
dy exp[bty]

exp

[
1

2i

(
e−

1
2 iω∆ty − e 1

2 iω∆tx
)t ω

sin(ω∆t)

(
(e−

1
2 iω∆ty − e 1

2 iω∆tx)
)]

=
(?)

(
det

π

ω

(
(e−iω∆t − eiω∆t)

))− 1
2

∫
du exp

[
−1

2
ut

iω

sin(ω∆t)
u+ bt

(
e

1
2 iω∆tu+ eiω∆tx

)]
=

(
det
−2πi

ω
sin(ω∆t)

)− 1
2
(

det 2π
sin(ω∆t)

iω

) 1
2

exp[bteiω∆tx]

exp

[
1

2
(e

1
2 iω∆tb)t

sin(ω∆t)

iω
e

1
2 iω∆tb− 1

4
bt
e2iω∆t − 1

ω
b

]
exp[(eiω∆tb)tx].

Nachdem wir nun die freie Entwicklung von exp(〈b, ·〉) kennen, sind wir an der
Zeitentwicklung Ut,T mit externer Kraft interessiert. Wieder mit den Resultaten
aus den Abschnitten 5.2 und 5.3 haben wir

(Ut,T φ)(x) =

∫
P (dy)α−iT−it,HO(x, y)β−iT−it (x, y)φ(y) = U0

t,T

(
β−iT−it (x, ·)φ

)
,

wobei der die Wechselwirkung mit der externen Kraft enthaltende Faktor

β−iT−it (x, y)

= exp

[
iσTt + i〈

∫ T

t

dτ
sin(ω(T − τ))

sin(ω(T − t))
fτ , x〉+ i〈

∫ T

t

dτ
sin(ω(τ − t))
sin(ω(T − t))

fτ , y〉

]
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ist und wir σTt noch nicht bestimmt haben. Somit erhalten wir

(Ut,T e
〈b,·〉)(x)

= exp

[
iσTt + i〈

∫ T

t

dτ
sin(ω(T − τ))

sin(ω(T − t))
fτ , x〉

]
(
U0
t,T

(
exp

[
i〈b+

∫ T

t

dτ
sin(ω(τ − t))
sin(ω(T − t))

fτ , ·〉

]))
(x)

= exp

[
iσTt + i〈eiω(T−t)b, x〉

+

∫ T

t

dτ
sin(ω(T − τ))

sin(ω(T − t))
fτ + ieiω(T−t)

∫ T

t

dτ
sin(ω(τ − t))
sin(ω(T − t))

fτ , x〉

− 1

2

(
Q(e2iω(T−t) − 1)

)[
b+

∫ T

t

dτ
sin(ω(τ − t))
sin(ω(T − t))

fτ

]]

= exp

[
iσTt + 2Q(b, eiω(T−t)

∫ T

t

dτ sin(ω(τ − t))fτ )

+ iQ

(∫ T

t

dτ sin(ω(τ − t))fτ ,
eiω(T−t)

sin(ω(T − t))

∫ T

t

dτ sin(ω(τ − t))fτ

)

+ 〈eiω(T−t)b+ i

∫ T

t

dτeiω(τ−t)fτ , x〉 − iQ(b, eiω(T−t) sin(ω(T − t))b)

]
.

Dieses Resultat wollen wir im Folgenden auf den unendlichdimensionalen Fall
verallgemeinern.

7.2 Konstruktion der Zeitentwicklung

Um die Photonenfeldgleichung (18) zu lösen, müssen wir zunächst komplexwer-
tige L2(V, P )-Funktionen zulassen. Wir bezeichnen von nun an mit dem Index C
die Komplexi�zierung eines Vektorraumes. Wir setzen dann alle zuvor de�nier-
ten linearen Abbildungen C-linear fort. Man beachte, dass alle quadratischen
Formen somit C-bilinear und nicht etwa sesquilinear werden. Sei

W := spanC(e〈b,·〉 : b ∈ hC).

Dann liegt W in L2
C(V, P ) dicht.18 Auÿerdem ist die Familie (e〈b,·〉 : b ∈ hC)

eine Basis von W . Nun müssen wir einige Voraussetzungen an die Regularität
des externen Stromes stellen, um die Existenz der unitären Zeitentwicklung zu
sichern. Sei also im Folgenden J ein regulärer Strom wie nachstehend de�niert.

18[4]
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De�nition:

J heiÿt regulärer Strom, wenn

• (τ, x) 7→ Jτ (x) messbar

• Jτ ∈ h für alle τ

• τ 7→ Q[Jτ ] ∈ L1(dτ)

Wir führen noch folgende Kurznotationen ein:

• s(τ) := sin(ωτ)

• c(τ) := cos(ωτ)

•
∫
τ
f(τ) :=

∫
τ∈[t,T ]

f(τ) :=
∫ T
t
dτf(τ)Jτ für eine Funktion f mit Werten in

den Operatoren über hC, für welche die rechte Seite Sinn macht

Das Integral ändert dabei das Vorzeichen, falls die untere Grenze gröÿer ist als
die obere. Hierbei ist ω immer die Multiplikation mit dem Absolutbetrag im
Fourierraum, verstanden als selbstadjungierter Operator mit De�nitionsbereich
{a ∈ hC :

∫
| · ||â|2 < ∞} und Werten in hC. Wir setzen nun, motiviert durch

unsere Ergebnisse aus dem vorhergehenden Abschnitt:

Ut,T e
〈b,·〉 := exp

[
iχTt + 2Q(b, eiω(T−t)

∫
τ

s(τ − t))− iQ(b, eiω(T−t)s(T − t)b)

(21)

+ 〈eiω(T−t)b+ i

∫
τ

eiω(τ−t), ·〉
]

mit

χTt := i

∫ T

t

dτ Q(

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ), Jτ )− i

2
Q[

∫
τ

eiω(τ−t)] (22)

Um die Wohlde�niertheit dieses Ausdrucks zu prüfen, also zu sehen, dass die
Integrale existieren, beweisen wir zunächst folgendes

Lemma 1:

h = {u ∈ L2(R3, dk|k| )⊗ C3 : u(−k) = u(k), k · u = 0} im Fourierraum

Beweis:

Da die rechte Seite abgeschlossen ist, ist die Inklusion �⊆� klar. Wir wollen für
0 ≤ φ ∈ C∞0 (B1(0)) mit φ|B 1

2

= 1, φε := ε−3φ
( ·
ε

)
und fα := φ (α·) − φ

( ·
α

)
zeigen, dass (

u ? φε − k
k · (u ? φε)
|k|2

)
fα

Q−→
ε→0

u fα
Q−→

α→0
u
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für alle u in der rechten Seite gilt. Die erste Konvergenz folgt dabei, weil∫
|(u ? φε)fα − u fα|2

|k|
≤ 1

α

∫
B 1
α

(0)\Bα(0)

|u ? φε − u|2 −→
ε→0

0

und ebenso k · (u ? φε) → k · u = 0. Die Majorante |u fα| ≤ ‖φ‖∞|u| liefert die
zweite Konvergenz. �

Die Regularitätsbedingung an J wird damit∫ T

t

dτ

∫
dk

|k|
|Ĵτ |2 <∞,

d.h. J ∈ L2(dτ ⊗ dk
|k| ). Für irgendein u ∈ L

2(dτ ⊗ dk
|k| ) gilt aber

Q[

∫ T

t

dτ uτ ] = (T − t)2

∫
dk

|k|

∣∣∣∣∣ 1

T − t

∫ T

t

dτ uτ

∣∣∣∣∣
2

≤
Jensen

(T − t) ‖u‖2L2

und damit
∫ T
t
dτ uτ ∈ h. Weiter ist

ω : {u ∈ hC :

∫
|k||u|2 <∞} → hC

als Multiplikationsoperator selbstadjungiert, also eiωτ unitär. Es folgt, dass auch∫
τ

e±iω(τ−t) ∈ hC.

Zuletzt ist der erste Summand in χTt wohlde�niert, wegen∫ T

t

dτ

∣∣∣∣∣Q(

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−t), Jτ )

∣∣∣∣∣ ≤
∫ T

t

dτ

∫ T

τ

dσ
√
Q[Jσ]

√
Q[Jτ ] <∞.

Ut,T ist damit nach C-linearer Fortsetzung eine wohlde�nierte Abbildung von
W in sich selbst. Wir zeigen nun

Lemma 2:

Ut,T : W →W ist isometrisch.

Beweis:

Es reicht o�enbar die Isometrieeigenschaft auf Basiselementen vonW zu prüfen.
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Seien also a, b ∈ hC.

E[Ut,T e〈a,·〉 Ut,T e
〈b,·〉]

= exp

[
− 2

∫ T

t

dτ Q(

∫
σ∈[τ,T ]

c(σ − τ), Jτ ) +Q[

∫
τ

c(τ − t)]−Q[

∫
τ

s(τ − t)]

+ 2Q(ā+ b, c(T − t)
∫
τ

s(τ − t)) + 2iQ(b− ā, s(T − t)
∫
τ

s(τ − t))

− iQ(b, eiω(T−t)s(T − t)b) + iQ(ā, e−iω(T−t)s(T − t)ā)

+
1

2
Q[e−iω(T−t)ā+ eiω(T−t)b− 2

∫
τ

s(τ − t)]

]

= exp

[
1

2
Q[ā] +

1

2
Q[b] +Q(ā, b)− 2

∫ T

t

dτ Q(

∫
σ∈[τ,T ]

c(σ − τ), Jτ )

+Q[

∫
τ

c(τ − t)] +Q[

∫
τ

s(τ − t)]

]

= exp

[
1

2
Q[ā] +

1

2
Q[b] +Q(ā, b)− 2

∫ T

t

dτ Q(

∫
σ∈[τ,T ]

c(σ − τ), Jτ )

+

∫ T

t

dτ

∫ T

t

dσ Q(Jτ , (c(τ − σ)− s(τ − t)s(σ − t))Jσ) +Q[

∫
τ

s(τ − t)]

]

= exp

[
1

2
Q[ā+ b]

]
= E[e〈a,·〉 e〈b,·〉]

�

Wir können also Ut,T auf ganz L2
C(V, P ) isometrisch fortsetzen. Für diese Fort-

setzung beweisen wir nun unseren zentralen Satz dieses Kapitels.

Satz:

Ut,T ist eine zweiparametrige Familie unitärer Operatoren auf L2
C(V, P ) mit fol-

genden Eigenschaften:

1. U(t, t) = 1 ∀t

2. (t, T ) 7→ Ut,T ist stetig bezüglich der starken Operatortopologie.

3. Ut,s Us,T = Ut,T ∀t, s, T

Beweis:

Bei 1. ist nichts zu zeigen. Zeigen wir also nun die Stetigkeit von Ut,T in den
Zeitargumenten. Zunächst konvergieren die Integrale in (21) in h, denn für u ∈
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L2(dτ ⊗ dk
|k| ) und Folgen reeller Zahlen λn → λ, tn → t und Tn → T hat

vn := ei|k|λne±i|k|(τ−tn)uτ (k)1[tn,Tn](τ)

für groÿe n die Majorante |uτ |1[t−ε,T+ε](τ), konvergiert also in L2(dτ⊗ dk
|k| ) gegen

v := ei|k|λe±i|k|(τ−t)uτ (k)1[t,T ](τ).

Damit und mit

Q[

∫ T+ε

t−ε
(vn − v)] ≤ |T − t+ 2ε| ‖vn − v‖2L2(dτ⊗ dk

|k| )

erhalten wir

eiωλn
∫ Tn

tn

dτ e±iω(τ−tn)uτ
Q−→ eiωλ

∫ T

t

dτ e±iω(τ−t)uτ .

Es bleibt noch der erste Summand in (22), der De�nition von χTt , der nicht
direkt von dieser Form ist. Hier haben wir∫ Tn

tn

dτ Q(

∫
σ∈[τ,Tn]

eiω(σ−τ), Jτ )

=

∫ T+ε

t−ε
dτ

∫ T+ε

t−ε
dσ

∫
dk

|k|
e−i|k|(σ−τ)Ĵσ · Ĵτ1[tn,Tn]×[τ,Tn](τ, σ)

und mit der Majorante

|Ĵσ(k)||Ĵτ (k)|1[t−ε,T+ε]2(σ, τ) ∈ L1(dσ ⊗ dτ ⊗ dk

|k|
)

erhalten wir auch hier Konvergenz. Damit bleibt für 2. nur noch zu zeigen, dass

aus bn
h−→ b auch e〈bn,·〉 → e〈b,·〉 in L2(V, P ) folgt. Dies sieht man mit

E

[∣∣∣e〈bn,·〉 − e〈b,·〉∣∣∣2]
= E

[
e〈bn+bn,·〉 + e〈b+b,·〉 − e〈b+bn,·〉 − e〈bn+b,·〉

]
= e

1
2Q[bn+bn] + e

1
2Q[b+b] − e 1

2Q[b+bn] − e 1
2Q[bn+b] → 0.

Insgesamt haben wir so die Stetigkeit von U auf W gezeigt. Für beliebiges
Ψ ∈ L2(V, P ) wählen wir ein Φ ∈W , das Ψ approximiert und benutzen

‖Utn,TnΨ− Ut,TΨ‖L2

≤ ‖Utn,TnΨ− Utn,TnΦ‖L2 + ‖Utn,TnΦ− Ut,TΦ‖L2 + ‖Ut,TΦ− Ut,TΨ‖L2

= 2 ‖Φ−Ψ‖L2 + ‖Utn,TnΦ− Ut,TΦ‖L2 .
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Als letztes zeigen wir nun die Kompositionseigenschaft 3., aus der auch mit
Lemma 2 sofort die Unitarität von Ut,T folgt. Sei also wieder b ∈ hC.

Ut,rUr,T e
〈b,·〉

= exp

[
iχrt + iχTr + 2Q(b, eiω(T−r)

∫
τ∈[t,r]

s(τ − t))− iQ(b, eiω(T−r)s(T − r)b)

+ 2Q(eiω(T−r)b+ i

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−r), eiω(r−t)
∫
τ∈[t,r]

s(τ − t))

− i
(
Q(eiω(r−t)s(r − t))

)[
eiω(T−r)b+ i

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−r)

]

+ 〈eiω(r−t)

(
eiω(T−r)b+ i

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−r)

)
+ i

∫
τ∈[t,r]

eiω(τ−t), ·〉

]

= exp

[
i

(
χrt + χTr + 2Q(

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−r), eiω(r−t)
∫
τ∈[t,r]

s(τ − t))

)]
(23)

exp

[
2Q(b, eiω(T−r)

∫
τ∈[r,T ]

s(τ − r) + eiω(T−t)
∫
τ∈[t,r]

s(τ − t))

+ 2Q(b, eiω(T−t)s(r − t)
∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−r))

]
(24)

exp
[
−iQ(b,

(
eiω(T−r)s(T − r) + eiω(T−t)s(r − t)eiω(T−r)

)
b)
]

(25)

exp

[
〈eiω(T−t)b+ i

∫
τ∈[t,T ]

eiω(τ−t), ·〉

]

Wir berechnen nun die Terme in den Exponenten der drei nummerierten Glei-
chungen.

Exponent von (24):

= eiω(T−t)
∫
τ∈[r,T ]

(
e−iω(r−t)s(τ − r) + eiω(τ−r)s(r − t)

)
+ eiω(T−t)

∫
τ∈[t,r]

s(τ − t)

= eiω(T−t)
∫
τ∈[t,T ]

s(τ − t)

Exponent von (25):

= eiω(T−t)
(
e−iω(r−t)s(T − r) + eiω(T−r)s(r − t)

)
= eiω(T−t)s(T − t)
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Exponent von (23):

= i

∫ r

t

dτQ(

∫
σ∈[τ,r]

eiω(σ−τ), Jτ ) + i

∫ T

r

dτQ(

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ), Jτ )

− i

2
Q[

∫
τ∈[t,r]

eiω(τ−t)]− i

2
Q[

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−r)]

+ 2Q(

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−t),

∫
τ∈[t,r]

s(τ − t))

+Q(

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−r), s(r − t)
∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−t))

= i

∫ T

t

dτQ(

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ), Jτ )− i
∫ r

t

dτQ(

∫
σ∈[r,T ]

eiω(σ−t)e−iω(τ−t), Jτ )

− i

2
Q[

∫
τ∈[t,T ]

eiω(τ−t)] + iQ(

∫
τ∈[r,T ]

eiω(τ−t),

∫
τ∈[t,r]

e−iω(τ−t))

= χTt

�

Wir haben nun die unitäre Zeitentwicklung zur Bewegungsgleichung des zweit-
quantisierten Photonenfeldes konstruiert. Dass diese unitäre Familie tatsächlich
mit dieser Gleichung zusammenhängt, werden wir im nächsten Abschnitt klären.

7.3 Die unitäre Dynamik und die Bewegungsgleichung

Wir zeigen nun, dass die im vorangegangenen Abschnitt konstruierte Zeitent-
wicklung Ut,T die Photonenfeldgleichung (18) in einem speziellen schwachen
Sinne löst.

Lemma:

Für alle a ∈ h mit ωa ∈ h, d.h. a im De�nitionsbereich des Operators ω, und
b ∈ hC erfüllen Φ := e〈a,·〉 und Ψt := Ut,T e

〈b,·〉 die Gleichung

i (E[Φ ΨT ]− E[Φ Ψt]) =

∫ T

t

dτE[Q(ωDΦ, DΨτ ) + Φ〈Jτ , ·〉Ψτ ].

Beweis:

Zuerst untersuchen wir E[Φ Ψt], wobei wir in (?) die Voraussetzung ωa ∈ h
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benutzen und χTt so gewählt wurde, dass (??) erfüllt ist.

E[Φ Ψt]

= exp

[
iχTt + 2Q(b, eiω(T−t)

∫
τ

s(τ − t))− iQ(b, eiω(T−t)s(T − t)b)

+
1

2
Q[a+ eiω(T−t)b+ i

∫
τ

eiω(τ−t)]

]

= exp

[
iχTt +

1

2
Q(a+ eiω(T−t)b+ i

∫
τ

eiω(τ−t), i

∫
τ

eiω(τ−t))

+Q(a, eiω(T−t)b) +
1

2
Q(a+ eiω(T−t)b, i

∫
τ

eiω(τ−t))

+ 2Q(b, eiω(T−t)
∫
τ

s(τ − t)) +
1

2
Q[a] +

1

2
Q[b]

]

= exp

[
iχTt −

1

2
Q[

∫
τ

eiω(τ−t)] + iQ(a,

∫
τ

eiω(τ−t))

+ iQ(b,

∫
τ

eiω(T−τ)) +Q(a, (eiω(T−t) − 1)b) +
1

2
Q[a+ b]

]

=
(?)

exp

[
iχTt −

1

2
Q[

∫
τ

eiω(τ−t)]− i
∫ T

t

dτ ∂τ

∫ T

τ

dσ Q(eiω(σ−τ)a, Jσ)

+ i

∫ T

t

dτ Q(eiω(T−τ)b, Jτ ) +Q(

∫ T

t

dτ ∂τe
iω(τ−t)a, b) +

1

2
Q[a+ b]

]

=
(??)

exp

[∫ T

t

dτ

(
−Q(

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ), Jτ ) + iQ(a, Jτ )

)

+

∫ T

t

dτ

(
−Q(ωa,

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ)) + iQ(eiω(T−τ)b, Jτ )

)

+ i

∫ T

t

dτ
(
Q(ωa, eiω(τ−t)b)

)
+

1

2
Q[a+ b]

]
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Damit erfüllt E[Φ Ψt] die folgende Gleichung:

i(E[Φ ΨT ]− E[Φ Ψt])

=

∫ T

t

dτ

(
iQ(

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ), Jτ ) +Q(a, Jτ ) + iQ(ωa,

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ))

+Q(eiω(T−τ)b, Jτ ) +Q(ωa, eiω(τ−t)b)

)
E[Φ Ψτ ]

=

∫ T

t

dτ E

[
Q(ωa, eiω(τ−t)b+ i

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ))Φ Ψτ

]

=

∫ T

t

dτE

[
Q(Jτ , e

iω(τ−t)b+ i

∫
σ∈[τ,T ]

eiω(σ−τ))Φ Ψτ +Q(Jτ , a)Φ Ψτ

]

=

∫ T

t

dτE [Q(ωDΦ, DΨτ ) +Q(Jτ , DΨτ )Φ +Q(Jτ , DΦ)Ψτ ]

=
(?)

∫ T

t

dτE [Q(ωDΦ, DΨτ ) + Φ〈Jτ , ·〉Ψτ ] ,

was genau die Behauptung ist. Hierbei haben wir in (?) die partielle Integrati-
onsformel aus Appendix A.3 für die Mallivin-Ableitung verwendet. �

Bemerkung:

In diesem Lemma wurde χTt eingesetzt wie in (22) de�niert. Diese De�nition
ist durch exakt diese Rechnung motiviert, d.h. χTt wurde so gewählt, dass die
Dynamik die Bewegungsgleichung erfüllt.

7.4 Eindeutigkeit der Dynamik

Wir wollen nun ein Eindeutigkeitsresultat für die Lösung der Photonenfeldglei-
chung zeigen. Dazu werden wir die Forderungen an die Regularität des externen
Stromes etwas verschärfen müssen. Auÿerdem müssen wir klären, was genau wir
unter einer Lösung der Gleichung verstehen wollen. In der folgenden De�nition
erscheint der Divergenzoperator aus Appendix A.3.

De�nition:

Eine stetige Abbildung τ 7→ Ψτ ∈ L2(V, P ) heiÿt schwache Lösung der Pho-
tonenfeldgleichung (18), falls für alle Φ = e〈a,·〉 mit a ∈ h und ωa ∈ h die
Gleichung

iE[Φ(ΨT −Ψt)] =

∫ T

t

dτE[Q(δωDΦ,Ψτ ) + Φ〈Jτ , ·〉Ψτ ]

für alle t erfüllt ist.
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Voraussetzungen an den externen Strom

Wir setzen für den Rest dieses Abschnitts zusätzlich zur Regularität des Stromes
voraus, dass τ 7→ Jτ ∈ h stetig ist und τ 7→ Q[ωJτ ] ∈ L1(dτ), d.h. insbesondere,
dass Jτ im De�nitionsbereich von ω liegt.

Wir benötigen nun einige vorbereitende Lemmata, um zu zeigen, dass sich alle
schwachen Lösungen mit Hilfe unserer Zeitentwicklung konstruieren lassen.

Lemma 1:

Sei a ∈ h mit ωa ∈ h und Φ := e〈a,·〉. Dann ist t 7→ Ut,TΦ ∈ L4
C(V, P ) stetig.

Bemerkung:

An dieser Stelle werden die neuen Voraussetzungen an J noch nicht gebraucht.

Beweis:

Zunächst ist die Abbildung hC 3 b 7→ e〈b,·〉 ∈ L4
C(V, P ) stetig, denn

E[|e〈a,·〉 − e〈b,·〉|4]

= E[(e〈a,·〉 − e〈b,·〉)2(e〈ā,·〉 − e〈b̄,·〉)2]

= E[e〈ā+2a,·〉 − 2e〈2a+ā+b̄,·〉 + e〈2a+2b̄,·〉 − 2e〈a+b+2ā,·〉 + 4e〈a+b+ā+b̄,·〉

− 2e〈a+b+2b̄,·〉 + e〈2b+2ā,·〉 − 2e〈2b+ā+b̄,·〉 + e〈2b+2b̄,·〉]

und mit E[e〈a,·〉] = e
1
2Q[a] sieht man sofort die Stetigkeit. Auÿerdem ist auch

t 7→ eiω(T−t)a+

∫
τ

eiω(τ−t) ∈ hC

stetig wegen der Konvergenz

ei|k|(T−s)â(k) −→
s→t

ei|k|(T−t)â(k) punktweise

und damit, weil |â| eine Majorante ist, auch in L2( dk|k| ). Auch für den zweiten
Summanden sieht man die punktweise Konvergenz und hat

|
∫ T

s

dτ ei|k|(τ−s)Ĵτ | ≤
∫ T

t−ε
dτ |Ĵτ | ∈ L2

(
dk

|k|

)
wegen

∫ T
t−ε dτ Q[Jτ ] <∞. �

Lemma 2:

Seien a und Φ wie in Lemma 1. Dann ist t 7→ δωDUt,T Φ̄ ∈ L2
C(V, P ) stetig.

Beweis:

Mit b, ωb ∈ hC gilt

δωDe〈b,·〉 = δωbe〈b,·〉 = (〈ωb, ·〉 −Q(bωb))e〈b,·〉.
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Es ist nun auÿerdem

Ut,T Φ̄

= exp
[
iχTt + 2Q(a, e−iω(T−t)

∫
τ

s(τ − t)) + iQ(a, e−iω(T−t)s(T − t)a)

+ 〈e−iω(T−t)a− i
∫
τ

e−iω(T−τ), ·〉
]

und damit sehen wir

δωDUt,T Φ̄ = (〈ωλt, ·〉−Q[ω
1
2λt])Ut,T Φ̄ mit λt = e−iω(T−t)a−i

∫
τ

e−iω(T−τ).

Mit Lemma 1 bleibt noch zu zeigen, dass

t 7→ 〈ωλt, ·〉 −Q[ω
1
2λt] ∈ L4(V, P )

stetig ist. Tatsächlich ist der zweite Summand stetig, weil t 7→ λt ∈ hC stetig ist,
was man ebenso sieht wie in Lemma 1, und weil aus dem gleichen Grund auch
t 7→ ωλt ∈ hC stetig ist, wobei wir die neuen Voraussetzungen an J benutzt
haben. Dies zeigt dann auch die Stetigkeit des ersten Summanden. �

Lemma 3:

Sei b ∈ h mit ωb ∈ h und Φ ∈ L2(V, P ). Setze Ψt := Ut,T e
〈b,·〉. Dann gilt

iE[Φ(ΨT −Ψt)] =

∫ T

t

dτ E[Q(Φ, δωDΨτ ) + Φ〈Jτ , ·〉Ψτ ]

für alle t.

Beweis:

Mit der Berechnung und damit der Existenz von δωDUt,T Φ̄ aus Lemma 2
und nach dem Lemma aus Abschnitt 7.3 ist die Gleichung für Φ = e〈a,·〉 mit
a, ωa ∈ h klar. Für alle anderen Φ folgt die Gleichung nun durch Approximation
in L2(V, P ).

Bemerkung:

Beachte, dass auch τ 7→ 〈Jτ , ·〉 ∈ L4(V, P ) stetig ist, was man durch die Rech-
nung

E[|〈b, ·〉|4] = ∂2
t ∂

2
s |t=s=0E[et〈b,·〉+s〈b̄,·〉] = ∂2

t ∂
2
s |t=s=0e

1
2Q[tb+sb̄] ≤ constQ(b, b̄)2

sieht. Dabei haben wir die Stetigkeit von J benutzt.

Satz:

Erfülle J die oben genannten Voraussetzungen. Sei Ψ̃T ∈ L2(V, P ) eine An-
fangsbedingung und Ut,T die im Abschnitt 7.2 konstruierte unitäre Dynamik.
Setze dann Ψ̃t := Ut,T Ψ̃T . Dann gilt:
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1. Ψ̃t ist eine schwache Lösung der Photonenfeldgleichung.

2. Sei Ψt eine weitere schwache Lösung mit ΨT = Ψ̃T . Dann ist Ψt = Ψ̃t für
alle t.

Beweis:

1. ist mit dem Lemma in Abschnitt 7.3 klar. Beweisen wir also 2.: Setze dazu
Φt := UT,tΨt. Seien auÿerdem a, ωa ∈ h und Φ = e〈a,·〉. Wir betrachten E[Φ Φt]
und wollen zeigen, dass dies konstant in t ist. Daraus folgt dann o�enbar, weil
(e〈a,·〉 : a, ωa ∈ h) total in L2(V, P ) ist, dass Φt = ΦT = Ψ̃T , was zu zeigen ist.
Es gilt nun mit Lemma 3 und weil Ψt eine schwache Lösung ist und mit der
Formel für Ut,T Φ̄, sowie den neuen Voraussetzungen an J , dass für alle r, t gilt

iE[Φ(Φr − Φt)]

= −iE[(Ur,T Φ̄− Ut,T Φ̄)Ψ̄r] + iE[Ut,T Φ̄(Ψr −Ψt)]

=

∫ r

t

dτE[−ΨrδωDUτ,T Φ̄−Ψr〈Jτ , ·〉Uτ,T Φ̄ + ΨτδωDUt,T Φ̄ + Ψτ 〈Jτ , ·〉Ut,T Φ̄]

Nun wollen wir di�erenzieren und erhalten

i

r − t
E[Φ(Φr − Φt)]

= −E[Ψr
1

r − t

∫ r

t

dτ δωDUτ,T Φ̄︸ ︷︷ ︸
−→
t→r

δωDUr,T Φ̄

]− E[Ψr
1

r − t

∫ r

t

dτ 〈Jτ , ·〉Uτ,T Φ̄︸ ︷︷ ︸
→〈Jr,·〉Ur,T Φ̄

]

+ E[
1

r − t

∫ r

t

dτ Ψτ︸ ︷︷ ︸
→Ψr

δωDUt,T Φ̄︸ ︷︷ ︸
→δωDUr,T Φ̄

] + E[
1

r − t

∫ r

t

dτ Ψτ 〈Jτ , ·〉︸ ︷︷ ︸
L

4
3 (P )−→ Ψr〈Jr,·〉

Ut,T Φ̄︸ ︷︷ ︸
L4(P )−→ Ur,T Φ̄

]

Falls nicht anders markiert, ist hier Konvergenz in L2(V, P ) gemeint. Die ers-
te Konvergenz gilt dabei wegen Lemma 2, die zweite wegen Lemma 1 und der
Bemerkung zu Lemma 3, die dritte weil Ψ als schwache Lösung stetig ist, die
vierte nach Lemma 1, die fünfte wegen der Bemerkung zu Lemma 3, also der
Stetigkeit von τ 7→ 〈Jτ , ·〉 in L4(V, P ) und die letzte wieder mit Lemma 2. Dies
zeigt, dass E[Φ Φt] in t di�erenzierbar ist mit verschwindender Ableitung. �

7.5 Geschlossene Lösungsformel

In diesem Abschnitt wollen wir eine konkrete Formel herleiten, mit der sich die
zeitliche Entwicklung einer beliebigen Anfangsbedingung in L2(V, P ) zu jedem
Zeitpunkt angeben lässt. Wir wechseln dazu ins Wechselwirkungsbild, d.h. wir
invertieren den Teil der vollen Dynamik, der von der freien Bewegung herrührt.
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Wir führen nun zunächst eine formale Rechnung durch, um eine Motivation für
die alternative Darstellung unserer unitären Dynamik Ut,T zu erhalten. Sei dazu
Ψt Lösung der vollen Photonenfeldgleichung. Dann setzen wir ΨI

t := U0
T,tΨt. Es

sollte dann bekanntermaÿen ΨI
t die Gleichung

i∂tΨ
I
t = U0

T,t〈Jt, ·〉U0
t,TΨI

t = V It ΨI
t

erfüllen. Berechnen wir nun also V It .

UT,t〈Jt, ·〉Ut,T e〈a,·〉

= UT,t〈Jt, ·〉 exp[−iQ(a, eiω(T−t)s(T − t)a) + 〈eiω(T−t)a, ·〉]

= e−iQ(a,eiω(T−t)s(T−t)a)∂α|α=0UT,t exp[〈eiω(T−t)a+ αJt, ·〉]

= e−iQ(a,eiω(T−t)s(T−t)a)∂α|α=0 exp
[
〈e−iω(T−t)

(
eiω(T−t)a+ αJt

)
, ·〉

+ iQ(eiω(T−t)a+ αJt, e
−iω(T−t)s(T − t)

(
eiω(T−t)a+ αJt

)
)
]

=
(

2iQ(eiω(T−t)a, e−iω(T−t)s(T − t)Jt) + 〈e−iω(T−t)Jt, ·〉
)

exp
[
−iQ(a, eiω(T−t)s(T − t)a) + iQ(a, eiω(T−t)s(T − t)a) + 〈a, ·〉

]
= 2iQ(s(T − t)Jt, De〈a,·〉) + 〈e−iω(T−t)Jt, ·〉e〈a,·〉

Wir erhalten damit die Gleichung

i∂tΨ
I
t = 2iQ(s(T − t)Jt, DΨI

t ) + 〈e−iω(T−t)Jt, ·〉ΨI
t

für die Wellenfunktion im Wechselwirkungsbild. Diese Gleichung lässt sich ele-
mentar lösen, z.B. indem man die Formeln aus Abschnitt 5.1 benutzt.

ΨI
t = Φ(· − 1

ω

∫
τ

s(T − τ)) ΩIt

Dabei verwenden wir die abkürzende Notation

ΩIt := exp

[
i〈
∫
τ

e−iω(T−τ), ·〉 − 2i

∫ T

t

dτ Q(s(T − τ)Jτ ,

∫
σ∈[τ,T ]

e−iω(T−σ))

]
.

Für Φ ∈ L2(V, P ) setzen wir nun also

Ψt := U0
t,T

(
Φ(· − 1

ω

∫
τ

s(T − τ)) ΩIt

)
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und zeigen, dass dies mit Ut,T aufW übereinstimmt. Für Φ = e〈a,·〉 gilt nämlich

Ψt

= U0
t,T

(
exp

[
〈a, ·〉 − 2Q(a,

∫
τ

s(T − τ)) + 〈i
∫
τ

e−iω(T−τ), ·〉

− 2i

∫ T

t

dτ Q(s(T − τ)Jτ ,

∫
σ∈[τ,T ]

e−iω(T−σ))

])

= exp

[
− 2Q(a,

∫
τ

s(T − τ))− 2i

∫ T

t

dτ Q(s(T − τ)Jτ ,

∫
σ∈[τ,T ]

e−iω(T−σ))

− iQ(a+ i

∫
τ

e−iω(T−τ), eiω(T−t)s(T − t)
(
a+ i

∫
τ

e−iω(T−τ)

)
)

+ 〈eiω(T−t)(a+ i

∫
τ

e−iω(T−τ)), ·〉

]

= exp

[
〈eiω(T−t)a+ i

∫
τ

eiω(τ−t), ·〉 − iQ(a, eiω(T−t)s(T − t)a)

+ 2Q(a, eiω(T−t)s(T − t)
∫
τ

e−iω(T−τ) −
∫
τ

s(T − τ)︸ ︷︷ ︸
=eiω(T−t)

∫
τ
s(τ−t)

) +
1

2
Q[

∫
τ

eiω(τ−t)]

−2i

∫ T

t

dτ Q(s(T − τ)Jτ ,

∫
σ∈[τ,T ]

e−iω(T−σ))− 1

2
Q[

∫
τ

e−iω(T−τ)]︸ ︷︷ ︸
=: I

]
.

Dabei ist der Term (I) absolutstetig und hat die Ableitung

− 2iQ(s(T − t)Jt,
∫
τ

e−iω(T−τ))−Q(

∫
τ

e−iω(T−τ), e−iω(T−t)Jt)

= −Q(Jt,

∫
τ

eiω(τ−t))

= i∂t(χ
T
t +

i

2
Q[

∫
τ

eiω(τ−t)]).

Es folgt die Behauptung. Und somit haben wir bewiesen:

Satz:

U It,T : L2(V, P )→ L2(V, P ),Φ 7→ Φ(· − 1

ω

∫
τ

s(T − τ)) (26)

exp

[
i〈
∫
τ

e−iω(T−τ), ·〉 − 2i

∫ T

t

dτ Q(s(T − τ)Jτ ,

∫
σ∈[τ,T ]

e−iω(T−σ))

]
ist unitär und Ut,T = U0

t,T U
I
t,T .
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7.6 Regularitätseigenschaften der Dynamik

Wir wollen nun ein wenig untersuchen, inwiefern reguläre Startwerte unter der
Zeitentwicklung regulär bleiben. Wir führen dafür zunächst die sesquilineare
Version von Q ein, Q̄(a, b) := Q(ā, b), und wollen dann untersuchen, ob Ut,T
bezüglich Halbnormen der Form Q̄[ωkD· ] stetig ist. Wir de�nieren zunächst
den Raum

X := {f(〈a1, ·〉, . . . , 〈aN , ·〉) : N ∈ N, f ∈ C∞p (RN ), a1, . . . , aN ∈ S}.

Dann lässt sich ebenso wie man die Abschlieÿbarkeit von D auf L2(P ) zeigt19

auch beweisen, dass
ωkD : X → L2(P )

abschlieÿbar ist. Den De�nitionsbereich dieses Abschlusses nennen wir D1,2
k und

dies ist ein Hilbertraum mit der Norm

‖·‖2D1,2
k

:= ‖·‖2L2(P ) +
∥∥Q̄[ωkD· ]

∥∥2

L2(P )
.

Nun beweisen wir ein kleines

Lemma 1:

span(e〈b,·〉 : b ∈ S) ⊆ (D1,2
k , ‖·‖D1,2

k
) liegt dicht.

Beweis:

Wir beginnen mit dem Fall k = 0. Sei Ψ ∈ D1,2
0 , so dass für alle b ∈ S

0 = 〈Ψ, e〈b,·〉〉D1,2
0

= E[Q(DΨ, De〈b,·〉)] + E[Ψe〈b,·〉]

= E[Q(DΨ, b)e〈b,·〉] + E[Ψe〈b,·〉]

= E[〈b, ·〉Ψe〈b,·〉]− E[Q[b]Ψe〈b,·〉] + E[Ψe〈b,·〉] := f(b).

Wir betrachten nun f(t b) Ordnung für Ordnung in t und erhalten

0. Ordnung: E[Ψ] = 0

1. Ordnung: E[〈b, ·〉Ψ] = 0

n-te Ordnung: (n+ 1)E[〈b, ·〉nΨ] = n(n− 1)Q[b]E[〈b, ·〉n−2Ψ]

Damit folgt sofort durch Induktion

E[〈b, ·〉nΨ] = 0 ∀n ∈ N0,

also auch Ψ = 0.

Nun wollen wir den allgemeinen Fall für beliebiges k ∈ N0 auf den Spezialfall
k = 0 zurückführen. In einem ersten Schritt zeigen wir dafür, dass

X ′ := {p(〈a1, ·〉, . . . , 〈aN , ·〉) : N ∈ N, p Polynom, â1, . . . , âN ∈ C∞0 (R3\{0};R3)}.
19[5]

51



in D1,2
k dicht liegt. Zunächst wollen wir also in der De�nition von X den Raum

C∞p (RN ) durch den Raum der Polynome ersetzen und immer noch einen dichten

Teilraum von D1,2
k erhalten. Sind nun a1, . . . , aN ∈ S linear unabhängig und

ρ := P ◦ (〈a1, ·〉, . . . , 〈aN , ·〉)−1

ein zentriertes Gauÿsches Maÿ, dann wissen wir aus dem Fall k = 0 von oben,
dass span(ec·x : c ∈ RN ) dicht im Abschluss von C∞p (RN ) bezüglich der N -

dimensionalen D1,2
0 -Norm liegt, welche gerade die Form

‖f‖2L2(ρ) + ‖∇f · ∇f‖2L2(ρ)

hat. Da aber

ec·x =

∞∑
k=0

(c · x)k

k!

in eben dieser Norm konvergiert, erhalten wir, dass es für f ∈ C∞p (RN ) ei-
ne Folge von Polynomen pn gibt mit pn → f und ∂jpn → ∂jf in L2(ρ) für
alle j = 1, . . . , N . Da nun die D1,2

k -Norm (unendlich-dimensional) für Ψ =
f(〈a1, ·〉, . . . , 〈aN , ·〉) die Form

‖Ψ‖2D1,2
k

= ‖f‖2L2(ρ) +

N∑
j=1

N∑
l=1

Q̄(ωkaj , ω
kal)〈∂jf, ∂lf〉L2(ρ)

hat, lässt sich Ψ durch pn(〈a1, ·〉, . . . , 〈aN , ·〉) approximieren.

Nun wollen wir zeigen, dass es reicht â1, . . . , âN ∈ C∞0 (R3 \ {0};R3) zu fordern.
Mit der Form der D1,2

k -Norm von oben und weil es für a1, . . . , aN ∈ S Folgen
ânj ∈ C∞0 (R3 \ {0};R3) mit anj −→n→∞ aj in allen Q[ωk·]-Normen gibt, sehen wir

dies sofort, weil für ein Polynom p auch

p(〈an1 , ·〉, . . . , 〈anN , ·〉)
L2(P )−→ p(〈a1, ·〉, . . . , 〈aN , ·〉)

folgt.

Es reicht mit dieser Erkenntnis nun folgende Aussage zu zeigen. Sind â1, . . . , âN ∈
C∞0 (BR \ Bε;R3), p ein Polynom, dann lässt sich Ψ = p(〈a1, ·〉, . . . , 〈aN , ·〉) in
D1,2
k durch Funktionen in span(e〈b,·〉 : b ∈ S) approximieren. Wir setzen nun,

um dies zu zeigen,
g := {a ∈ h : â|BcR∪Bε = 0}.

Dann ist (g,Q) ein Hilbertraum und G := (〈b, ·〉 : b ∈ g) eine Gauÿsche Familie
bezüglich P mit Kovarianz Q. Auch über L2(V, σ(G), P ) haben wir natürlich
eine Mallivin-Ableitung, die mit der Restriktion von D übereinstimmt und der
Operator ω ist auf g stetig. Wir können also auch Räume D1,2

k (V, σ(G), P ) ein-
führen. Aus dem Fall k = 0 wissen wir, dass

span(e〈b,·〉 : b ∈ g) ⊆ D1,2
0 (V, σ(G), P )
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dicht liegt. Da aber ω auf g beschränkt ist, sind die D1,2
k (V, σ(G), P )-Normen

alle äquivalent. Wir können somit Ψ in D1,2
k durch Linearkombinationen von

(e〈b,·〉 : b ∈ g) approximieren. O�enbar folgt nun aus g 3 bn
Q→ b ∈ g auch

e〈bn,·〉
D1,2
k−→ e〈b,·〉,

also liegt

span(e〈b,·〉 : b̂ ∈ C∞0 (BR \Bε;R3)) ⊆ span(e〈b,·〉 : b̂ ∈ g)

dicht. �

Nun betrachten wir zunächst die freie Dynamik.

Lemma 2:

U0
t,T : D1,2

k → D1,2
k ist eine Isometrie.

Beweis:

Wir verwenden die Darstellung (21) der Dynamik mit Startwert Ψb
T = e〈b,·〉.

E[Q̄(ωkDΨa
t , ω

kDΨb
t)] = E[Q̄(ωkeiω(T−t)a, ωkeiω(T−t)b)Ψa

t Ψb
t ]

= Q(ωkā, ωkb)E[Ψa
T Ψb

T ] = E[Q̄(ωkΨa
T , ω

kΨb
T )]

Mit der Dichtheit aus Lemma 1 folgt die Behauptung. �

Nun verwenden wir die geschlossene Lösungsformel (26) aus Abschnitt 7.5, um
die Stetigkeit der vollen Dynamik zu erhalten.

Satz:

Der Strom J erfülle die zusätzliche Voraussetzung, dass

ωkJτ ∈ h und τ 7→ Q[ωkJτ ] ∈ L1(dτ).

Dann ist Ut,T : D1,2
k → D1,2

k stetig.

Beweis:

Wir müssen nur noch die Stetigkeit von U It,T zeigen. Wir bezeichnen mit

ΩIt := U It,T 1
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die Zeitentwicklung des Vakuums im Wechselwirkungsbild. Es gilt dann für Φ ∈
D1,2
k mit At := 1

ω

∫
τ
s(T − τ) :

E
[
Q̄
[
ωkDΦ ◦ T−1

At
ΩIt
]]

= E

[
Q̄

[
ωk(DΦ) ◦ T−1

At
ΩIt + iωk

∫
τ

e−iω(T−τ) Φ ◦ T−1
At

ΩIt

]]
= E

[(
Q̄
[
ωkDΦ

]
+ 2<

(
Q̄

(
ωkDΦ, ωki

∫
τ

e−iω(T−τ) Φ

))
+ Q̄

[
ωki

∫
τ

e−iω(T−τ) Φ

])
◦ T−1

At
|ΩIt |2

]
=
(?)

E[Q̄[ωkDΦ]] + 2<E[Q̄(ωkDΦ, ωki

∫
τ

e−iω(T−τ)) Φ]

+ Q̄[ωk
∫
τ

e−iω(T−τ)]E[|Φ|2]

≤ 2

(
E[Q̄[DΦ]] + Q̄[

∫
τ

e−iω(T−τ)]E[|Φ|2]

)
In (?) haben wir bereits das Resultat aus dem Satz des folgenden Kapitels, al-
so die Translationsformel des Gauÿschen Maÿes unter Translationen, benutzt. �

8 Transformationen des Wahrscheinlichkeitsma-

ÿes P

8.1 Translationen

Wir wollen das Verhalten eines Gauÿschen Maÿes über S ′ unter Translationen
untersuchen. Dazu benötigen wir zunächst einige Vorbereitungen.

Lemma 1:

• Hm,n+1 3 a 7→
√

1 + |x|2 a ∈ Hm,n

• Hm+1,n 3 a 7→
√

1−4 a ∈ Hm,n

sind wohlde�nierte Banachraumisomorphismen.

Beweis:

Zunächst stellen wir fest, dass die gm,n-Norm äquivalent ist zu

g̃m,n[a] :=
∑
|α|≤m

∑
|β|≤n

‖xβ∂αa‖2.
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Dies sieht man sofort mit der Fouriertransformation und der Abschätzung

‖a+ b‖2 ≤ 2(‖a‖2 + ‖b‖2).

Insbesondere reicht es den Fall
√

1 + |x|2 : Hm,n+1 → Hm,n anzuschauen. Unter
Fouriertransformation lässt sich der Fall

√
1−4 nämlich auf diesen zurückfüh-

ren. Wir zeigen nun die Beschränktheit dieser Transformation auf Schwartz-
funktionen und die Beschränktheit der Inversen (1 + |x|2)−

1
2 . Im Folgenden

bezeichnen α, β, γ, δ, ε, σ Multiindices und cα, dα, β, γ, ρk, τk Konstanten.
Wir sehen schnell durch Induktion, dass

∂αf
(
|x|2
)

=
∑

0≤2β−α≤α

cβ f
(|β|) (|x|2)x2β−α

und auÿerdem gilt

∂kξ (1 + ξ)−
1
2 = ρk(1 + ξ)−

2k+1
2 (27)

∂kξ (1 + ξ)
1
2 = τk(1 + ξ)−

2k−1
2 (28)

Schätzen wir nun also gm,n[
√

1 + | · |2 a] ab. Seien dazu |α| ≤ m, |β| ≤ n.

‖kα∂β
√

1−4 â‖2

= ‖∂αxβ
√

1 + |x|2 a‖2

=

∥∥∥∥∥∥
∑

γ+δ+ε=α,γ≤β

dγ,δ,ε x
β−γ

(
∂δ
√

1 + |x|2
)
∂εa

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
∑

γ+δ+ε=α,γ≤β

∑
0≤2σ−δ≤δ

dγ,δ,ε cσ τ|σ| x
2σ+β−γ−δ(1 + |x|2)−

2|σ|−1
2 ∂εa

∥∥∥∥∥∥
2

≤ const max
{∥∥∥x2σ+β−γ−δ(1 + |x|2)−

2|σ|−1
2 ∂εa

∥∥∥2

:

γ ≤ β, γ + δ + ε = α, 0 ≤ 2σ − δ ≤ δ
}

≤ const max
{∫

|x|4|σ|+2|β|−2|α|+2|ε|(1 + |x|2)−2|σ|+1|∂εa|2 dx :

γ ≤ β, γ + δ + ε = α, 0 ≤ 2σ − δ ≤ δ
}

≤
(?)

constmax
|ε|≤m

{∫
(1 + |x|2)(1 + |x|2n)|∂εa|2 dx

}
≤ const g̃m,n+1[a]
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Dabei haben wir in (?) benutzt, dass

|x|4|σ|+2|β|−2|α|+2|ε|(1 + |x|2)−2|σ|

≤ 1|x|≤1 + |x|2|β|−2|α|+2|ε|1|x|>1

≤ 1 + |x|2|β|

≤ 2(1 + |x|2n)

für |ε| ≤ |α|. Nun zeigen wir noch, dass auch (1 + |x|2)−
1
2 : Hm,n → Hm,n+1

beschränkt ist auf Schwartzfunktionen und damit wohlde�niert. Sei dazu |α| ≤
m, |β| ≤ n+1. (??) ist ein zu obiger Rechnung analoger Schritt unter Benutzung
von (27) statt (28).

‖kα∂β(1−4)−
1
2 â‖2

= ‖∂αxβ(1 + |x|2)−
1
2 a‖2

≤
(??)

const max
|ε|≤m

∫
(1 + |x|2)−1(1 + |x|2(n+1))|∂εa|2 dx

≤ const max
|ε|≤m

∫
(1 + |x|2)n|∂εa|2 dx

≤ const g̃m,n[a]

�

Lemma 2:

Ist Q eine auf Hm,n stetige nichtnegative quadratische Form, so stammt sie auf
Hm+2,n+2 von einem Spurklasseoperator.

Beweis:

Sei A := (1 + |x|2)(1 − 4). Dann stammt nach Lemma 1 Q genau dann auf
Hm+2,n+2 von einem Spurklasseoperator, wenn für eine Orthonormalbasis (fk)∞k=1

auf Hm,n gilt, dass

∞ >

∞∑
k

Q(A−1fk, A
−1fk) =

∞∑
k

gm,n(A−1fk, qA
−1fk),

wobei q der zu Q gehörige beschränkte Operator auf Hm,n ist. Dies ist insbeson-
dere der Fall, wenn A−1 auf Hm,n ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Da nach
Lemma 1 die Abbildung

(1 + |x|2)
n
2 (1−4)

m
2 : L2 → Hm,n

ein Banachraumisomorphismus ist, können wir dies nachweisen, indem wir

∞∑
k=1

‖Bek‖2 <∞

56



für eine L2-Orthonormalbasis (ek)∞k=1 und

B = (1 + |x|2)
n
2 (1−4)

m
2 A−1(1 + |x|2)−

n
2 (1−4)−

m
2

zeigen. Wieder nach Lemma 1 ist jedoch B : L2 → H2,2 ein Banachraumiso-
morphismus und somit haben wir

const1C
−1
2,2 ≤ B∗B ≤ const2C

−1
2,2 ,

d.h. es reicht Tr[C−1
2,2 ] <∞ zu beweisen. Da nun

C−1
2,2 ≤ const(1−4)−1(1− |x|2)−2(1−4)−1

und

κ(p, q) = (1 + |p|2)

∫
dx

(2π)
3
2

eix·(p−q)

(1 + |x|2)2
(1 + |q|2)−1

der stetige Integralkern dieses nichtnegativen Operators im Fourierraum ist,
erhalten wir unser Ergebnis wegen∫

dp κ(p, p) =
1

(2π)
3
2

∫
dp

(1 + |p|2)2
<∞.

�

Wir wollen nun Gauÿsche Maÿe auf S ′ verschieben und die Frage beantworten,
wann zwei solche Verschiebungen zueinander äquivalente Maÿe sind. Seien dazu
A,B ∈ S ′ und

TA : S ′ → S ′, C 7→ C +A.

Sei P ein Maÿ auf (S ′,B(S ′)), dann sind für ρ ∈ L1(P ◦ T−1
A ) o�enbar die

Gleichungen
dP ◦ T−1

B = ρ dP ◦ T−1
A

und

dP = ρ ◦ TB dP ◦ T−1
A ◦ TB = ρ ◦ TB dP ◦ T−1

A−B

äquivalent, also wird unsere Frage erschöpfend beantwortet durch folgenden an
Girsanovs Theorem20 erinnernden

Satz:

Sei Q eine auf Hm,n stetige positiv de�nite quadratische Form und P das Wahr-
scheinlichkeitsmaÿ auf (S ′,B(S ′)) mit Kovarianz Q. Sei weier A ∈ S ′. Dann gibt
es nach Lemma 2 und weil S ′ =

⋃∞
r,s=1H

−s,−r ist natürliche Zahlen m̃ ≥ m+2,
ñ ≥ n+ 2, so dass Q = gm̃,ñ(·, q·) gilt. Dabei ist

q =

∞∑
k=1

λkgm̃,ñ(fk, ·)fk mit λk > 0 und
∑
k

λk <∞

20[21]
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ein Spurklasseoperator auf Hm̃,ñ, wobei (fk)∞k=1 eine gm̃,ñ-Orthonormalbasis
ist. Zusätzlich können wir A ∈ H−m̃,−ñ fordern. Nun sind folgende Aussagen
äquivalent:

1. Q−1[A] :=
∑∞
k=1

〈fk,A〉2
λk

<∞

2. dP ◦ T−1
A � dP

In diesem Fall gilt:

dP ◦ T−1
A = eQ

−1(A,·)− 1
2Q
−1[A]dP.

Gelten 1. und 2. nicht, so ist P ⊥ P ◦ T−1
A .

Bemerkung:

Q−1 lässt sich auf

X := {B ∈ H−m̃,−ñ :

∞∑
k=1

〈fk, B〉2

λk
<∞}

als quadratische Form de�nieren.X ist der relative Abschluss von span{gm̃,ñ(fk, ·) :
k ∈ N} in H−m̃,−ñ bezüglich Q−1. Das kann man sehen, indem man

B = gm̃,ñ(b, ·) ∈ X mit b =

∞∑
k=1

βkfk ∈ Hm̃,ñ

durch die Folge

BN :=

N∑
k=1

βk gm̃,ñ(fk, ·)
Q−1

−→
N→∞

B

approximiert. Wir erhalten nun für B ∈ span{gm̃,ñ(fk, ·) : k ∈ N} :

E[Q−1(B, ·)2] =
∑
k,l

〈fk, B〉〈fl, B〉E[〈fk, ·〉〈fl, ·〉]

=
∑
k,l

〈fk, B〉〈fl, B〉Q(fk, fl) =
∑
k

〈fk, ·〉2

λk
= Q−1[B]

Folglich lässt sich

span{gm̃,ñ(fk, ·) : k ∈ N} 3 B 7→ Q−1(B, ·) ∈ L2(P )

isometrisch auf X fortsetzen und Q−1(A, ·) im Ausdruck für die Dichte ist ge-
nau in diesem Sinne zu verstehen. Wir beachten dabei, dass 〈fk, ·〉 ∈ L2(S ′, P )
wohlde�niert ist, da P nach dem Satz in Abschnitt 4.1 Träger in H−m̃,−ñ hat.

Beweis:

1.) ⇒ 2.): Zunächst folgt aus 1.) und der Bemerkung, dass

exp(Q−1(A, ·)− 1

2
Q−1[A])
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wohlde�niert ist. Seien nun

A =

∞∑
k=1

αk gm̃,ñ(fk, ·) ∈ H−m̃,−ñ und AN :=

N∑
k=1

αk gm̃,ñ(fk, ·).

Dann haben wir

E

[∣∣∣eQ−1(AN ,·)− 1
2Q
−1[AN ] − eQ

−1(AM ,·)− 1
2Q
−1[AM ]

∣∣∣2]
= E

[
exp

[
2

N∑
k=1

〈fk, AN 〉〈fk, ·〉
λk

−Q−1[AN ]

]]

− 2E

[
exp

[ N∑
k=1

〈fk, AN 〉〈fk, ·〉
λk

+

M∑
k=1

〈fk, AM 〉〈fk, ·〉
λk

− 1

2
Q−1[AN ]− 1

2
Q−1[AM ]

]]
+ E

[
exp

[
2

M∑
k=1

〈fk, AM 〉〈fk, ·〉
λk

−Q−1[AM ]

]]

= exp

[
1

2
Q[2

N∑
k=1

〈fk, ·〉
λk

fk]−Q−1[AN ]

]

− 2 exp

[
1

2
Q[

N∑
k=1

〈fk, ·〉
λk

fk +

M∑
k=1

〈fk, ·〉
λk

fk]− 1

2
Q−1[AN ]− 1

2
Q−1[AM ]

]

+ exp

[
1

2
Q[2

M∑
k=1

〈fk, ·〉
λk

fk]−Q−1[AM ]

]
= eQ

−1[AN ] − 2eQ
−1(AN ,AM ) + eQ

−1[AM ] −→
N,M→∞

0,

also ist die Dichte in L2(P ). Wir prüfen nun die Gleichheit beider Maÿe auf
Mengen der Form

N⋂
k=1

{〈fk, ·〉 ∈ Bk} wobei Bk ∈ B(R).

Die σ-Algebra B(H−m̃,−ñ) wird nach Abschnitt 4.1 von diesen Mengen erzeugt.
Und aus der Gleichheit folgt somit, dass die beiden Maÿe aufH−m̃,−ñ und damit
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auch auf S ′ übereinstimmen.

P ◦ T−1
A

[
N⋂
k=1

{〈fk, ·〉 ∈ Bk}

]

= P

[
N⋂
k=1

{〈fk, ·〉+ 〈fk, A〉 ∈ Bk}

]

=

N⊗
k=1

N (〈fk, A〉, λk)[Bk]

= (det(2πdiag(λ1, . . . , λN )))
− 1

2

∫
B1×···×BN

dx exp

[
−1

2

N∑
k=1

(xk − 〈fk, A〉)2

λk

]

=

∫
B1×···×BN

N∏
j=1

N (0, λj)(dx) exp

[
N∑
k=1

xk〈fk, A〉
λk

− 1

2

N∑
k=1

〈fk, A〉2

λk

]

=

∫
eQ
−1(AN ,·)− 1

2Q
−1[AN ]1B1×···×BN (〈f1, ·〉, . . . , 〈fN , ·〉)dP

=
M≥N

∫
eQ
−1(AM ,·)− 1

2Q
−1[AM ]1⋂N

k=1{〈fk,·〉∈Bk}
dP

−→
M→∞

∫
eQ
−1(A,·)− 1

2Q
−1[A]1⋂N

k=1{〈fk,·〉∈Bk}
dP

2.) ⇒ 1.): Wir bemerken, dass

XN := eQ
−1(AN ,·)− 1

2Q
−1[AN ]

= exp

[
N∑
k=1

〈fk, A〉〈fk, ·〉
λk

− 1

2

N∑
k=1

〈fk, A〉2

λk

]

= exp

[
N∑
k=1

〈fk, A〉(〈fk, ·〉 − 〈fk, A〉)
λk

− 1

2

N∑
k=1

〈fk, A〉2

λk

]
exp

[
N∑
k=1

〈fk, A〉2

λk

]

=: YN exp

[
N∑
k=1

〈fk, A〉2

λk

]
ein nichtnegatives Martingal bezüglich P und der Filtration σ(〈f1, ·〉, . . . , 〈fN , ·〉)
ist. Insbesondere konvergiert XN in R P -f.s. . YN ist ein Martingal bezüglich
P ◦T−1

A und derselben Filtration und daher gilt: XN konvergiert P ◦T−1
A -f.s. in

R genau dann, wenn

exp

[
N∑
k=1

〈fk, A〉2

λk

]
konvergiert, also

∞∑
k=1

〈fk, A〉2

λk
<∞.

Und falls
∞∑
k=1

〈fk, A〉2

λk
=∞,
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so haben wir
P ◦ T−1

A [XN konvergiert in R] = 0.

�

9 Anwendungsbeispiele

9.1 Vakuumdynamik und Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitsdichte

Die Resultate des vorangegangenen Kapitels 7 ermöglichen es uns für externe
Ströme J ∈ L1

h(dτ) die zeitliche Entwicklung des Photonenfeldes im Schrödun-
gerbild explizit zu bestimmen. Wir wollen nun ein Gefühl dafür bekommen, wie
man mit dieser Erkenntnis arbeiten kann und einige einfache Anwendungen prä-
sentieren. Der wohl einfachste denkbare Zustand für das elektromagnetische Feld
ist der Grundzustand der freien Dynamik, das Vakuum Ω = 1 ∈ L2(V, P ), wel-
ches dem Zustand |0〉 = 1 ∈ h⊗0

C = C im klassischen Fockraumbild entspricht.
Wir können der Darstellung (21) aus Abschnitt 7.2 der Photonenfelddynamik
sofort entnehmen, dass Ω invariant unter der freien Zeitentwicklung U0

t,T ist.
Mit äuÿerem Strom gilt hingegen

Ωt := Ut,TΩ = exp[iχTt + 〈i
∫
τ

eiω(τ−t), ·〉]. (29)

Man kann diesem einfachsten aller Zustände bereits ansehen, dass es schwierig
sein wird, die Klasse der zulässigen Ströme auf mehr als h-wertige Funktionen
zu erweitern, weil 〈p, ·〉 schon für p ∈ h nur P -f.s. existiert. Man kann jedem
normalisierten Zustand Ψ ∈ L2(V, P ), wie im Schrödingerbild der Quantenme-
chanik für N Teilchen üblich, eine Wahrscheinlichkeitsdichte |Ψ|2 auf dem Kon-
�gurationsraum zuordnen. Im Folgenden wollen wir etwas genauer untersuchen,
wie diese Dichte sich unter dem Ein�uss der Photonenfelddynamik verhält. An
dieser Stelle betrachten wir zunächst Startzustände

Ψb
T := e〈b,·〉−Q[b] mit b ∈ h.

Wir sehen wieder mit (21), dass

|Ψb
t |2 = exp

[
2<(iχTt ) + 4Q(b, c(T − t)

∫
τ

s(τ − t)) + 2Q[s(T − t)b]

+ 〈2c(T − t)b− 2

∫
τ

s(τ − t), ·〉 − 2Q[b]

]

61



ist mit

<(iχTt )

= −
∫ T

t

dτQ(

∫
σ∈[τ,T ]

c(σ − τ), Jτ ) +
1

2
Q[

∫
τ

c(τ − t)]− 1

2
Q[

∫
τ

s(τ − t)]

=
(?)
−1

2

∫ T

t

dτ

∫ T

t

dσ (Q(c(σ − t)Jσ, c(τ − t)Jτ ) +Q(s(σ − t)Jσ, s(τ − t)Jτ ))

+
1

2
Q[

∫
τ

c(τ − t)]− 1

2
Q[

∫
τ

s(τ − t)]

= −Q[

∫
τ

s(τ − t)],

wobei wir in (?) die Achsensymmetrie des Cosinus ausgenutzt haben. Betrach-
ten wir nun das Wahrscheinlichkeitsmaÿ |Ψb

t |2dP und wenden den Satz aus
Abschnitt 8.1 über Translationen Gauÿscher Maÿe mit der Notation

Bt := − 1

ω

∫
τ

s(τ − t)

an.

|Ψb
t |2dP

= exp

[
〈2c(T − t)b, · −Bt〉 −

1

2
Q[2c(T − t)b]

]
dP ◦ T−1

Bt

=
(
|Ψ2c(T−t)b
T |2dP

)
◦ T−1

Bt

wobei wir benutzt haben, dass

Q−1[Bt] = 4Q[

∫
τ

s(τ − t)] <∞ und Q−1(Bt, ·) = 2〈Bt, ·〉.

Wir können also den vom Strom abhängigen Term in der Dynamik in das Maÿ
P absorbieren, was es möglich macht die zulässige Klasse von Strömen zu erwei-
tern, wenn wir nur an der zeitabhängigen Wahrscheinlichkeitsdichte interessiert
sind. Wir entnehmen der obigen Rechnung, dass die Vakuumwahrscheinlich-
keitsdichte schlicht P ◦ T−1

Bt
ist.

Für eine Menge B ∈ B(R3) mit endlichem Lebeguemaÿ λ(B) nennen wir

A(B) :=

(
1

λ(B)
E[〈el1B , ·〉|Ψt|2]

)3

l=1
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die mittlere A-Feldstärke auf B. Für das Vakuum lässt sich dies explizit berech-
nen:

E[〈b, ·〉|Ωt|2]

=

∫
〈b, A〉P ◦ T−1

Bt
(dA)

=

∫
〈b, A+Bt〉P (dA)

= 〈b, Bt〉+ E[〈b, ·〉]

= −〈b, 1

ω

∫
τ

s(τ − t)〉

und für
b =

el
λ(B)

1B

und genügend reguläres J erhalten wir damit

A(B) = − 1

λ(B)

∫
B

dx

∫
dk

(2π)
3
2

eix·k
∫ T

t

dτ
sin(|k|(τ − t))

|k|
Ĵτ (k).

Eine Rechnung im Raum der temperierten Distributionen zeigt

−
̂sin(| · |a)

| · |
(dx) =

√
π

2

δ(|x|+ a)− δ(|x| − a)

|x|
dx,

also gilt formal für J die Gleichung

− 1

ω

∫
τ

s(τ − t)

= (2π)−
3
2

∫ T

t

dτ

(√
π

2

δ(|y|+ τ − t)− δ(|y| − τ + t)

|y|
dy ? Jτ

)
(x)

=
1

4π

∫ T

t

dτ

∫
δ(|x− y|+ τ − t)− δ(|x− y| − τ + t)

|x− y|
Jτ (y)dy

−→
T→−∞

− 1

4π

∫
J|x−y|−t(y)

|x− y|
dy,

was gerade die Lösung der klassischen Feldgleichung (6) darstellt.

9.2 Einige Erwartungswerte

Wir wollen in diesem Abschnitt ein paar einfache Erwartungswerte berechnen.
Zunächst müssen wir dafür die entsprechenden Operatoren ins Schrödingerbild
übersetzen. Wir beginnen mit dem Photonenzahloperator des klassischen Fock-
raumbildes

N =

∞∑
j=1

a∗jaj ,
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wobei die Summe über eine Q-Orthonormalbasis (fj)
∞
j=1 läuft und a∗j , aj wie

im Abschnitt 6.2 die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind. Ist F der
Isomorphismus zwischen dem klassischen Fockraum und L2(P ) und FΦt im
De�nitionsbereich von N , dann erhalten wir

Q(FΨt,NFΨt) =

∞∑
j=1

Q(ajFΨt, ajFΨt)

=
∑
j

E[Q(DΨt, fj)Q(DΨt, fj)] = E[Q̄[DΨt]].

Wir wissen aus Lemma 2 des Abschnittes 7.6, dass dieser Ausdruck invariant
unter der freien Zeitentwicklung ist. Auÿerdem entnehmen wir der Rechnung im
Satz desselben Abschnitts, dass

E[Q̄[DΨt]]

= E[Q̄[DΨT ]]− 2=
(
E[Q̄(DΨT ,

∫
τ

e−iω(T−τ)ΨT )]

)
+ Q̄[

∫
τ

e−iω(T−τ)]E[|ΨT |2]

für alle ΨT ∈ D1,2. Fürs Vakuum erhalten wir beispielsweise:

E[Q̄[DΩt]]

= Q̄[

∫
τ

e−iω(T−τ)]

= Q̄[

∫
τ

c(T − τ)] + Q̄[

∫
τ

s(T − τ)]

=
1

2

∫
dk

|k|

∣∣∣∣∣
∫ T

t

dτe−i|k|(T−τ)Ĵτ (k)

∣∣∣∣∣
2

Nun schauen wir uns noch die Photonenenergie an. Der kinetische Anteil wird
durch die Zweitquantisierung der 1-Photon-Energie und damit durch

∞∑
j,l=1

Q(fj , ωfl)a
∗
l aj

beschrieben und der Erwartungswert berechnet sich wie für den Photonenzahl-
operator für

ΨT ∈ D1,2
1
2

und
∫ T

t

dτQ[ω
1
2 Jτ ] <∞ zu

E[Q̄[ω
1
2DΨt]]

= E[Q̄[ω
1
2DΨT ]]− 2=

(
E[Q̄(ω

1
2DΨT , ω

1
2

∫
τ

e−iω(T−τ)ΨT )]

)
+ Q̄[ω

1
2

∫
τ

e−iω(T−τ)]E[|ΨT |2].
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Für das Vakuum erhalten wir

E[Q̄[ω
1
2DΩt]] =

1

2

∫
dk

∣∣∣∣∣
∫ T

t

dτe−i|k|(T−τ)Ĵτ (k)

∣∣∣∣∣
2

.

Ist ΨT ∈ D1,2, so ist auch der potentielle Anteil E[〈Jt, ·〉|Ψt|2] wohlde�niert. Um
diesen zu berechnen, schauen wir uns zunächst E[〈c, ·〉|Ψt|2] für festes c ∈ h unter
der freien Dynamik an. Wir beginnen wieder mit einfachen Anfangszuständen.

E[〈c, ·〉Ψa
tΨb

t ]

= E[Q(c,DΨa
t )Ψb

t ] + E[Q(c,DΨb
t)Ψ

a
t ]

= Q(c, e−iω(T−t)ā)E[Ψa
tΨb

t ] +Q(c, eiω(T−t)b̄)E[Ψa
tΨb

t ]

= E[Q(e−iω(T−t)c,DΨa
T )Ψb

T ] + E[Q(e−iω(T−t)c,DΨb
T )Ψa

T ]

Damit erhalten wir durch Approximation nach Lemma 1 des Abschnittes 7.6

E[〈c, ·〉|Ψt|2] = 2<
(
E[Q(eiω(T−t)c,DΨT )ΨT ]

)
unter der freien Dynamik. Nun also die Rechnung mit externem Strom und der
Notation At = 1

ω

∫
τ
s(T − τ):

E[〈Jt, ·〉|Ψt|2]

= 2<
(
E[Q(eiω(T−t)Jt, D

(
ΨT ◦ T−1

At
ΩIt
)
)ΨT ◦ T−1

At
ΩIt ]
)

= 2<
(
E[Q(eiω(T−t)Jt, (DΨT ) ◦ T−1

At
+ i

∫
τ

e−iω(T−τ)ΨT ◦ T−1
At

)ΨT ◦ T−1
At
|ΩIt |2]

)
= 2<

(
Q(eiω(T−t)Jt, DΨT )ΨT

)
− 2=

(
Q(Jt,

∫
τ

eiω(τ−t))

)
E[|ΨT |2]

Und für das Vakuum erhält man

E[〈Jt, ·〉|Ωt|2] = −2Q(Jt,

∫
τ

s(τ − t))

= −
∫

dk

|k|

∫ T

t

dτ sin(|k|(τ − t))Ĵt(k) · Ĵτ (k).

9.3 Stationäre Stromprobleme

Falls der Strom J ∈ h von der Zeit unabhängig ist, sprechen wir von einem
stationären Stromproblem. Für diesen Fall vereinfachen sich unsere Lösungsfor-
meln, da wir zeitliche Integrale über J explizit ausführen können.∫

τ

eiω(τ−t) =
eiω(T−t) − 1

iω
J
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Wir erhalten zum Beispiel mit S := T − t:

Ut,T e
〈b,·〉 = exp

[
i

2
Q(J, ω−2(3 + 2iωS − 4eiωS + e2iωS)J)− iQ(b, eiωSs(S)b)

+ 2Q(b, ω−1eiωS(1− c(S))J) + 〈eiωSb+ ω−1(eiωS − 1)J, · 〉
]

und im Wechselwirkungsbild:

U It,TΦ = Φ
(
· − ω−2(1− c(S))J

)
exp

[
1

2
Q(J, ω−2(3− 4c(S)− 2S + 2e−2iωS)J)

+ 〈ω−1(1− e−iωS)J, · 〉
]

Da die unitäre Entwicklung nur noch von der Zeitdi�erenz abhängt, wird sie
somit zu einem Gruppenhomomorphismus.

Stationäre Ströme erlauben auch ein einfaches Lösungsverfahren im klassischen
Fockraumbild. Ein bekannter Satz aus der Bogolubov-Theorie ermöglicht es
nämlich Hamiltonians der für uns relevanten Form in einen quadratischen Aus-
druck der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu transformieren. Wir wol-
len dieses Verfahren hier kurz wiedergeben. Sei dafür J ∈ h mit g := − 1

ωJ ∈ h.
Dann existiert nach dem oben erwähnten Satz eine unitäre Transformation Ug
auf

⊕∞
n=0 h

⊗̃n
C , so dass für alle b ∈ h:21

U∗g a(b)Ug = a(b) +Q(b, g)

gilt. Wir erhalten damit für unseren Hamiltonian (19):

U∗g

∑
j,l

Q(ej , ωel)a
∗
l aj +

∑
j

Q(ej , J)(a∗j + aj)

Ug

=
∑
j,l

Q(ej , ωel)(a
∗
l +Q(el, g))(aj +Q(el, g)) +

∑
j

Q(ej , J)(a∗j + aj + 2Q(ej , g))

=
∑
j,l

Q(ej , ωel)a
∗
l aj +

∑
j

Q(ej , ωg)aj +
∑
l

Q(el, ωg)a∗l +Q(g, ωg)

+
∑
j

Q(ej , J)(a∗j + aj) + 2Q(J, g)

=
∑
j,l

Q(ej , ωel)a
∗
l aj −Q(J,

1

ω
J),

was bis auf die konstante Verschiebung der freie Hamiltonian ist. Natürlich stellt
sich sofort die Frage, wie diese Transformation, die aus unserer Dynamik mit
externem Strom eine freie macht, in der L2(P )-Formulierung aussieht. Nach den

21Siehe Anhang A.7
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Überlegungen dieses Abschnittes erscheint es naheliegend, für Ug eine Transla-
tion zu erwarten. Und tatsächlich zeigen wir nun, dass

ŨgΨ := F−1UgFΨ = Ψ(· − 1

ω
g) exp[〈g, ·〉 −Q[g]]

ist. Denn wir haben für Ψ ∈ D1,2:

Ũ∗gDbΨ(· − 1

ω
g) exp[〈g, ·〉 −Q[g]]

= Ũ∗g

((
(DbΨ)(· − 1

2ω
g) +Q(b, g)Ψ(· − 1

ω
g)

)
exp[〈g, ·〉 −Q[g]]

)
= DbΨ +Q(b, g)Ψ

und Ũg ist mit dem Satz in Abschnitt 8.1 unitär.

10 Dynamische Theorie des Photonenfeldes und

das Pfadintegral

10.1 Idee des Pfadintegrals

Die Idee des Pfadintegrals ist ebenso einfach wie genial. Die Lösung der Quan-
tenmechanischen Bewegungsgleichung (18) oder genauer der zugehörige Inte-
gralkern wird als gewichtetes Integral über alle klassischen Pfade geschrieben.
Diese Pfade müssen dabei die klassische Bewegungsgleichung nicht erfüllen, je-
doch trägt die klassische Lösung wegen der stationären Phase den wesentlichen
Anteil zum Integral bei. Die Gewichtung im Falle des quantenmechanischen
Pfadinterals ist durch eine Phasenfunktion gegeben und wir können symbolisch
schreiben:

〈Φ, UJt,t0Ψ〉 =

∫
dA eiS

J [A]Φ(At)Ψ(At0) (30)

Dabei ist dA ein Symbol für das �ache Maÿ auf dem unendlich dimensionalen
Raum aller klassischen Wege. Wie wir wissen, existiert ein solches Maÿ nicht, al-
so werden wir einen Ersatz �nden müssen. Die Phasenfunktion ist die klassische
Wirkung

SJ [A] =

∫ t

t0

dτ (〈Ȧτ , Ȧτ 〉 − 〈ωAτ , ωAτ 〉+ 〈Jτ , Aτ 〉)

für das elektromagnetische Potential. Das Hauptproblem bei der mathemati-
schen Formalisierung des intuitiven Ausdrucks (30) ist, dass die Gewichtsfunk-
tion nicht abfällt. Das Integral ist stark oszillierend und dies macht Fragen
nach Existenz bzw. Konvergenz des Integrals extrem schwierig. Anders sieht die
Situation im stochastischen Fall aus. Die Lösung der stochastischen Variante
unserer Bewegungsgleichung (18), welche in Kapitel 5 diskutiert wurde, lässt
sich als Pfadintegral in der Form

〈Φ, U st,J
t,t0 Ψ〉 =

∫
dA e−S

st,0[A]e
−

∫ t
t0
dτ〈Jτ ,Aτ 〉Φ(At)Ψ(At0) (31)
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schreiben. Hierbei bezeichnet dA e−S
st,0[A] das Pfadmaÿ des Ohrnstein-Uhlenbeck

Prozesses, also

Sst,0[A] =

∫ t

t0

dτ (〈Ȧτ , Ȧτ 〉+ 〈ωAτ , ωAτ 〉).

Es wird im Folgenden unser Ziel sein, zu analysieren, was der Zusammenhang
der Lösungsformel (21) mit dem Pfadintegral (30) ist und was für ein Objekt
der Integrand im quantenmechanischen Pfadintegral darstellt.

10.2 Wick-Rotation der Zeit und Nichtexistenz eines Pfad-
maÿes

Eine erste Idee sich an das quantenmechanische Pfadintegral heranzutasten,
könnte darin bestehen, zunächst das wohlde�nierte stochastische Pfadintegral
zu betrachten und in diesem eine Wick-Rotation

t→ zt = (α+ iβ)t

der Zeit durchzuführen, also der Zeit eine imaginäre Komponente zu geben. Für
α = 0 und β = 1 sind wir im quantenmechanischen Fall. Wir betrachten nun
also die modi�zierte Bewegungsgleichung

−1

z
∂tΨt = HJΨt = (H0 + 〈Jt, · 〉)Ψt (32)

wobei H0 der Hamiltonian des freien Photonenfeldes aus (20) ist und α, β ≥ 0
mit α2 +β2 = 1 gilt. Wir wollen uns nun an die heuristische Rechnung erinnern,
welche den Zusammenhang zwischen der Lösung der Bewegungsgleichung und
dem Pfadintegral herstellt. Diese Rechnung führen wir wieder für den Fall des n-
dimensionalen Harmonischen Oszillators durch. Wegen der Wick-Rotation sind
wir jedoch an den Matrixelementen des Operators Uz,Jt,t0 interessiert, der einen
Startwert f(t0) auf den Wert der Lösung f(t) von (32) mit diesem Startwert
zum Zeitpunkt t schickt. Hierbei ist

H0 = −1

2
m−1[d] +

1

2
mω2.
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Wir schreiben dabei kurz tj = t0 + j t−t0N .∫
dx f(x)(Uz,Jt,t0g)(x)

= lim
N→∞

∫
dx f(x)

N−1∏
j=0

((
e−z

t−t0
N (− 1

2m
−1[d])e−z

t−t0
N ( 1

2mω
2+〈Jtj , · 〉)

)
g
)

(x)

=

(
det

NM

2πz(t− t0)

)N
2
∫
dxN . . .

∫
dx0 f(xN )g(x0)

exp

− 1

2z

N−1∑
j=0

m

[
N(y − x)

t− t0

]
t− t0
N
− z

N−1∑
j=0

(
1

2
m[ωxj ] + 〈Jtj , xj〉)

t− t0
N


= const

∫
dx f(xt)g(xt0)e

− 1
2z

∫ t
t0
dτ m[ẋτ ]− z2

∫ t
t0
dτ m[ωxτ ]−z

∫ t
t0
dτ 〈Jτ ,xτ 〉

(33)

Wir rechnen weiter heuristisch und führen das freie Wick-rotierte Pfadmaÿ ein.

µzf,g(dx) := constf(xt)g(xt0)e
− 1

2z

∫ t
t0
dτ m[ẋτ ]− z2

∫ t
t0
dτ m[ωxτ ]

dx (34)

Etwas genauer sollte man hier von einer über f und g ausgeschmierten Maÿ-
wertigen Distribution sprechen. Wir werden allerdings später sehen, dass dieser
Ausdruck nur für den Fall z = 1 Sinn macht, also gerade im stochastischen Fall.
Nehmen wir jedoch zunächst an, dies wäre tatsächlich ein komplexes Maÿ auf
einem geeigneten Pfadraum. Dann vereinfacht sich die Formel für die Matrix-
elemente unserer Dynamik zu∫

dx f(x)(Uz,Jt,t0g)(x) =

∫
µzf,g(dx)e

i
∫ t
t0
dτ〈izJτ ,xτ 〉. (35)

Es gibt also einen engen Zusammenhang zwischen der Lösung unserer Photonen-
feldgleichung (18) und der Fouriertransformation des freien Pfadmaÿes. Da wir
in (21) eine explizite Formel für die Lösung der Photonenfeldgleichung gefunden
haben, müsste es uns insbesondere möglich sein, das Maÿ µzf,g zu bestimmen,
falls es existiert. Den Rest dieses Abschnittes werden wir uns mit dieser Frage
beschäftigen und am Ende das enttäuschende Resultat erhalten, dass das Pfad-
maÿ nur dann existiert, wenn z = 1 ist. Der Grund hierfür ist, dass durch die
extrem irreguläre Phasenfunktion sogar der Raum der komplexwertigen Maÿe
nicht ausreicht, den Integranden des Pfadintegrals zu fassen. Im Abschnitt 10.3
werden wir dieses Problem zu beheben wissen, indem wir als Integrand auch
Distributionen zulassen. Um eine einfache Formel für die Matrixelemente von
Uz,Jt,t0 zu erhalten, beschränken wir uns wie schon so häu�g auf den Fall

f = e〈a, · 〉−
1
4 〈a,

1
ω a〉 und g = e〈b, · 〉−

1
4 〈b,

1
ω b〉.

Anstatt nun alle Rechnungen aus Kapitel 7 zu wiederholen, werden wir die
korrekte Formel für die Lösung der Wick-rotierten Gleichung (32) erraten, indem
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wir in der Formel (21) alle Zeiten t durch Wick-rotierte Zeiten zt ersetzen. Somit
erhalten wir:

Uz,Jt,t0e
〈b, · 〉

= exp
[z2

4

∫ t

t0

dτ

∫ t

t0

dσ〈Jσ,
1

ω
(e−zω|σ−τ | − e−zω(2t−τ−σ))Jτ 〉

− z〈b, 1

ω
e−zω(t−t0)

∫ t

t0

dτ sinh(zω(t− τ))Jτ 〉

+
1

2
〈b, 1

ω
e−zω(t−t0) sinh(zω(t− t0))b〉

+ 〈e−zω(t−t0)b− z
∫ t

t0

dτ e−zω(t−τ)Jτ , · 〉
]

(36)

Indem wir explizit den Operator 1
z∂t −

1
2m
−1[d] + 〈ωd, · 〉 + 〈Jt, · 〉 auf diesen

Vektor wirken lassen, können wir uns davon überzeugen, dass es sich um eine
Lösung von Gleichung (32) handelt. Nun benutzen wir

E
[
e〈a, · 〉e

〈e−zω(t−t0)b−z
∫ t
t0
dτ e−zω(t−τ)Jτ , · 〉

]
= e

1
2Q

[
a+e−zω(t−t0)b−z

∫ t
t0
dτ e−zω(t−τ)Jτ

] (37)

mit Q = 1
2 〈 · ,

1
ω · 〉, um zusammen mit (36) das gewünschte Matrixelement zu

berechnen.

(Uz,Jt,t0 )a b : = E
[
e〈a, · 〉−

1
4 〈a,

1
ω a〉Uz,Jt,t0e

〈b, · 〉− 1
4 〈b,

1
ω b〉
]

= e
z2

4

∫ t
t0
dτ

∫ t
t0
dσ〈Jσ, 1ω e

−zω|σ−τ|Jτ 〉

e
− z2

∫ t
t0
dτ〈 1ω (e−zω(t−τ)a+e−zω(2t−t0−τ)b),Jτ 〉

(38)

Da wir uns für die Fouriertransformation des Pfadmaÿes interessieren, ersetzen
wir in der Gleichung (35) formal J → − i

zJ und erhalten mit der Kurznotation
µza,b statt µ

z
f,g:∫

µza,b(dA)e
i
∫ t
t0
dτ〈Jτ ,Aτ 〉

= e
− 1

4

∫ t
t0
dτ

∫ t
t0
dσ〈Jσ, 1ω e

−zω|σ−τ|Jτ 〉+i 12
∫ t
t0
dτ〈 1ω (e−zω(t−τ)a+e−zω(2t−t0−τ)b),Jτ 〉

= e
− 1

2 ∆z [J]+i
∫ t
t0
dτ〈ηza,b(τ),Jτ 〉,

(39)

wo wir die quadratische Form

∆z[J ] =
1

2

∫ t

t0

dτ

∫ t

t0

dσ〈Jσ,
1

ω
e−zω|σ−τ |Jτ 〉

und den von a und b abhängigen Vektor

ηza,b(τ) =
1

2ω
(e−zω(t−τ)a+ e−zω(2t−t0−τ)b)
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eingeführt haben. Die Form der Fouriertransformation (39) stimmt uns optimis-
tisch, dass es sich bei µza,b um ein Gauÿsches Maÿ handeln könnte. Die Kovari-
anz müsste dann ∆z sein. Um die Rolle von η zu verstehen betrachten wir die
endlich-dimensionale Formel∫

dx (detA)−
1
2 e−

1
2 〈x−η,A

−1(x−η)〉ei〈J,x〉 = e−
1
2 〈J,AJ〉+i〈J,η〉 (40)

wo η einfach eine Verschiebung ist bzw. zu einer zusätzlichen Dichte der Form
e〈x,A

−1η〉− 1
2 〈η,A

−1η〉 im Fourier-transformierten Maÿ führt. Natürlich wird die
quadratische Form ∆z, die im endlich-dimensionalen der Form 〈 · , A · 〉 ent-
spricht, nicht positiv de�nit sein. Tatsächlich stammt ∆z von einem Operator

(AzJ)τ =

∫ t

t0

dτ Azτ−σJσ, wo Azτ =
1

2ω
e−zω|τ |

ist. Az = Uz + iV z lässt sich in einen Real- und Imaginärteil zerlegen, wobei U
und V reelle symmetrische Operatoren sind.

(UzJ)τ =
1

ω

∫ t

t0

dτ e−αω|τ−σ| cos(βω|τ − σ|)Jσ

(V zJ)τ =
1

ω

∫ t

t0

dτ e−αω|τ−σ| sin(βω|τ − σ|)Jσ
(41)

Während V z über kein eindeutiges Vorzeichen verfügt, ist der Operator Uz

positiv de�nit, solange α > 0. Im Falle α = 0 ist Uz ein Rang-2-Operator. Und
zumindest die endlich-dimensionale Formel (40) macht auch Sinn solange

U = <A =
1

2
(A+A∗)

positiv de�nit ist. Dies ergibt sich aus folgendem

Lemma 1:

Seien U und V reelle symmetrische n × n-Matrixen und zusätzlich U positiv
de�nit. Auÿerdem sei η ∈ Cn. Wir setzen ∆(J, L) := 〈J,AL〉 für alle J, L ∈ Rn,
wobei A := U + iV ist. Des weiteren seien

W := U−
1
2V U−

1
2 und G := U + V U−1V.

Dann gilt

• A ist invertierbar.

• <A−1 ist positiv de�nit und G−1 = <A−1.

• ϕ(J) := e−
1
2 ∆[J]+i〈η,J〉 ist die Fouriertransformation des komplexen Maÿes

µ(dx) = (det(2πA))−
1
2 e−

1
2 〈x−η,A

−1(x−η)〉dx.
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•
(
det(1 +W 2)

)−1
= det(U<A−1)

• Das Totalvariationsmaÿ von µ hat die Form

|µ|(dx) =(det(1 +W 2))
1
4 (det(2πG))−

1
2

e−
1
2 〈x−<η−V U

−1=η,G−1(x−<η−V U−1=η)〉+ 1
2 〈=η,U

−1=η〉dx.

Beweis:

W wie oben de�niert ist eine symmetrische reelle Matrix und

A = U
1
2 (1 + iW )U

1
2

ist o�enbar invertierbar, da U positiv di�nit ist und 1+ iW invertierbar ist. Wir
berechnen nun

<A−1 = <U− 1
2

1− iW
1 +W 2

U−
1
2 = U−

1
2

1

1 +W 2
U−

1
2 = (U

1
2 (1+W 2)U

1
2 )−1 = G−1,

was o�enbar positiv de�nit ist. Es folgt, dass µ wie oben tatsächlich ein kom-
plexes Maÿ de�niert und man rechnet wie üblich nach, dass ϕ die Fouriertrans-
formation dieses Maÿes ist. Die Formel für die Determinanten ergibt sich sofort
aus

det(U<A−1) = det(U
1
2<A−1U

1
2 ) = det(1 +W 2)−1.

Es bleibt, die Totalvariation |µ| zu berechnen. Die Lebegue-Dichte von |µ| ist
schlicht der Absolutbetrag der Lebegue-Dichte von µ. Wir berechnen die einzel-
nen Terme. Seien dazu w1, . . . , wn die Eigenwerte von W.

|detA| = detU |det(1 + iW )|

= detU

n∏
j=1

|1 + iwj |

= detU

n∏
j=1

√
1 + w2

j

= detU det(1 +W 2)
1
2
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Da |eζ | = e<ζ für jedes komplexe ζ müssen wir berechnen:

<
(
−1

2
〈x,A−1x〉+ 〈x,A−1η〉 − 1

2
〈η,A−1η〉

)
= −1

2
〈x,G−1x〉+ 〈x,<A−1<η −=A−1=η〉

− 1

2
〈<η,<A−1<η〉+

1

2
〈=η,<A−1=η〉+ 〈<η,=A−1=η〉

= −1

2
〈x,G−1x〉+ 〈x,G−1<η + U−

1
2

W

1 +W 2
U−

1
2=η〉

− 1

2
〈<η,G−1<η〉+

1

2
〈=η,G−1=η〉 − 〈<η, U− 1

2
W

1 +W 2
U−

1
2=η〉

= −1

2
〈x−<η,G−1(x−<η)〉+ 〈x,G−1U

1
2WU−

1
2=η〉

+
1

2
〈=η,G−1=η〉 − 〈<η,G−1U

1
2WU−

1
2=η〉

= −1

2
〈x−<η − V U−1=η,G−1(x−<η − V U−1=η)〉

+
1

2
〈=η, (G−1 + U−1V G−1V U−1)=η〉

Schlieÿlich sehen wir noch, dass

G−1 + U−1V G−1V U−1

= U−
1
2 (1 +W 2)−1U−

1
2 + U−

1
2W (1 +W 2)−1WU−

1
2

= U−1

ist und damit ist der Exponent der Lebegue-Dichte von |µ| korrekt. Der von den
Determinanten stammende Vorfaktor berechnet sich zu

|det(2πA))−
1
2 | = (2π)−

n
2

1√
|detA|

= (2π)−
n
2 (detU)−

1
2 (det(1 +W 2))−

1
4

= det(2πU(1 +W 2))−
1
2 (det(1 +W 2))

1
4

= (det(2πG))−
1
2 (det(1 +W 2))

1
4 .

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Um nun das Maÿ µza,b zu konstruieren, könnten wir folgendermaÿen vorgehen.
Zunächst entscheiden wir uns für einen geeigneten Hilbertraum, auf dem wir
glauben, das Maÿ realisieren zu können. Da ∆z auf dem Raum

V ′ = L2([t0, t];H
2,2)

von einem Spurklasse-Operator stammt, scheint der Dualraum

V = L2([t0, t];H
−2,−2)
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ein geeigneter Kandidat zu sein. Nun wählen wir eine feste Orthonormalbasis
(en)n∈N in V ′ und interpretieren wie schon im Beweis des Satzes in Abschnitt 4.1
den Raum V ′ als den Raum quadratsummierbarer Folgen l2(N). Sein Dualraum
V ist dann ebenfalls l2(N) und kann in das unendliche Produkt

∏
n∈N R = RN

eingebettet werden. Betrachten wir nun die Projektionen Pn auf den von den
ersten n Einheitsvektoren aufgespannten Unterraum von l2(N). Wir wollen das
Maÿ konstruieren, dessen Fouriertransormation

ϕ(J) := (Uz,Jt,t0 )a b

ist. Also betrachten wir zunächst den endlich-dimensionalen Anteil ϕn := ϕ◦Pn.
Die Funktion ϕn hat dann die Form

ϕn(J) = e−
1
2 〈J,AnJ〉+i〈ηn,J〉

mit den Projektionen An = PnA
zPn und ηn = ηza,b. Nach dem Lemma ist ϕn

Fouriertransformation eines Maÿes µn auf Rn ⊂ RN. Man prüft leicht, dass die
Maÿe (µn)n∈N eine konsistente Familie bilden, also µN ◦P−1

n = µn für alle N > n
gilt. Obwohl jedoch alle µn endliche komplexe Maÿe sind, benötigen wir eine
Kontrolle über |µn|, um ein Maÿ µ auf RN zu �nden, für das µ ◦ P−1

n = µn gilt.
Dieses Maÿ wäre unser gesuchtes µza,b. Da o�enbar auch die Familie (|µn|)n∈N
konsistent ist, könnten wir zunächst versuchen |µ| zu konstruieren. Wir wollen
nun jedoch argumentieren, dass für z 6= 1 das Maÿ |µ| nicht existiert. Erinnern
wir uns dabei, dass jedes komplexe Maÿ automatisch eine endliche Totalvariation
besitzt, d.h. die Nichtexistenz von |µ| als endliches Maÿ zieht die Nichtexistenz
von µ nach sich. Zur Vereinfachung setzen wir a = b = 0 und damit

ϕ(J) = e−
1
2 ∆z [J].

Auÿerdem betrachten wir den Fall des endlich-dimensionalen Harmonischen Os-
zillators, d.h. ω ist einfach eine positiv de�nite Matrix. Schon in diesem Fall wird
das Pfadmaÿ nicht existieren. Nun werfen wir einen Blick auf die Formel für das
Totalvariationsmaÿ in Lemma 1 oben. Für den Teil des Maÿes

(det(2πG))−
1
2 e−

1
2 〈x,G

−1x〉dx

können wir ein Analogon zumindest auf dem Teilraum von RN �nden, der dem
Dualraum jenes Unterraumes von V ′ entspricht, auf dem 〈 · , G · 〉 von einem
Spurklasse-Operator stammt. Der Faktor det(1 +W 2) jedoch stellt ein Problem
dar. Zunächst wissen wir aus der Aussage des Lemmas, dass

det(1 +W 2)−1 = det((<A−1)U).

Wir wollen nun veranschaulichen, dass dieser Ausdruck den Limes nicht über-
lebt. Dazu müssen wir zunächst heraus�nden, was in unserem Fall der Operator
A−1 ist. Diese Frage ist auch sonst von groÿer Relevanz, denn unser Pfadmaÿ
hat ja die heuristische Form

µ(dX) = conste−
1
2 〈X,A

−1X〉dX.
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Führen wir den Di�erentialoperator Bz = 1
z (−∂2

τ + z2ω2) ein. Eine explizite
Rechnung zeigt

BzAzJ = J

und wir sehen, dass die zu B gehörige quadratische Form

1

2
〈X,BzX〉 =

1

2z
〈Ẋ, Ẋ〉+

z

2
〈ωX,ωX〉

gerade der Phasenfunktion im heuristischen Pfadintegral (34) entspricht. Be-
rechnen wir nun <BzUz. Wir nutzen die Identität

−∂2
τU

z = z − z2ω2Az + i∂2
τV

z

und nehmen davon den Realteil. Dies liefert mit z = α+ iβ

−∂2
τU

z = α− (α2 − β2)ω2Uz + 2αβω2V z.

Da ω2 beschränkt ist und U und V als Integraloperatoren Spurklasse sind und
mit der Information, dass

<Bz = <(−(α− iβ)∂2
τ + (α+ iβ)ω2) = −α∂2

τ + αω2

ist, erhalten wir <BzUz = α2 + K. Dabei ist K ein Spurklasse-Operator. Die
Determinante dieses Operators <(PnB

zPnU
zPn) wird den Limes n→∞ jedoch

nur überstehen, falls <BzUz = 1 +K für einen Spurklasse-Operator K ist. Und
dies ist genau dann der Fall, wenn z = α = 1 ist. Den Rest dieses Abschnitts
wollen wir darauf verwenden, anhand eines einfachen Beispiels zu erklären, wes-
halb schon für kleine Abweichungen vom stochastischen Fall das Maÿ µza,b nicht
mehr existiert. Im Folgenden bezeichnet N (0, λ) für ein λ ∈ C mit =λ > 0 das
komplexe Maÿ mit Dichte

ρλ(x) = (2πλ)−
1
2 e−

1
2
x2

λ

bezüglich des Lebeguemaÿes auf R. Das Produktmaÿ νz =
⊗∞

n=1N (0, zn2 ) exis-
tiert auf RN und hat Träger auf l2(N) falls z = 1 ist. Ist z jedoch nicht reel, so
existiert das unendliche Produkt nicht. Wir berechnen leicht, dass |N (0, λ)| die
Lebegue-Dichte √

|λ|
<λ

ρ |λ|2
<λ

(x)

hat. Das Produktmaÿ
⊗∞

n=1 |N (0, zn2 )| wäre folglich ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ
multipliziert mit der unendlichen Konstante

∞∏
n=1

√
|z|
<z

.

Wir wollen nun die Strategie des nächsten Abschnitts vorwegnehmen und an
unserem einfachen Beispiel erläutern, wie man dem Ausdruck νz dennoch einen
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Sinn geben kann. Die Idee ist, νz nicht als Maÿ, sondern als Distribution auf
einem geeigneten Testfunktionenraum aufzufassen. Um den Testfunktionenraum
einzuführen benötigen wir zunächst ein geeignetes Referenzmaÿ. In diesem Fall
bietet sich ν := ν0 an. Auf l2(N) haben wir die quadratische Form

q(f, g) :=
∑
n

fngn
n2

und der gröÿere Raum

h =

{
(fn)n :

∑
n

f2
n

n2
<∞

}

ist der Abschluss von l2(N) unter q. Wir wissen dann, dass L2(l2(N), ν) isomorph
ist zu

⊕
n h
⊗̃n. Auÿerdem sind für die Standardeinheitsvektoren (en)n∈N von

l2(N) die Vektoren (nen)n∈N eine q-Orthonormalbasis. Somit bilden die L2(ν)-
Funktionen der Form

Φα =
√
α!
∏
k

Hαk(k〈ek, · 〉)

für einen Multiindex α eine Orthonormalbasis von L2(ν). Nun führen wir den
Raum T der Testfunktionen in L2(ν) ein. Dazu benötigen wir eine Gewichts-
funktion σ > 0 auf Multiindices, die genügend stark wächst, dass

∑
α

1
σ(α) end-

lich bleibt.

T :=

{∑
α

rαΦα :
∑
α

σ(α)|1− z||α|(α!)4r2
α <∞

}

Und das Skalarprodukt, das T zu einem Hilbertraum macht.

〈
∑
α

rαΦα,
∑
β

sβΦβ〉S =
∑
α

σ(α)|1− z||α|(α!)4rαsα

Wir wollen nun zeigen dass νz als Element des Dualraums T ′ von T interpretiert
werden kann. Berechnen wir also zunächst die Wirkung von νz auf die Vektoren
Φα.

νz(Φα) =
√
α!
∏
k

∫
N (0,

z

k2
)(dx)Hαk(kx) =

√
α!
∏
k

∫
N (0, z)(dx)Hαk(x)

Berechnen wir nun separat dieses Integral, wobei wir die Hn de�nierende Iden-

tität etx−
t2

2 =
∑∞
n=0Hn(x) t

n

n! benutzen.

1√
2πz

∫
dx e−

x2

2zHn(x) = ∂nt |t=0 e
− 1

2 t
2

∫
dx

e−
x2

2z +tx

√
2πz

= ∂nt |t=0 e
− 1

2 (1−z)t2
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Wir benötigen also die Ableitung

∂nt e
− 1

2κt
2

= κ
n
2 ∂n√κt e

− 1
2 (
√
κt)2 = (−

√
κ)nn!Hn(κt) e−

1
2κt

2

Die letzte Gleichung entnehmen wir Anhang A.2. Jetzt fehlen nur noch die
Werte der Hermitepolynome bei Null. Diese erhalten wir aus

∞∑
n=0

(−1)n

2nn!
t2n = e−

t2

2 =

∞∑
n=0

Hn(0)

n!
tn.

Also ist Hn(0) = 0 falls n ungerade ist und H2m = (−1)m(2m)!
2mm! . Insgesamt

erhalten wir also

1√
2πz

∫
dx e−

x2

2zH2m(x) =
(−(1− z))m((2m)!)2

2mm!
.

Mit der Abschätzung (2mm!)2 ≥ (2m)! bekommen wir dann

|νz(Φα)| ≤ (α!)2|1− z|
|α|
2 .

Schlieÿlich zeigen wir die Beschränktheit von νz über S.

|νz(
∑
α

rαΦα)|2 ≤

(∑
α

σ(α)|1− z||α|(α!)4r2
α

)(∑
α

|νz(Φα)|2

σ(α)|1− z||α|(α!)4

)

≤

(∑
α

1

σ(α)

)∥∥∥∥∥∑
α

rαΦα

∥∥∥∥∥
2

S

Wir schlieÿen diesen Abschnitt mit einer optimistischen Bemerkung. Im Fal-
le, dass z = i ist, wir also genau im quantenmechanischen Fall sind, steht in
der heuristischen Fouriertransformation unseres Pfadintegranden gerade die zur
Greens-Funktion des Operators Bi = −i(−∂2

τ − ω2) gehörende quadratische
Form ∆i. Die quadratische Form von Bi ist die Wirkung des klassischen freien
elektromagnetischen Feldes. Es besteht also Ho�nung, dass wir der Pfadintegral-
Formel (30) einen Sinn geben können, wenn wir nicht darauf bestehen, dass das
Pfadmaÿ ein komplexes Maÿ im herkömmlichen Sinne sein muss. Im nächsten
Abschnitt werden wir zeigen, dass auch das Pfadmaÿ des freien Photonenfeldes
sich als Distribution über einem Pfadraum verstehen lässt.

10.3 Das Pfadintegral als Distribution

In diesem Abschnitt wollen wir dem Integranden des Pfadintegrals einen Sinn
geben und orientieren uns dabei an den Resultaten aus [23]. Wir wollen also
klären, was für ein Objekt µza,b die heuristische Pfadintegralformel∫

µza,b(dA)e
i
∫ t
t0
dτ〈Jτ ,Aτ 〉 = e

− 1
2 ∆z [J]+i

∫ t
t0
dτ〈ηza,b(τ),Jτ 〉 (42)
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erfüllt. Wobei ∆z[J ] die bereits eingeführte symmetrische quadratische Form

∆z(J, L) =
1

2

∫ t

t0

dτ

∫ t

t0

dσ〈Jσ,
1

ω
e−zω|σ−τ |Lτ 〉

ist. Wir erinnern uns daran, dass der Ausdruck (42) ein durch a und b parame-
trisiertes Matrixelement der Dynamik Uz,Jt,t0 darstellt. Genauer handelt es sich
um den Wert

(Uz,Jt,t0 )a b = E
[
e〈a, · 〉−

1
4 〈a,

1
ω a〉Uz,Jt,t0e

〈b, · 〉− 1
4 〈b,

1
ω b〉
]
.

Alle diese Matrixelemente zu kennen ist äquivalent dazu Uz,Jt,t0 zu kennen, da
die Vektoren der Form e〈a, · 〉 total im statischen Photonen-Fockraum sind. Der
Vektor ηza,b aus (42) hängt somit auch von a und b ab und hat die Form

ηza,b(τ) =
1

2ω
(e−zω(t−τ)a+ e−zω(2t−t0−τ)b).

Wir interessieren uns nur für den echten quantenmechanischen Fall z = i und
werden daher häu�g den Index z weglassen. Wie im letzten Abschnitt disku-
tiert, können wir nicht darauf ho�en, dass es sich bei µa,b um ein Maÿ han-
delt. Wir werden dennoch weiterhin von einem Pfadmaÿ sprechen. Dieses wol-
len wir nun als Distribution über einem geeigneten Pfadraum au�assen. Der
Pfadraum ist der Raum zeitabhängiger A-Feldkon�gurationen. Ebenso wie in
der gewöhnlichen Distributionentheorie über Rn benötigen wir einen Testfunk-
tionenraum und eine natürliche Paarung. Die Paarung ist im Falle des Rn das
L2(dx)-Skalarprodukt. Da das unendlich-dimensionale Analogon L2(dA) nicht
existiert, benötigen wir zunächst ein geeigneten Ersatz für das �ache Maÿ dx.
Welche Wahl wir für das Referenzmaÿ tre�en, ist vollkommen willkürlich. Wir
zerlegen µa,b also in ein echtes Maÿ und einen Integranden.

µa,b(dA) = Fa,b(A)ν(dA)

Der Integrand Fa,b wird nun natürlich eine Distribution sein. Das Referenzmaÿ
ν wählen wir - wie in diesem Fall naheliegend - als das Gauÿsche Maÿ des
unendlich-dimensionalen Ohrnstein-Uhlembeck Prozesses, d.h. das Pfadmaÿ im
stochastischen Fall z = 1. Wir beginnen mit der Konstruktion von ν auf den
A-Feldkon�gurationen. Die Regularität der Pfade wird wie schon im statischen
Fall aus Kapitel 4 durch die Kovarianz von ν bestimmt. Da wir im weiteren
Verlauf dieses Abschnitts häu�g zwischen Räumen unterschiedlicher Regularität
wechseln müssen, ist es sinnvoll einige kurze Notationen einzuführen. Die Räume
Hn,m behalten dieselbe Bedeutung wie in Abschnitt 4.2. Insbesondere bezieht
sich ihre Regularität auf die räumlichen Variablen. Da wir nun jedoch Pfade
betrachten, haben wir eine zusätzliche Zeitabhängigkeit. Wir betrachten nun
also Räume der Form

Hk([t0, t];H
n,m) = Hk([t0, t])⊗Hn,m.
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Die Räume Hk([t0, t]) bezeichnen dabei die Standard-Sobolevräume bzw. ihre
Dualräume, falls k negativ ist. Und ⊗ ist das gewöhnliche Tensorprodukt von
Hilberträumen. Wir schreiben für diesen Pfadraum meist kurz Hk⊗Hn,m. C2,2

bezeichnet wie in Abschnitt 4.2 den Operator, der das Skalarprodukt aufH2,2 er-
zeugt und h = (h,Q) den Hilbertraum mit Skalarprodukt Q = 1

2 〈 · ,
1
ω · 〉. Insbe-

sondere werden im Folgenden auch Räume der Form Hk([t0, t];h) = Hk⊗h eine
Rolle spielen. Die Notation 〈 · , · 〉 bedeutet wie bisher das L2(R3)-Skalarprodukt.
Die Skalarprodukte über anderen Hilberträumen werden mit Index notiert. Zum
Beispiel ist Q = 〈 · , · 〉h. Die Paarung von Distributionen mit Testfunktionen
werden wir häu�g als Integral schreiben. Ist also ϕ eine Testfunktion aus L2(ν)
und F eine Pfadraum-Distribution, dann schreiben wir für die Auswertung von
F auf ϕ oft einfach ∫

ν(dA)F (A)ϕ(A)

auch wenn F (A) natürlich nicht punktweise existiert. Auÿerdem werden wir die
Fragen der Eichung und der nichtdynamischen Freiheitsgrade des Photonenfel-
des im Folgenden immer ignorieren und nur die Regularität der Räume angeben.
Aus unserem Kon�gurationsraum V wird also einfachH−2,−2. Der folgende Satz
liefert uns die korrekte Regularitätsstufe für den Pfadraum.

Satz 1:

∆1 stammt auf L2([t0, t];H
2,2) von einem Spurklasse Operator.

Beweis:

Für λ > 0 de�nieren wir den Operator

K(λ) : L2[t0, t]→ L2[t0, t], f 7→ (
1

2λ

∫ t

t0

dσ e−λ|τ−σ|fσ)τ .

Damit erhalten wir die Darstellung

∆1[J ] =

∫ t

t0

dτ 〈Jτ , (K(ω)J)τ 〉.

Sei nun (el)l∈N eine Orthonormalbasis von L2[t0, t] und (fk)k∈N eine Orthonor-
malbasis von L2(R3). Dann bilden die Vektoren der Form

Gl,k = el ⊗ C
− 1

2
2,2 fk
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eine Orthonormalbasis von L2 ⊗H2,2. Nun berechnen wir die Spur von ∆1 in
diesem Raum.∑

l,k

∆1[Gl,k] =
∑
l,k

∫ t

t0

dτ

∫ t

t0

dσ el(τ)el(σ)〈C−
1
2

2,2 fk,K(ω)(τ, σ)C
− 1

2
2,2 fk〉

=
∑
k

〈C−
1
2

2,2 fk,TrL2[t0,t] [K(ω)]C
− 1

2
2,2 fk〉

=
t− t0

2

∑
k

〈ek, C
− 1

2
2,2

1

ω
C
− 1

2
2,2 ek〉

=
t− t0

2
TrL2(R3)

[
1√
ω
C−1

2,2

1√
ω

]
Die letzte Spur ist nach den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2 endlich und dies
beweist die Behauptung. �

Der Satz liefert uns nach dem Satz in Abschnitt 4.1 die Existenz eines Wahr-
scheinlichkeitsmaÿes ν auf

(L2 ⊗H2,2)′ = L2([t0, t];H
−2,−2)

mit Kovarianz ∆1. Dieses Maÿ ist unser gesuchtes Referenzmaÿ. Wir werden
nun also einen genügend kleinen Testfunktionenraum in L2(ν) suchen, so dass
Fa,b als Element seines Dualraums interpretiert werden kann. Wir kennen nur
die Fouriertransformation

ϕa,b(J) := e−
1
2 ∆i[J]+i〈ηa,b,J〉L2⊗L2 (43)

von Fa,b und müssen daher die Frage beantworten, was die Fouriertransforma-
tion einer Distribution aus L2(ν) sein soll und, ob es eine Distribution gibt,
dessen Fouriertransformation ϕa,b ist. Für ein Element Ψ aus L2(ν) und ein J
aus L2 ⊗H2,2 macht es Sinn die Fouriertransformation∫

ν(dA)Ψ(A)e
i
∫ t
t0
dτ〈Jτ ,Aτ 〉

so zu de�nieren, wie wir es aus dem endlich-dimensionalen gewohnt sind. Ist
Ψ eine Distribution, so de�nieren wir die Fouriertransformation einfach als die
Paarung von Ψ mit

ei〈J, · 〉L2⊗L2 .

Insbesondere muss diese Exponentialfunktion Element des Testfunktionenraums
sein. Als nächstes wollen wir einen guten Kandidaten für Fa,b �nden. Dazu benö-
tigen wir die Fockraum-Darstellung von L2(ν). Bezeichne also H den Abschluss
von L2 ⊗H2,2 unter der quadratischen Form ∆1. Dann ist

L2(L2([t0, t];H
−2,−2), ν) =

∞⊕
n=0

H⊗̃n
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eine Summe orthogonaler Unterräume und wir werden Fa,b in seine Bestandteile

F
(n)
a,b , welche auf H⊗̃n wirken, zerlegen, d.h. wir entwickeln die Fouriertransfor-

mation ϕa,b(J) Ordnung für Ordnung in J . Beginnen wir mit der Entwicklung
der Exponentialfunktion exp[i〈J, · 〉L2⊗L2 ]. Dabei benutzen wir die Identität

e
1
2 t

2+itx =

∞∑
n=0

Hn(x)
(it)n

n!

und die durch die Fockraum-Darstellung gegebene Identi�kation
√
n!Hn(〈L, · 〉L2⊗L2) = L⊗n

für jedes normierte L in H.

exp [i〈J, · 〉L2⊗L2 ] = exp

[
i‖J‖H〈

J

‖J‖H
, · 〉L2⊗L2

]
= e−

1
2‖J‖

2
H

∞∑
n=0

(i‖J‖H)n

n!
Hn

(
〈 J

‖J‖H
, · 〉L2⊗L2

)

= e−
1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

(i‖J‖H)n

(n!)
3
2

(
J

‖J‖H

)⊗n
= e−

1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

in

(n!)
3
2

J⊗n

Der etwas merkwürdig anmutende Faktor (n!)−
3
2 stammt von unserer Wahl der

Norm in H⊗̃n. In unserem Fall ist das Produkt von normierten Vektoren wieder
normiert. Multipliziert man die Norm im n-ten Tensorprodukt für jedes n mit√
n!, so erhält man den vielleicht zu erwartenden Faktor 1

n! . Setzen wir diese
Entwicklung nun in die De�nition der Fouriertransformation ein.∫

ν(dA)Fa,b(A)ei〈J,A〉L2⊗L2

= µa,b

[
ei〈J, · 〉L2⊗L2

]
= e−

1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

in

(n!)
3
2

µa,b
[
J⊗n

]
= e−

1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

in

(n!)
3
2

µ
(n)
a,b

[
J⊗n

]
(44)

Wobei µ(n)
a,b die Einschränkung von µa,b auf den n-ten Tensorfaktor beschreibt.

Andererseits lässt sich natürlich auch ϕa,b Ordnung für Ordnung in J entwickeln.
Es ist in der Tat von Formel (43) o�ensichtlich, dass ϕa,b sich analytisch auf ganz
(L2⊗h)C fortsetzen lässt und sich somit in eine überall konvergente Taylorreihe

ϕa,b(J) =

∞∑
n=0

1

n!
Dn

0ϕa,b(J, . . . , J)
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entwickeln lässt. Dn
0ϕa,b ist dabei eine total symmetrische n-Multilinearform

und kann somit als lineares Funktional auf dem algebraischen Tensorprodukt
(L2 ⊗ h)⊗algn aufgefasst werden. Mit dieser Interpretation erhalten wir für die
Fouriertransformation des Pfadmaÿes

∞∑
n=0

1

n!
Dn

0ϕa,b
[
J⊗n

]
. (45)

Vergleichen wir dies nun mit (44), so lässt sich als Kandidat für die n-te Kom-
ponente des Pfadmaÿes

(−i)n
√
n!Dn

0ϕa,b (46)

ausmachen. Einzig der Faktor e−
1
2 ∆1[J] in (44) stört ein wenig. Wir werden

daher nicht ϕa,b sondern

ϕ̃a,b(J) := e
1
2 ∆1[J]ϕa,b(J)

in eine Taylorreihe entwickeln, was natürlich nach wie vor analytisch ist. Wir
beginnen also mit der De�nition einer Linearform auf dem algebraischen Ten-
sorprodukt (L2 ⊗ h)⊗algn.

µ
(n)
a,b := (−i)n

√
n!Dn

0 ϕ̃a,b (47)

Wir wollen nun zeigen, dass diese Linearform ein stetiges Funktional auf einem
geeigneten Unterraum von H⊗̃n darstellt. Dafür brauchen wir zunächst einige
Aussagen über die Beschränktheit der Ableitungen von ϕ̃a,b.

Lemma 1:

Seien ρ := e
t−t0

4 (‖a‖2h+‖b‖2h) und κ := 3(t − t0). Dann genügt ϕ̃a,b den Abschät-
zungen:

• |ϕ̃a,b(J)| ≤ ρ eκ‖J‖
2
L2⊗h

• |Dn
0 ϕ̃a,b(J1, . . . , Jn)| ≤ ρ (2eκn)

n
2 ‖J1‖2L2⊗h . . . ‖Jn‖2L2⊗h

Beweis:

Wir beginnen damit, den Exponenten von ϕ̃a,b abzuschätzen. Zunächst die qua-
dratischen Formen ∆1 und ∆i.

|∆z[J ]| = 1

2

∣∣∣ ∫ t

t0

dτ

∫ t

t0

dσ

∫
dk Ĵτ (k)

1

|k|
e−z|k||τ−σ|Ĵσ(k)

∣∣∣
≤ 1

2

∫ t

t0

dτ

∫ t

t0

dσ

∫
dk

1

|k|
|Ĵτ (k)||Ĵσ(k)|

≤ t− t0
2

∫ t

t0

dτ

∫
dk

1

|k|
|Ĵτ (k)|2

= (t− t0)‖J‖2L2⊗h
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Es bleibt der Term 〈ηa,b, J〉L2⊗L2 zu diskutieren.

|〈ηa,b, J〉L2⊗L2 | =
∣∣ ∫ t

t0

dτ〈 1

2ω
(e−iω(t−τ)a+ e−iω(2t−t0−τ)b), Jτ 〉

∣∣
≤
∥∥e−iω(t−τ)a+ e−iω(2t−t0−τ)b

∥∥
L2(dτ)⊗h

∥∥J∥∥
L2⊗h

≤ (t− t0) (‖a‖h + ‖b‖h) ‖J‖L2⊗h

≤ t− t0
4

(t− t0)
(
‖a‖2h + ‖b‖2h

)
+ (t− t0)‖J‖2L2⊗h

Damit ist der erste Punkt im Lemma bewiesen. Für den zweiten verwenden wir
einen Trick. Erst benutzen wir die Abschätzung für ϕ̃a,b und die Analytizität, um
den homogenen Ausdruck Dn

0 ϕ̃a,b(J, . . . , J) abzuschätzen. Danach bekommen
wir das Resultat mit Hilfe einer Polarisationsidentität. Sei nun also

g(ζ) := ϕ̃a,b(ζJ)

für ein in L2 ⊗ h normiertes J . g lässt sich auf ganz C holomorph fortsetzen.
Die Cauchysche Ungleichung liefert daher∣∣Dn

0 ϕ̃a,b(J, . . . , J)
∣∣ =

∣∣∂nζ |ζ=0 g(ζ)
∣∣ ≤ n!

rn
sup
|ζ|=r

|g(ζ)| ≤ ρ n!

rn
eκr

2

.

Dies minimieren wir nun über r. Das Minimum wird für r2 = n
2κ angenommen

und somit ist

|Dn
0 ϕ̃a,b(J, . . . , J)| ≤ ρn!

(
2eκ

n

)n
2

.

Nun benutzen wir die Polarisationsidentität

Dn
0 ϕ̃a,b(J1, . . . , Jn) =

1

n!

∫ 2π

0

dϑ1

2π
. . .

∫ 2π

0

dϑn
2π

ei(ϑ1+···+ϑn)×

Dn
0 ϕ̃a,b(e

−iϑ1J1 + · · ·+ e−iϑnJn, . . . , e
−iϑ1J1 + · · ·+ e−iϑnJn),

die wir zunächst beweisen wollen. Die rechte Seite der Identität ergibt sich durch
Ausmultiplizieren zu

1

n!

n∑
l1,...,ln=1

∫ 2π

0

dϑ1

2π
. . .

∫ 2π

0

dϑn
2π

ei(ϑ1+···+ϑn−ϑl1−···−ϑln )Dn
0 ϕ̃a,b(Jl1 , . . . , Jln).

Die Integration mindestens eines Winkels über die Phasenfunktion ergibt Null
falls nicht {l1, . . . , ln} = {1, . . . , n} ist. Somit beschränkt sich die Summe auf
alle Permutationen der Zahlen 1, . . . , n. Die Phase im Exponenten verschwindet
dann natürlich und die normierten Integrale können ausgeführt werden. Was
bleibt ist

1

n!

∑
π

Dn
0 ϕ̃a,b(Jπ(1), . . . , Jπ(n)) =

1

n!

∑
π

Dn
0 ϕ̃a,b(J1, . . . , Jn)
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und dies zeigt die Identität. Nun verwenden wir dies, um die Auswertung von
Dn

0 ϕ̃a,b auf normierten Vektoren

‖J1‖L2⊗h = · · · = ‖Jn‖L2⊗h = 1

abzuschätzen. Wir erhalten so

|Dn
0 ϕ̃a,b(J1, . . . , Jn)|

≤ 1

n!
ρn!

(
2eκ

n

)n
2 ∥∥e−iϑ1J1 + · · ·+ e−iϑnJn

∥∥n
L2⊗h

≤ ρ (2eκn)
n
2

und haben damit die Aussage des Lemmas bewiesen. �

Das Lemma zeigt, dass Dn
0 ϕ̃a,b eine beschränkte Multilinearform über L2⊗h ist.

Da jedoch im unendlich-dimensionalen beschränkte n-fache Multilinearformen
nicht mit linearen Funktionalen auf dem Tensorprodukt (L2 ⊗ h)⊗n überein-
stimmen, müssen wir den Raum weiter einschränken.

Lemma 2:

Die Multilinearform Dn
0 ϕ̃a,b lässt sich als beschränktes Funktional auf

(H1([t0, t];H
2,2))⊗n

au�assen.

Beweis:

Die Wahl der Orthonormalbasis

ek(τ) =
1√
t− t0

e2πik
τ−t0
t−t0

liefert einen isometrischen Isomorphismus zwischen L2[t0, t] und l2(Z). In dieser
Darstellung wird H1[t0, t] zu{

(fk)k :
∑
k

(1 + k2)|fk|2
}

Somit ist durch
L : ek 7→ (1 + k2)−

1
2 ek

ein isometrischer Isomorphismus von L2 nach H1 gegeben. Wählen wir auÿer-
dem eine Orthonormalbasis (fl)l∈N von L2(R3). Dann ist die Familie von Vek-
toren der Form

Gk,l := L−1ek ⊗ C
− 1

2
2,2 fl
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eine Orthonormalbasis von H1⊗H2,2. Wir berechnen die Summe der Quadrate
der L2 ⊗ h-Normen.∑

k,l

‖Gk,l‖2L2⊗h =
∑
k

‖L−1ek‖2L2

∑
l

‖C−
1
2

2,2 fl‖2h

= TrL2[t0,t]

[
L−2

]
TrL2(R3)

[
1√
ω
C−1

2,2

1√
ω

]
=
∑
k

1

1 + k2
TrL2(R3)

[
1√
ω
C−1

2,2

1√
ω

]
=: K <∞

Dies zeigt, dass die Einbettung von H1 ⊗ H2,2 in L2 ⊗ h kompakt, ja sogar
Hilbert-Schmidt ist. Sei nun (Jl)l∈N eine Orthonormalbasis von H1 ⊗H2,2 und
(rl1,...,ln : l1, . . . , ln ∈ N) eine endliche Familie reeler Zahlen. Dann gilt∣∣∣Dn

0 ϕ̃a,b

[ ∑
l1,...,ln

rl1,...,lnJl1 ⊗ · · · ⊗ Jln
]∣∣∣

≤
∑

l1,...,ln

∣∣rl1,...,ln ∣∣∣∣Dn
0 ϕ̃a,b

[
Jl1 ⊗ · · · ⊗ Jln

]∣∣
≤

 ∑
l1,...,ln

∣∣rl1,...,ln ∣∣2
 1

2
 ∑
l1,...,ln

∣∣Dn
0 ϕ̃a,b

[
Jl1 ⊗ · · · ⊗ Jln

]∣∣2 1
2

≤ ρ (2eκn)
n
2

 ∑
l1,...,ln

∣∣rl1,...,ln ∣∣2
 1

2 (∑
l

‖Jl‖2L2⊗h

)n
2

≤ ρ (2eκKn)
n
2

 ∑
l1,...,ln

∣∣rl1,...,ln ∣∣2
 1

2

.

Dabei haben wir die Beschränktheit der Multilinearform Dn
0 ϕ̃a,b benutzt. �

Der Beweis des Lemmas gibt sogar Aufschluss über die Norm von Dn
0 ϕ̃a,b in

((H1 ⊗H2,2)⊗n)′ = (H−1 ⊗H−2,−2)⊗n.

Die letzte Rechnung liefert nämlich die obere Schranke

‖Dn
0 ϕ̃a,b‖(H−1⊗H−2,−2)⊗n ≤ ρ (2eκKn)

n
2 . (48)

Wir sind nun bereit, den Raum der Testfunktionen in L2(ν) einzuführen. Fixiere
dazu ein R > 2e2κK.

D :=

{
ψ ∈ L2(ν) :

∥∥ψ∥∥2

D =

∞∑
n=0

(n!)2Rn
∥∥ψ(n)

∥∥2

(H1⊗H2,2)⊗n
<∞

}
(49)
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Die orthogonale Zerlegung ψ =
∑
n ψ

(n) bezieht sich dabei wie immer auf die
Fockraum-Darstellung von L2(ν). Es ist nun ein leichtes den entscheidenden
Satz dieses Abschnitts zu beweisen.

Satz:

Die Reihe
∑∞
n=0 µ

(n)
a,b konvergiert im Dualraum D′ des Testfunktionenraums

D und der Limes wird das Pfadmaÿ µa,b = Fa,bdν des freien Photonenfeldes
genannt. Des weiteren ist

ei〈J, · 〉L2⊗L2 ∈ D

falls J ∈ H1([t0, t];H
2,2) und es gilt∫

ν(dA)Fa,b(A)e
i
∫ t
t0
dτ〈Jτ ,Aτ 〉 = e−

1
2 ∆i[J]+i〈ηa,b,J〉L2⊗L2 .

Beweis:

Zunächst zeigen wir die Konvergenz der Reihe, berechnen also ‖µa,b‖D′ .

∞∑
n=0

1

(n!)2Rn
‖µ(n)

a,b‖
2
(H−1⊗H−2,−2)⊗n

=

∞∑
n=0

1

n!Rn
‖Dn

0 ϕ̃a,b‖2(H−1⊗H−2,−2)⊗n

≤ ρ2
∞∑
n=0

nn

n!

(
2eκK

R

)n
≤ ρ2

∞∑
n=0

1

n!

(n
e

)n√
n

(
2e2κK

R

)n
Mit der Stirling-Formel und weil R > 2e2κK gewählt wurde, ist dies endlich.
Nun verwenden wir die Entwicklung

ei〈J, · 〉L2⊗L2 = e−
1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

in

(n!)
3
2

J⊗n

und zeigen, dass dies in D konvergiert.

∞∑
n=0

(n!)2Rn
∥∥∥ in

(n!)
3
2

J⊗n
∥∥∥2

(H1⊗H2,2)⊗n
=

∞∑
n=0

(n!)2 1

n!

(
R‖J‖2H1⊗H2,2

)n
<∞
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Nun müssen wir nur noch µa,b auf diesem Vektor auswerten.

µa,b
[
ei〈J, · 〉L2⊗L2

]
= e−

1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

in

(n!)
3
2

µa,b
[
J⊗n

]
= e−

1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

in

(n!)
3
2

(−i)n
√
n!Dn

0 ϕ̃a,b
[
J⊗n

]
= e−

1
2 ∆1[J]

∞∑
n=0

1

n!
Dn

0 ϕ̃a,b
[
J⊗n

]
= e−

1
2 ∆1[J]ϕ̃a,b(J)

= ϕa,b(J)

Dies zeigt, dass ϕa,b tatsächlich die Fouriertransformation von µa,b ist. �

Nachdem wir nun eine befriedigende Beschreibung des Pfadintegrals haben, wol-
len wir im folgenden Abschnitt kurz erläutern, wie man die gewonnenen Er-
kenntnisse nutzen kann, um Ideen für Spielzeug-Modelle zu erhalten, die die
Wechselwirkung des Photonenfeldes mit Materie beschreiben.

10.4 Das Pfadintegral in wechselwirkenden Theorien

Neben der intuitiven Beschreibung, die das Pfadintegral für die Quantenmecha-
nik des Photonenfeldes liefert, kann dieses auch dazu genutzt werden, auf sehr
einfache Weise Wechselwirkungen mit Materie zu beschreiben. Natürlich wird
es uns nicht direkt gelingen, ein reales Materiemodell an das zweitquantisierte
elektromagnetische Feld zu koppeln. Dennoch lässt sich das heuristische Prin-
zip einfach erläutern. Ein wichtiger Grund für das Scheitern dieser Ideen in der
QED ist in der Irregularität der Felder und Ströme zu suchen, die zu Divergenzen
führt. Wir kennen dieses Problem bereits aus der klassischen Elektrodynamik,
wo es nicht gelingt, die Maxwell-Gleichungen mit der Bewegungsgleichung für
Materie, also die Lorentzkraft, zu koppeln, weil dies die Auswertung des Feldes
an der singulären Stelle des Teilchenortes erfordern würde. Die nichtrelativis-
tische QED, die für die Beschreibung sehr vieler Phänomene ausreichend ist,
benutzt ein vergleichsweise einfaches Materiemodell. Die Elektronen werden da-
bei nicht voll relativistisch behandelt. Insbesondere ist die Teilchenzahl erhalten
und der antisymmetrisierte Tensorproduktraum

Fe− = L2(R3;C4)∧N

reicht zur Beschreibung aus. Der heuristische Hamiltonian für diese Theorie
operiert also auf dem Tensorprodukt Fe− ⊗Fγ und hat die Form

H = He− +Hγ .

Dabei ist Fγ unser Fockraum L2(H−2,−2, P ) und Hγ der Halmiltonian des frei-
en Photonenfeldes, der nur auf dem zweiten Tensorfaktor wirkt. He− hingegen
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enthält die Wechselwirkung und ist gegeben durch

He− =

N∑
k=1

1

2me−
(σk · (−i∇k + qe−A(xk)))

2
+

1

4π

∑
k<l

q2
e−

|xk − xl|
.

Der zweite Term, die Coulomb-Wechselwirkung, wirkt nur auf den Materieraum
und ist für uns nicht relevant. Der kritische Ausdruck hier ist der heuristische
Operator A(xk). Dieser modelliert die Wechselwirkung, indem er auf beide Ten-
sorfaktoren wirkt. In unserem Schrödingerbild ist die Wirkung von A(xk) leicht
beschrieben.

A(xk) (ϕ1(y1) ∧ · · · ∧ ϕ1(yN )⊗Ψ(B)) = B(yk) (ϕ1(y1) ∧ · · · ∧ ϕ1(yN )⊗Ψ(B))

Die Wirkung ist also eine Auswertung des Punktes B in H−2,−2 auf yk. In
unser bisherigen Notation könnten wir auch 〈δxk , A〉 schreiben. Und hier sehen
wir auch schon das Problem: A lässt sich nur auf glatten Funktionen auswerten
und δxk gehört sicher nicht dazu. Ein Weg die ungelösten Schwierigkeiten bei
der De�nition des QED-Hamiltonians zu umgehen, wäre direkt die Dynamik
des Gesamtsystems anzugeben. Dies gelingt zumindest heuristisch mit Hilfe des
Pfadintegrals. Da über feste Pfade von A-Feldkon�gurationen integriert wird,
lässt sich zunächst die Materiegleichung

i∂t ψe− = He−(A)ψe− (50)

für gegebenes zeitabhängiges A-Feld lösen. Dies liefert eine unitäre Dynamik
Ue
−

t0,t(A), die von A abhängt. Nun müssen wir nur noch über alle möglichen
Pfade mit dem Pfadmaÿ des Photonenfeldes integrieren.∫

µ(dA)Ue
−

t0,t(A)

Da wir die Regularität des Pfadintegrals µ bestimmt haben, wissen wir, dass
diese Idee nur dann umsetzbar ist, wenn zumindest die Matrixelemente von
Ue
−

t0,t(A) im Argument A stetig in H−1([t0, t];H
−2,−2) sind. Tatsächlich lässt

sich aber nicht einmal die Materiegleichung (50) für derart irreguläres A lösen.
Gehen wir nun zu dem anderen Extrem, einem Modell, das wir schon bespro-
chen haben. Angenommen unser Materiemodell ist trivial, also Fe− = C der
einfachste komplexe Hilbertraum. Nehmen wir weiter an, dass Ue

−

t0,t(A) die ein-
fache Form

e
i
∫ t
t0
dτ〈Jτ ,Aτ 〉

für ein festes glattes J hat. Dann erhalten wir als Gesamtdynamik die Fou-
riertransformation des Pfadmaÿes. Natürlich ist dies kein ernstzunehmendes
Modell. Dennoch illustriert es die Idee, die hinter der Konstruktion wechsel-
wirkender Modelle steckt. Leider ist Stetigkeit des externen Feldproblems in
H−1([t0, t];H

−2,−2) eine sehr strikte Bedingung, die von realistischen Modellen
kaum erfüllt sein wird. Es werden also grundlegend neue Ideen nötig sein, um
die beiden äuÿeren Quellen-Probleme der Materie und des Photonenfeldes zu
einer wahrhaft wechselwirkenden Theorie zu vereinigen, die auf einem soliden
mathematischen Fundament seht.
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A Appendix

A.1 Standard Harmonischer Quantenoszillator

Die Dynamik des klassischen Harmonischen Oszillators in n Dimensionen wird
durch die Hamiltonfunktion

H : Rn × Rn → R, (x, p) 7→ 1

2µ
p · p+

1

2
µ ν2 x · x

bestimmt, wobei µ > 0 die Masse und ν > 0 die Kreisfrequenz ist. Wir können
den Phasenraum durch

ξ : Rn × Rn → Cn, (x, p) 7→
√
ν

2
(
√
µνx+

i
√
µν
p)

mit Cn identi�zieren. Die Zeitentwicklung wird somit unitär und beschrieben
durch

ξ(xt, pt) = e−iνtξ(x0, p0).

Wir erhalten durch kanonische Quantisierung den Hamiltonoperator des Quan-
tenoszillators

H = − 1

2µ
4+

1

2
µν2 x·x = ν

n∑
k=1

(a∗kak+
1

2
), wobei ak =

1√
2

(
√
µνxk+

1
√
µν
∂k)

die Vernichtungsoperatoren sind. H besitzt ein diskretes Spektrum und eine
L2-Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Zu den Eigenwerten

Em1,...,mn = ν

n∑
k=1

(mk +
1

2
) mit m1, . . . ,mn ∈ N0

gehören die normierten Eigenfunktionen

ψm1,...,mn =

n∏
k=1

1√
mk!

(a∗k)mkψGZ , wobei ψGZ =
(µν
π

)n
4

exp(−µν
2
x · x)

der Grundzustand ist.

A.2 Isomorphismus zwischen bosonischem Fockraum und
L2-Funktionen

Den Inhalt der folgenden beiden Abschnitte entnimmt man am besten der Mo-
nographie von David Nualart.22 SeiW ein reeller separabler Hilbertraum und Q
eine von einem Spurklasseoperator stammende quadratische Form auf W , sowie
h der Abschluss von W bezüglich Q. Sei weiter P ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ

22siehe [4]
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auf (W ′,B(W ′)), so dass die Auswertungsfunktionale (〈w, ·〉 : w ∈ W ) auf Ele-
menten aus W ′ eine zentrierte Gauÿsche Familie mit Kovarianz Q bilden, d.h.
für w1, . . . , wk ∈ W ist (w1, . . . , wk) k-dimensional normalverteilt mit Kovari-
anzmatrix (Q(wj , wl))

k
j,l=1. Wir sehen sofort, dass sich die lineare Isometrie

(W,Q) 3 w 7→ 〈w, ·〉 ∈ L2(W ′, P )

auf den ganzen Raum h isometrisch fortsetzen lässt. Wir wollen einen kanoni-
schen Isomorphismus zwischen

∞⊕
n=0

h⊗̃n und L2(W ′,B(W ′), P )

�nden. Hierbei bezeichnet h⊗̃n jenen Unterraum des Tensorproduktes h⊗n, der
unter Permutation der Tensorfaktoren invariant ist. Wir führen zunächst die
Hermitepolynome

Hn(x) :=
(−1)n

n!
e
x2

2 ∂nx e
− x22 , n ∈ N0

ein. Diese haben folgende Eigenschaften:

• ∂xHn = Hn−1

• (n+ 1)Hn+1 = xHn −Hn−1

• Hn(−x) = (−1)nHn(x)

Wir betrachten nun den Unterraum

Hn := span{Hn(〈w, ·〉) : w ∈W,Q[w] = 1}

von L2(W ′, P ), den wir das n-te Wienerchaos nennen. Beachte dabei, dass wir
auch w ∈ h hätten fordern können, da die Q-Einheitskugel aus W in der aus h
dicht liegt und aus der Konvergenz der Auswertungsfunktionale auch die Kon-
vergenz der Einsetzung in ein Polynom folgt. Dann zerfällt unser L2-Raum in
die orthogonale Summe

L2(W ′, P ) =

∞⊕
n=0

Hn.

Wir können uns also darauf beschränken, einen Isomorphismus Fn : h⊗̃n →
Hn anzugeben. Um eine einfache Notation für diesen Isomorphismus zu erhal-
ten, führen wir Auf- und Absteigeoperatoren ein. Für eine Q-Orthonormalbasis
(ek)k∈K in W bezeichne dafür an,k die Einschränkung des beschränkten Ope-
rators

ãn,k : h⊗n → h⊗n−1, p1 ⊗ · · · ⊗ pn 7→
√
nQ(ek, p1) p2 ⊗ · · · ⊗ pn
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auf h⊗̃n. Man sieht leicht, dass an,k Werte im symmetrisierten Tensorprodukt
annimmt. Auf Vektoren

∞⊕
n=0

Ψn ∈
∞⊕
n=0

h⊗̃n mit Ψn = 0 für fast alle n

lässt sich der Operator

ak :=

∞⊕
n=0

an,k

de�nieren. Der De�nitionsbereich seines Adjungierten a∗k enthält ebenfalls alle
Vektoren dieser Form. Mit der Notation

1 = |0〉 ∈ R = h⊗̃0

und der Erkenntnis, dass

(Ψα :=
∏
k∈K

1√
αk!

(a∗k)αk |0〉 : |α| = n)

eine Orthonormalbasis von h⊗̃n und

(Φα :=
∏
k∈K

√
αk!Hαk(〈ek, ·〉) : |α| = n)

eine Orthonormalbasis von Hn ist, wenn α einen Multiindex bezeichnet, lässt
sich sofort Fn(Ψα) := Φα de�nieren.

A.3 Malliavin-Ableitung und Divergenzoperator

Seien W , Q, h und P wie im vorherigen Abschnitt. Wir wollen genügend glat-
te Funktionen aus L2(W ′, P ) ableiten, d.h. wir suchen nach einem Analogen
des Gradienten im unendlichdimensionalen Fall. Die Malliavin-Ableitung ist
als Richtungsableitung hervorragend geeignet. Wir wollen eine Zufallsvariable
Ψ ∈ L2(W ′, P ) glatt nennen, wenn es w1, . . . , wn ∈ h und f ∈ C∞ gibt, so dass

Ψ = f(〈w1, ·〉, . . . 〈wn, ·〉)

und f und alle partiellen Ableitungen von f höchstens polynomiell wachsen.
Dafür schreiben wir auch f ∈ C∞p Für eine solche glatte Zufallsvariable Ψ wird
dann die Malliavin-Ableitung

DΨ =

n∑
k=1

∂kf(〈w1, ·〉, . . . 〈wn, ·〉)wk ∈ L2(W ′, P )⊗ h

de�niert. Die Malliavin-Ableitung hat folgende Eigenschaften:

• D ist abschlieÿbar von L2(W ′, P ) nach L2(W ′, P )⊗ h.
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• Sind Ψ und Φ glatte Zufallsvariablen und w ∈ h, so gilt

E[ΨQ(DΦ, w)] + E[ΦQ(DΨ, w)] = E[Ψ Φ〈w, ·〉]

• Ist Ψ = f(〈w1, ·〉, . . . 〈wn, ·〉) eine glatte Zufallsvariable, für die auÿerdem
w1, . . . , wn ∈W sind und x ∈W ′, so gilt

DΨ(·+ x) = (DΨ)(·+ x).

Wir bezeichnen auch den Abschluss des oben de�nierten Operators mit D. Der
De�nitionsbereich dieses Operators wird mit D1,2 bezeichnet und ist mit dem
von D erzeugten Skalarprodukt ein Hilbertraum. Sei nun δ das Adjungierte von
D. Dann liegt D1,2 ⊗ h im De�nitionsbereich von δ und für alle Ψ ∈ D1,2 und
χ ∈ D1,2 ⊗ h die de�nierende Gleichung

E[Ψδ(χ)] = E[Q(DΨ, χ)].

δ heiÿt Divergenzoperator und hat des weiteren die Eigenschaft:

• Ist w ∈ h und Ψ ∈ D1,2, so ist δ(wΨ) = Ψ〈w, ·〉 −Q(w,DΨ).

A.4 Bochner-Minlos-Theorem

Das Bochner-Minlos-Theorem23 liefert eine Charakterisierung positiv de�niter
stetiger Funktionale auf dem Schwartzraum S als Fouriertransformationen von
Borelmaÿen auf den temperierten Distributionen S ′. Insbesondere erhält man
durch diesen Satz bei vorgegebenem normiertem Funktional ein zugehöriges
Wahrscheinlichkeitsmaÿ. Die konkrete Formulierung benutzt folgende drei Ei-
genschaften, welche ein Funktional F auf S erfüllen kann:

• Stetigkeit: F ist bezüglich der Topologie auf S stetig.

• Positive De�nitheit: Für p1, . . . , pn ∈ S und z1, . . . , zn ∈ C gilt

n∑
j,k=1

zjzkF (pj − pk) ≥ 0.

• Normiertheit: F (0) = 1

Der Satz besagt nun, dass F genau dann die obigen drei Eigenschaften hat,
wenn

F =

∫
ei〈p,·〉P (dp)

für ein reguläres Wahrscheinlichkeitsmaÿ P auf (S ′,B(S ′)).
23[6]
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A.5 Brownsche Bewegung und Stochastische Integration

Der stochastische Prozess (Bτ )τ∈R+
0
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Θ,Σ,P)

steht in dieser Arbeit stets für eine standard Brownsche Bewegung, d.h. für
einen zeithomogenen Prozess mit unabhängigen Inkrementen und B1 verteilt
wie N (0, 1). Nach dem Kolmogorovschen Kreterium verfügt dieser Prozess über
eine stetige Modi�kation und wir arbeiten immer mit dieser Version. Es ist für
viele Rechnungen vorteilhaft zu bemerken, dass sich die Brownsche Bewegung
auf [0, T ] in zwei unabhängige Komponenten zerlegen lässt.

BT ist unabhängig von der Brownschen Brücke (Bτ −
τ

T
Bτ )τ∈[0,T ].

Wir wollen nun an die Grundbegri�e der stochastischen Integration erinnern.
Für eine genaue Behandlung siehe [20]. Zunächst wird für beschränkte einfache
adaptierte Prozesse das stochastische Integral über die Brownsche Bewegung
de�niert: ∫ τ

0

n−1∑
j=0

Uj1(tj ,tj+1](σ)dBσ :=

n−1∑
j=0

Uj(Btj+1∧τ −Btj∧τ )

Diese De�nition wird zunächst auf alle progressiv messbaren L2(dτ⊗P)-Prozesse
isometrisch in die stetigen in Null startenden L2(P)-Matingale H2

C mit dem Ska-
larprodukt 〈M,N〉H2

C
:= E[MTNT ] fortgesetzt. Danach wird das stochastische

Integral für alle Prozesse aus

Λ := {uτ : progressiv und
∫ T

0

u2
τdτ <∞ f.s.}

de�niert. Dazu wird die folgende Aussage verwendet:

• Für u ∈ Λ gibt es genau ein in Null startendes stetiges lokales L2-Martingal
M , so dass für jede Stoppzeit ν mit E[

∫ ν
0
u2
τdτ ] <∞ gilt

Mτ∧ν =

∫ τ

0

uσ1[0,ν](σ)dBσ

und für den endlichen Variationsprozess zu M2

〈M〉τ =

∫ τ

0

u2
σdσ.

Über endliche Variationsprozesse, d.h. adaptierte càdlàg Prozesse mit pfadweise
endlicher Variation, lässt sich das Integral pfadweise de�nieren. Wir können
somit über jeden Itô-Prozess der Form

Xτ = X0 +

∫ τ

0

uσdBσ +

∫ τ

0

gσdσ

93



integrieren, wobei u ∈ Λ, X0 zum Zeitpunkt Null messbar und g progressiv
sowie f.s. in L1(dτ) sein soll. Wir schreiben auch

dXτ = uτdBτ + gτdτ.

Die fundamentale Aussage, die wir für die Lösung von Di�erentialgleichungen
mit Hilfe stochastischer Methoden benötigen, ist

• Itô-Formel: Für einen vektorwertigen Itô-Prozess Xτ = (X1
τ , . . . , X

n
τ )

und f zweimal stetig di�erenzierbar ist auch f(Xτ ) ein Itô-Prozess und es
gilt

df(Xτ ) = ∇f(Xτ ) · dXτ +
1

2

n∑
k,j=1

∂k∂jf(Xτ )dXk
τ dX

j
τ ,

wobei

4 dXk
τ dX

j
τ := d

(
〈Xk +Xj〉τ − (〈Xk −Xj〉τ

)
.

A.6 Kovariante Formulierung für verschwindenden exter-
nen Strom

Im Falle des freien Photonenfeldes gestalten sich die Zweitquantisierung und
die Angabe der freien Quantendynamik besonders einfach. Hier lässt sich auch
die explizite Lorentzkovarianz erhalten. Der Zustandsraum der quantenmechani-
schen Dynamik ist schlicht der klassische bosonische Fockraum

⊕∞
n=0H

⊗̃n über
dem 1-Photon-Raum H, der dem Lösungsraum der klassischen A-Feldgleichung
modulo deren Eichfreiheiten entspricht. Um Kausalität sicherzustellen, soll der
Träger der fouriertransformierten Lösungen nur im Vorwärtslichtkegel

K := {k = (k0,~k) ∈ R4 : g(k, k) = 0, k0 > 0}

liegen. Dabei bezeichnet g die Minkowskimetrik und der Lichtkegel ist mit dem
bis auf eine Konstante eindeutigen Lorentzinvarianten regulären Borelmaÿ dµ
auf K ausgestattet. Ist j : R4 → R3, (k0,~k) 7→ ~k die Projektion auf den Impuls-
raum bei festgehaltener Zeit, so hat µ die Darstellung

µ(C) :=

∫
j[C]

d~k

|~k|

für jede Borelmenge C. Wir arbeiten in der Lorentzeichung und damit bestehen
die restlichen Eichfreiheiten in allen Viererdivergenzen. Wir de�nieren zunächst
den Raum der glatten Lösungen im Fourierraum:

H̃ :=
{A ∈ C∞0 (K;C4) : g(k,A(k)) = 0 ∀k ∈ K}

{kΛ : Λ ∈ C∞0 (H;C)}

Nun ist das natürliche Skalarprodukt

〈[A], [B]〉 :=

∫
K

g(A,B)dµ
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wohlde�niert, d.h. vom Repräsentanten unabhängig. Die positive De�nitheit
von 〈·, ·〉 sieht man z.B. durch Wahl des Repräsentanten in Strahlungseichung,
d.h. mit A0 = 0. Der Abschluss von H̃ unter diesem Skalarprodukt ist nun
der Einteilchenraum H. Da dies der klassische Lösungsraum ist, wird die freie
unitäre Dynamik einfach durch den Forwärtstransport in der Zeit gegeben.

Ut : H → H, [A] 7→ [eitk
0

A]

A.7 Transformation aus der Bogolubov-Theorie

Die Idee der Bogolubov-Approximation erfordert einen Hamiltonian auf
⊕∞

n=0 h
⊗̃n

unitär zu transformieren. Diese Transformation UΦ soll die Eigenschaft

∀p ∈ h : U∗Φ a
∗(p)UΦ = a∗(p) + 〈Φ, p〉

haben, wobei Φ ∈ h ein fester Vektor des 1-Boson-Raumes ist und 〈·, ·〉 das
Skalarprodukt auf h. Wir zeigen hier, dass UΦ = exp(a∗(Φ)− a(Φ)) eine solche
Transformation liefert. Dieser Operator ist durch die entsprechende Potenzreihe
auf ⋃

M∈N
{
∞⊕
n=0

Ψn ∈
∞⊕
n=0

h⊗̃n : Ψn = 0 für alle n ≥M} =:
⋃
M∈N

FM

de�niert. Diese konvergiert, da die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
eingeschränkt auf FM in Norm durch

√
M + 1 ‖Φ‖ beschränkt sind. Auÿerdem

ist UΦ unitär, da (a∗(Φ)− a(Φ))∗ = −(a∗(Φ)− a(Φ)) ist. Kommen wir also zu
der gewünschten Eigenschaft. Für Φ = 0 ist nichts zu zeigen und für Φ 6= 0
de�nieren wir ‖Φ‖ e1 := Φ und setzen zu einer Orthonormalbasis (ek)∞k=1 von h
fort. Es reicht nun

U∗Φ a
∗(ek)UΦ = a∗(ek) + ‖Φ‖δk 1

zu zeigen. Für k 6= 1 ist dies klar und für k = 1 folgt es mit

• U∗Φ (a∗(e1)− a(e1))UΦ = a∗(e1)− a(e1)

• U∗Φ (a∗(e1)+a(e1))UΦ = e−‖Φ‖(a
∗(e1)−a(e1))(a∗(e1)+a(e1))e‖Φ‖(a

∗(e1)−a(e1))

=
(?)

a∗(e1) + a(e1) + 2‖Φ‖,

wobei wir in (?) z.B. die Darstellung

a∗(e1) + a(e1) = i
√

2∂x und a∗(e1)− a(e1) = −i
√

2x

der Kommutatoralgebra verwenden.
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B Symbole

const generische Konstante
Y ′ Dualraum von Y
Q,m Quadratische Formen de�niert wie in den

Abschnitten 2.1 oder 4.5
P Wahrscheinlichkeitsmaÿ de�niert wie in dem

Abschnitt 2.3 oder 4.1
P̃ Wahrscheinlichkeitsmaÿ de�niert wie in dem

Abschnitt ??
∇f Gradient von f
∇ ·X Divergenz von X
∇×X Rotation von X
4f

∑d
k=1 ∂

2
kf

C∞0 (U ;Y ) Beliebig oft stetig di�erenzierbare Funktionen mit
kompaktem Träger in U und Werten in Y

L2
Y (Θ, µ) Quadratintegrierbare Funktionen über (Θ, µ) mit

dessen σ-Algebra und Werten in Y
〈p, ·〉 Auswertungsfunktional auf p
Y ⊗̃n Unter Permutation der Faktoren invarianter Unterraum

von Y ⊗n

E[f ] = EP [f ]
∫
fdP

DΨ Malliavin-Ableitung von Ψ
DbΨ Q(b,DΨ)
δu Divergenzoperator angewandt auf u
Tr[C] Spur von C
Fg = ĝ = ǧ(−·) Fouriertransformation von g
Ĉ F−1CF
B(Y ) Borelsche σ-Algebra auf Y
N (a, σ2) Normalverteilung mit Erwartungswert a und Varianz σ2

(Hm,n, gm,n) Sobolevraum aus Abschnitt 4.2
Cm,n Operator wie in Abschnitt 4.2 de�niert

|p|m
(∑d

k=1 p
m
) 1
m

δa Dirac-Maÿ in a
∂αf ∂α1

1 . . . ∂αdd f für Multiindex α
α!

∏d
k=1 αk! für Multiindex α(

α
β

) ∏d
k=1

αk!
(αk−βk)! βk! für Multiindices α,β

S(R3;Y ) Schwartzfunktionenraum mit Werten in Y
f ? g Faltung von f mit g bzw. in Kapitel ?? das

Sternprodukt von f und g
[X] Äquivalenzklasse von X
X̄ Komplex Konjugiertes zu X
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Bτ Brownsche Bewegung
1C Indikatorfunktion zur Menge C
d Äuÿere Ableitung bzw. in Abschnitt 5.1 stochastisches

Di�erential
Ut,T Unitäre Photonenfelddynamik mit externem Strom
U0
t,T Unitäre Photonenfelddynamik ohne externen Strom

U It,T Unitäre Photonenfelddynamik im Wechselwirkungsbild
s(τ),c(τ) Abkürzung für sin(ωτ),cos(ωτ)∫
τ
f(τ) =

∫
σ∈[t,T ]

f(τ) Abkürzung für
∫ T
t
dτ f(τ)Jτ

χTt Ausdruck wie in Abschnitt 7.2 de�niert
BR(a) O�ene Kugel mit Radius R um a
BR(0) = BR O�ene Kugel mit Radius R um 0
YC Komplexi�zierung von Y
D

1,2
k Funktionenraum de�niert wie in Abschnitt 7.6

D1,2 D
1,2
0

TA Translation um A
<,= Realteil, Imaginärteil
Q̄ Sesquilineare Version der Bilinearform Q
µz Pfadmaÿ
Bz der Di�erenzialoperator 1

z (−∂2
τ + z2ω2)

Az Inveres von Bz

∆z Quadratische Form zu Az

ηz Vektor wie de�niert in Abschnitt 10.2
ϕ Fouriertransformation des Pfadmaÿes
ν Pfadmaÿ des Ohrnstein-Uhlembeck-Prozesses
H Hilbertraum mit Skalarprodukt ∆1
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