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Einleitung

uantenmechanik ist eine der erfolgreichsten Theorien, die je geschaffen wurden Nach
über 60 Jahren seit ihrer Fntstehung wird sie jedoch immer noch von elementaren Pro

blemen überschattet, die trotz großer Anstrengung nicht befriedigend gelöst sind.
Ist ein Elektron ein Teilchen oder eine Welle, weder Teilchen noch Welle, oder sowohl

Teilchen als auch Welle? Gibt es eine quantenmechanische „Realität" ~ Gilt Quanten

mechanik auch für makroskopische Körper? Wenn nein, wo ist die Grenze~ Wenn ja,

ist dann „ScHRögrxcERs Katze" gleichzeitig tot und lebendig? Ist der Mond da, wenn
keiner hinschaut? Beinhaltet die Wellenfunktion eine vollständige Beschreibung der phy

sikalischen Realität? Kollabiert die Wellenfunktion? Wenn ja, warum, wann und wie oft?

Gibt es verborgene Parameter? Warum entstehen schmale Spuren in einer Blasenkam
mer Wann zerfällt ein radioaktiver Kern? Warum gibt es keinen Zeitoperator â€”keine

Zeit-Observable â€”obwohl es doch Zeitmessungen gibt~

Diese und ähnliche Fragen werden im Rahmen der BQHMschenMechanik beantwortet

[13] [6] [29] BoHMsche Mechanik ist eine Punktteilchenmechanik, die â€”wie die NEw

TQNscheMechanik â€”ohne intrinsische Bezugnahme auf Beobachter, Meßapparaturen und

Observable formuliert ist. Ihre statistische Analyse zeigt aber, daß sie dem Formalismus

der Quantenmechanik zugrunde liegt [13] [29] Wir wollen hier auf die obigen Fragen

nicht eingehen, sondern Streutheorie aus der Sicht BQHMschen Mechanik entwickeln.

Die quantenmechanische Streutheorie ist ein mathematischer Formalismus, dessen Be

zug zu realen, d.h. physikalischen Streusituationen nur recht unklar im Sinne von „Idea

lisierungen" gegeben ist. Den Kern der Unklarheit bilden dabei die Fragen, auf welche

Theorie sich die Idealisierungen beziehen und von welchen exakten Formeln die quanten

mechanischen Formeln Approximationen darstellen.

Wir werden zeigen, daß â€”und in welchem Sinne â€”der quantenmechanische Formalis

mus der Streutheorie in der Tat eine Idealisierung der Beschreibung der Streutheorie der
BOHMschen Mechanik ist

Nach einer Einfuhrung in die Problematik der Quantenmechanik und in die Geschichte
der quantenmechanischen Streutheorie stellen wir in Kapitel 2 BoHMsche Mechanik dar.

Zur Vorbereitung auf die Streutheorie diskutieren wir allgemein die statistische Vertei
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ist klar, daß diese Eigenschaften von vielen Potentialen erfüllt werden â€”wir nennen sie

„asymptotische FOURIER-Potentiale". Die Voraussetzungen, unter denen wir die Sätze
beweisen werden sind viel zu stringent, und es erschien uns daher wenig sinnvoll, die Po

tentialklasse genauer festzulegen In Kapitel 5 gehen wir auf mögliche Erweiterungen des
„Flux-across-Surfaces"-Satzes für Potentiale mit langer Reichweite ein und diskutieren

Streutheorie mit mehreren Teilchen. Dann stellen wir die Beziehung unseres Zugangs mit

den sonst üblichen Zugängen her. Es geht dabei um die Fragen nach der Bedeutung des

Streuquerschnitts, dem Zusammenhang zwischen der „stationären Streutheorie" und der

„zeitabhängigen Streutheorie", der Bedeutung von Wellenoperatoren, der S-Matrix und
dem Konzept der asymptotischen Vollständigkeit. Dabei wird deutlich, daß wir mit dieser

Arbeit die quantenmechanische Streutheorie erstmals begründen.

Eine heuristische Begründung für die Gültigkeit dieses Satzes wurde in [17]formuliert.



Kapitel 1

Quantenmechanik und die
Entwicklung der Streuthenrie

1.1 Notation und mathematisches Rüstzeug

In diesem Kapitel werden die wesentlichen mathematisch-physikalischen Grundlagen be

reitgestellt, die in dieser Arbeit verwendet werden Das IVIaterialist überwiegend Standard

Lehrbuchstoff und findet sich etwa in REED-SIMQN[64] [65]. Was hier jedoch neu betont

wird, ist die Bedeutung von Positiv-Operator-wertigen-Maßen (POVs). Sie sind einer

seits eine naturliche Verallgemeinerung von Projektions-Operator-wertigen-Maßen (PVs),

andererseits â€”und für uns bedeutungsvoller â€”eine Verallgemeinerung des Observablen

begriffs in der Standard-Quantenmechanik (DavtEs [22], LUDwto [53]).

Für x E IR" bezeichnet ]z] den Betrag. Im Fall n = 3, der häußg auftritt, verwenden

wir die „bold-face"-Konvention, d h. für x E IR' ist z .= ]x] der Betrag Integrale einer

vektorwertigen Funktion j über eine gerichtete Oberfläche BG mit der Flächennormale

v: BG -+ IR werden als fsoj vda geschrieben Warnung: ]]f]] = sup eia. ]f(z)]
bezeichnet die Supremumsnorm. Für f E Lz(IR") ist die FQURIER-Tiansformierte f
definiert uber

f(k):= l.i.ma (2ii) "~ dze '"*f(z) (1.1)
i=i(R

wobei „l.i.m." den Limes in L'(IR") bedeutet. Wir werden allerdings oft kuiz schreiben

f(k) = (2ii) "~zf dze '"*f(z) f(z):= (2ii) "~zf dke ~*f(k) bezeichnet die inverse
FovRIER-Transformationund X: L ~ L die unitäre Abbildung f ~ Ff = f.

Hbezeichnet 'einen komplexen HILBERT-Raummit Norm ]]p]].= ~(ß, p). Für einen
beschränkten linearen Operator A auf Hist ]]A]],~ = 'sup~~>~~i ]]Aß]] ( oo

Ein beschränkter Operator A heißt kompakt, falls (Aß„}„eiN eine Norm-konvergente

Teilfolge für jede Norm-beschränkte Folge (p„}„eiN in Hbesitzt,. At is't der adjungierte



OperatorzuA.Aheißtselbstadjungiert,fallsA=A,unitär,fallsAA~=gang
)

und Orthogonal-Projektion, falls A = A = At Das Spektrum o(A) von A ist die Men

komplexer Zahlen z, für die (A â€”zI) kein beschränktes Inverses besitzt. a(A) ist e;

nichtleere, beschränkte Teilmenge der komplexen Ebene C. Ist A selbstadjungiert

liegt das Spektrum auf der reellen Achse IR. Ist A kompakt, besteht das Spektrum a„s
einer Folge von Punkten in der komplexen Ebene, die sich entweder am Ursprung häuft
oder endlich ist. Für einen selbstadjungierten Operator A definieren wir A ) 0

o (A) C [0,oo), oder äquivalent dazu (A4, 4) > 0 für alle 4 F 'H

Wir unterscheiden verschiedene Arten von Konvergenz. A„konvergiert in Norm ge
gen A, falls lim„[[A„â€” A[[,„= 0 A„konvergiert im starken Siiin gegen A, falls
lim„[[A„Q â€”A4 [[= 0 fur alle 4 6 'H, und wir schreiben in diesem Fall s- lim„

A A„konvergiert im schwachen Sinn gegen A, falls lim„(A„Q,@) = (AI,@) für ade

P, g e 'H. Eine norm-konvergente Folge ist stark konvergent, und eine stark konvergente
Folge ist schwach konvergent.

Ein unbeschränkter Operator A auf einem HILBEBT-Raum'H ist eine lineare Abbildung
A: D â€”+''H, wobei der Definitionsbereich D=- 'dom(A) einen dichten linearen Uni,erraurn
von 'H bezeichnet.

Jeder selbstadjungierte Operator A erzeugt eine stark stetige einparametrige unitäre

Gruppe U(t) über U(t):= e"". Umgekehrt, fur jede einparametrige unitäre Gruppe U(t)
gibt es einen selbstadjungierten Operator A, so daß U(t) = e*'".

Sei A selbstadjungiert und Pg:= ya(A), wobei ya die charakteristische Funktion der

BQREL-MengeA e 8(ß), D = K bezeichnet. Die Familie (Pa)aesini ist ein Projektions
Operator-wertiges-Maß (PV), d.h.

1. Für jedes meßbare A C A: P~ â€”â€”Pz â€”â€”Pz.

2. Pg â€”â€” I, Pg â€”â€”0.

3. Falls A = Q„, A„mit A„flß = g für n g m, dann ist P~ â€”â€”s-lim~ P„, P~ .

4 P~,P~, = P~,n~,

Man beachte, daß (4) aus (1) und (3) folgt (siehe auch [64], S. 235).

Der Spektralsatz beinhaltet eine ein-eindeutige Entsprechung von selbstadjungierten

Operatoren A und PVs (Pa)aesini auf 'H, A = f Ade Falls g( ) e.ine reellwer
tige BOREL-Funktion auf K ist, dann ist g(A) = f g(A)P(dA) definiert auf D, =
(4[ f [g(A)[d(Q,Pi,ß) ( oo) selbstadjungiert.

Jedes @6 'H erzeugt über ein PV {Pa)aesini, bzw. über den dazu assoziierten selbst
adjungierten Operator A ein nichtnegatives abzählbar additives BOREL-Maß p„, oder
kurz p~ mit p~(A) .= (tf>,Pa@) fur jedes meßbare A, nämlich das Spektralmaß.



Nach dem Zerlegungssatz von LEBEsGUEhat yv'(Z!) die eindeutige Zerlegung in yv' =

p~, + p~, wobei p~, absolut stetig und p~ singulär bezüglich des LEBEsGUE-Maßes auf

IR ist. Für einen selbstadjungierten Operator A wird die Menge der Vektoren in 'H

mit absolut-stetigem (singulärem) Spektralmaß als 'H„(A) bzw. 'H,(A) bezeichnet, oder

einfach als /7„„'H, 'H, zerfällt in 'H, = 'H„® Hpp den singulärstetigen Teilraum und den
(nicht notwendig abgeschlossenen) Teilraum der Eigenvektoren von A H„'und H,'sind
abgeschlossene Unterräume von 'H, paarweise orthogonal, und es gilt 'H = 'H, 9 'H, =

Hac8 'H„S'Hpp
Ein Positiv-Operator-wertiges-Maß (POV) (Za)aeslnl ist nun eine Familie linearer

Operatoren, so daß

1 Für jedes meßbare A C A: Zz = Zz > 0

2. Zg â€”â€” I, Zg â€”â€” 0.

3. Falls Q Q yQ mit Q„Aß = 9 für n j m, dann ist Z~ â€”â€”s-limo

Man beachte, daß die Operatoren Zz im allgemeinen keine Orthogonal-Projektionen sind,
und daß daher eine Entsprechung von (4) bei PVs im allgemeinen für POVs nicht gilt.

Natürlich ist jedes PV ein POV.
Im allgemeinen gibt es, im Gegensatz zu PVs, keine ein-eindeutige Zuordnung von POVs

zu selbstadjungierten Operatoren. A .= f AdZ>ist selbstadjungiert, aber A bestimmt kein

eindeutiges POV (man denke an den Spektralsatz).

Die Bedeutung der POVs â€”und damit auch der PVs â€”für die Physik begründet sich

aus folgendem: Ein POV ist die allgemeinste bilineare Abbildung von 'H auf Wahrschein

lichkeitsmaße, indem man für jedes Z! C 8(ß) y<(ll,):= (@,Za@) setzt (darum die

Normierungsbedingung Zn = I) Falls beto.nt werden soll, daß das Maß y~ von einem

mit dem selbstadjungierten Operator A assoziierten PV erzeugt ist, schreiben wir pz.

Die freie Entwicklung

Hp .â€”â€”â€”~A, wobei A den n-dimensionalen LAPLACE-Operator bezeichnet, mit Definiti

onsbereich B = (4i 6 L'(IR") ~f dkk'~4i(k)~' ( oo) heißt freier HAMILTQN-Operator. Hs

ist selbstadjungiert und wesentlich selbstadjungiert auf Cs (IR"). Es gilt

(f.2)

wobei Pq(s, y, t):= (2~it) "~'e' ~~ der freie Propagator heißt.



Für iii E L'(lR") gilt die asymptotische Formel (DDLLpRoLLARDs Lemma)

â€”xHpiq( ) (. )

im Sinne der Konvergenz in L'(lR") für t ~ zoo, Der sehr e' f~ er se r ein ache Beweis findet sich in
REED-SIMON Satz IX 31 [65].

Für n = 3, te CC, Re~ > 0 ist die Resolvente von Hp gegeben durch

~-rcfx-yf
(Hp + ri, ) p(x) = (2rr) ' f d y pi(y)Ix- yl

Die Funktion Gp(x, y, r) .= (2rr) I>-xl heißt freie GREENscheFllnktloil.

1.2 Grundzüge der Quantenmechanig

Im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik ist der Zustand eines iy yeilchen

Systems mit Massen 7Bi,..., mN durch einen Strahl cg, c p(L"im komplexen gILBERT

Raum 'N = L'(1R ) gegeben. Die Dynamik wird bestimmt durch den selbstadjungierten
HAMILTON-OperatorH = Hp+ V.

Im ScHRÖDINGER-Bildergibt sich der zeitentwickelte Zustand g< durch die unitare

Transformation iii,:= e ' 'iii. Die (zeitunabhängigen) „Observablen" (meßbaren Größen)
werden mit selbstadjungierten Operatoren auf 'H identifiziert.

Bei einer Messung der Observablen A = g,~zq A,P, mit nichtentarteten reellen Eigen
werten A; E IR und eindimensionalen Projektoren P, findet ein Beobachter an einem

System im Zustand tip,zur Zeit t mit der Wahrscheinlichkeit P (A;):= (iii<,P;iii<) das
Meßresultat A,, wobei ]]iii]]= 1 zu wählen ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist damit durch

das Spektralmaß des Operators A g geben, das in diesem Fall ein Punktmaß ist, denn
(A, P*A) = uz'(A*)

Üblicherweise wird verlangt, daß nach einer (idealen) Messung des nichtentarteten Ei

genwerts A, das System im Zustand P,Q/] Piff]] ist, und damit bei einer Messung die

unitäre Zeitentwicklung unterbrochen ist. Diese „Kollapsregel" ist ein Ansatzpunkt für

die Debatte um die Quantentheorie (siehe etwa PENRosE [61] S. 225ff und HELL [6]).

Man beachte auch, daß die Phrase „Messung der Observablen A" ziemlich sinnlos ist

(siehe BEr,r, [7]). Wir verwenden dennoch in diesem Kapitel den üblichen quantenmecha
nischen Jargon.

Bei einer Messung einer beliebigen Observablen A = f AdP>, findet ein Beobachter an

einem System im Zustand iii, zur Zeit t mit der Wahrscheinlichkeit 1P"(A):= (ilei,Pp,iii<)=

lz"„(3) ein Meßresultat in der Menge A C p(A).



Der Erwartungswert der Meßwerte bei einer Messung der Observablen A an einem

System im Zustand Q, zur Zeit t ist E(A):= j Ad@„'(A)= (Q<,AQ,), und die Varianz ist
iiurch (AA)' = E(A') â€”(E(A))' gegeben.

Im HEIsENHERG-Bildsind im Gegensatz zum ScHRÖDINGER-Bilddie Obseivablen zeit

~bhängig, während sich der Zustand nicht verändert Die Observablen entwickeln sich

gemäß A(t) .= e'~'Ae '~' und erfüllen die „Bewegungsgleichung" ~",â€”A(t) = -„'[H,A] +

s,A(t) Die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung des Operators A zur Zeit t ein Re
sultat in A C a(A) an einem System im (zeitunabhängigen) Zustand i)i zu finden, ist

iP"(<) = (4 Pa "4) = ) ~(i)(<)
Aufgrund der Unitarität von e ' ' ist (i)i,P~(' g) = (i)i<,Paß<), und die beiden Bilder

ergeben dieselben Vorhersagen für die statistische Verteilung von Meßergebnissen. Man
iiennt sie „unitär äquivalent"

Der Ortsoperator ist durch (qi)i)(q):= qi)i(q)und der Impulsoperator ist durch pi)i(p) .=

p((i(p)gegeben (mit i)i .= Fg) Es gi.lt die „kanonische Vertauschungsrelation" [q,p] =ih

und die HEIsENHERGscheUnschärferelation AqAp > ~
Es gibt Verallgemeinerungen des Begriffsder quantenmechanischen Observablen, indem

auch POVs zur Beschreibung der Statistik von Messungen zugelassen werden [22] [53)

In [20)wird gezeigt, daß die Statistik quantenmechanischer Experimente typischerweise

durch POVs gegeben werden und nur in Spezialfällen durch PVs und damit durch selbst

adjungierte Operatoren. Das folgende Beispiel soll die unterschiedliche Bedeutung von
POVs und PVs verdeutlichen.

BeisPiel 1.1 Auf 'H seien Paarweiseorthogonale Projektoren P i, Pp,Pi mit P,', P, =

I gegeben. Definiere die positiven Operatoren Zi â€”â€”Pi+ ~Pp, Z i .â€”â€”P i+ ~Pp. Dann ist

durch Z():= 0, Z,o,:= Z, + Z, fur i g j ein POV (I, Z i, Z ioi, Zi, Z()) auf 'Mdefiniert.
Angenommen, die Statistik eines quantenmechanischen Experiments sei durch dieses

POV gegeben: Sei (X~)v,eir eine Familie von Zufallsvariablen mit Werten in fl = ( â€”1, 1),

die jeweils die möglichen Versuchsausgänge repräsentieren. Für alle g e 'H und Teilmen

gen A C O sei die Verteilung der Versuchsausgänge durch

IP(x~ C A) = (t(,Zat()

gegeben. Der Erwartungswert der Meßwerte ist damit

E(X ) = (t(', (Zi â€”Z,)t(') = (((',(Pi â€”P,)t(')

Dies mag die Einführung der Observablen A:= Pi â€”P i nahelegen (des „Mittelwertope

rators"). Aber für die Varianz der Meßwerte ergibt sich

E((x~)') â€”(E(x~))' = (q, (z, + z,)q) â€”(E(x~))' = I â€”(E(x<))', (I.y)



und diese ist nicht gleich der üblichen quantenmechanische Vanise en Varianz der Observablen A

y g Versucht man also, die Statistik von Meß tvon e werten immer mit einem
1 stadjungierten Operator (einer Observablen) zu beschreiben ' d ' 11rei en, wir man im allgemeinen

zu falschen statistischen Vorhersagen kommen (siehe Bem 2.8).

I der D1RAc-Notation, dem „Bracket" Formalismus werden die S kt 1 ' ken ie pe tra projektoren
eines selbstadjungierten Operators A symbolisch geschrieben als IA)(AldA:= P"(dA) Dasn

Skalarprodukt zwischen d und g in Hw'ird mit (NIV)bezeichnet, und (NIAIV):= (4 A4)
also (q~lAI<)= f ~(<l~) (~l<)d~

Der Nutzen der DIRAg-Notation besteht darin, daß sie formal auch auf Elemente ange
wendet werden kann, die nicht in Hlieg'en. Man definiert (qltf'):= tf'(q) und (plV) = 'w( ).V un pl i =4(p) ~
Setzt man (plq) = (2z) "~'e'"', erhält man die üblichen Regeln der F><<r~rt- Transfor
mation durch j dplp) (pl = I, (plp') = 6(pâ€”p'). Eindimensionale Projektoren auf Vektoren

g g R werden durch lq)(gl dargestellt. Der Multiplikationsoperator (qtf')(q):= qtf'(q)
für g C ~(q) wird als q = jdqqlq)(ql geschrieben, und f(q) = f f(q)llq)(ql Der Multipli

tionsoperator p im FQQRrER-Raum,schreibt sich einfach p = f dpplp)(pl Projektionen
f Gebiete G C 1Rsim Ortsraum werden kurz als P~ .= po(q) geschrieben. Wir werden

die D1RAC-Notation in der heuristischen Argumentation verwenden.

1.3 Zur Ceschichte der Streutheorie

Sie beginnt mit:

Ich möchte versuchen, hier eine Interpretation [der Wellenfunktion] zu geben Dabei knupfe
ich an eine Bemerkung EINSTEINsüber das Verhaltnis von Wellenfeld und Lichtquanten an; er sagte
etwa, daß Wellen nur dazu da seien, um den korpuskularen Lichtquanten den Weg zu weisen, und er
sprach in diesem Sinne von einem 'Gespensterfeld' Dieses bestimmt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß
ein Lichtquant ... einen bestimmten Weg einschlägt,

Und hier [in der Quantenmechanik] liegt es nahe, die DE-BROGLIE-SCHRÖDINGERschenWellen als das
'Gespensterfeld' oder besser 'Führungsfeld' anzusehen Ich möchte also versuchsweise die Vorstellung
verfolgen Das Führungsfeld, dargestellt durch eine skalare Funktion Q der Koordinaten aller beteiligten
Partikeln und der Zeit, breitet sich nach der SchrödingerschenDifferentialgleichungaus... Im übrigen
wird für das Einschlagen einer bestimmten Bahn nur eine Wahrscheinlichkeit durch die Werteverteilung
der Funktion @bestimmt Man könnte das, etwas paradox, etwa so zusammenfassen: Die Bewegung der

Partikel folgt Wahrscheinlichkeitsgesetzen, die Wahrscheinlichkeit selbst aber breitet sich im Einklang
mit dem Kausalgesetz aus

M. BORN 1926 [15]
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und (aus der Nachfolgearbeit)

Schlußbemerkungen Auf Grund der vorstehenden Überlegungen möchte ich der Meinung Ausdruck

geben, daß die Quantenmechanik nicht nur das Problem der stationären Zustände, sondern auch der
gbergangsvorgänge zu formulieren und zu lösen erlaubt Die SCHRÖDINGERscheFassung scheint dabei

fier Sachlage bei weitem am leichtesten gerecht zu werden, uberdies ermöglicht sie die Beibehaltung
fiergewöhnlichen Vorstellungen von Raum und Zeit, in denen sich die Ereignisse in ganz normaler Weise
abspielen Dagegen entspricht die vorgeschlagene Theorie nicht der Forderung der kausalen Bestimmtheit
fiesEinzelereignisses Ich habe in meiner vorläufigen Mitteilung diesen Indeterminismus ganz besonders
getont, da er mir mit der Praxis des Experimentators in bester Übereinstimmung zu sein scheint Aber
f,sist naturlich jedem, der sich damit nicht beruhigen will, unverwehrt, anzunehmen, daß es weitere, noch
gicht in die Theorie eingeführte Parameter gibt, die das Einzelereignis determinieren In der klassischen
mechanik sind dies die 'Phasen' der Bewegung, z B die Koordinaten der Teilchen in einem bestimmten
augenblick Es schien mir zunächst unwahrscheinlich, daß man Größen, die diesen Phasen entsprechen,
zwanglos in die neue Theorie einfugen könne, aber Herr FRENKELhat mir mitgeteilt, daß dies vielleicht
Joch geht Wie dem auch sei, diese Möglichkeit würde nichts an dem praktischen Indeterminismus der

ptoßvorgänge ändern, da man ja die Werte der Phasen nicht angeben kann, sie muß übrigens zu denselben
Formeln führen, wie die hier vorgeschlagene 'phasenlose' Theorie

M BoRN 1926 [16]

Die Matrizenmechanik von HEISENBERG[41]und die Wellenmechanik von SCHRÖDIN

GER[68] stellten zwei konkurrierende Ansätze in den Anfängen der modernen Quanten

mechanik dar, die für eine umfassende Theorie in Frage kamen.

HEIsENBERG [41] berechnete die Eigenwerte unendlich-dimensionaler Matrizen, die

über das „Korrespondenzprinzip" und über die „Quantisierung" aus den entsprechen

den Gleichungen der klassischen Mechanik postuliert werden Damit konnte zum Beispiel

das Spektrum eines harmonischen Oszillators berechnet werden.

ScHRÖDINGER[68]betrachtete dagegen „stationäre" Lösungen der nach ihm benannten

Gleichung
B h,'

i,h tf,(x) = ( 3 + V(x))tf,(x). (1.9)

Stationäre Lösungen haben die Form g,(x) = e ' 'g(x) ( [g,(x)[ ist damit zeitun
abhängig). Setzt man diesen Ansatz in die SGHRÖDINGER-Gleichungein, ergibt sich

die stationäre ScHRÖDINGER-Gleichung

h,
( 3 + V(x) â€”E)g(x) = 0.2m (1.10)
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Damit konnten zum Beispiel die Energieniveaus des WasserstoKatoms berechnet werden.

Eine Beschreibung von zeitabhängigen Vorgängen, wie etwa eines Streuprozesses, wurde

von MAx BGRN (in den oben zitierten Arbeiten) durchgeführt: Er berechnete Streupro

zesse im Rahmen der SGHRÖDINGERschenWellenmechanik, indem er [Q,(x)[z als die



Wahrscheinlichkeitsdichte dafür nahm, daß sjch ejn Tejlchein ei C en zur Zeit t bei X beßndet
wobei sich die Teilchen entlang Bahnen â€”irgendwje durch -f ~

wie urc 4' bestimmt â€”bewegen. Dies
ist der Inhalt der „BORNschenstatistischen Deutung«der W llu ung" er ellenfunktion. Damit sie
konsistent ist, muß die Kontinuitätsgleichung

<j'(x) + â€”„[@,(x)[' = 0dt (1 11)

gelten, wobei
h

3'(x):= â€”Im 18;(x)V@,(x) (1. 12)

den „Quantenßuß«darstellt, Er wird als Teilchenstromdichte interpret' t, d' d ' d'e in erpretiert, ie damit die
Wahrschejnljchkejtsvertejlung von Teilchenbahnkreuzungen pro Zeit- und Fl- h ' h 'äc eneinheit
bestimmt.

Der grundlegende Ansatz der „naiven Streutheorie" ([üü] S 3ügf) besta

gen der stationären SC~RO>>><ER-Gleichung 1 10, die ja für die Berechnung der ne at
ven Eigenenergien gute Dienste geleistet hatte, für positive Energien je â€”g>

I

die sich (in Einheiten h = l und m = 1) für z ~ oo und x in polarkoordinaten ( 8 y)
und k = (0, 0, k) wie

48(x)=' "+f(8,0) (1.13)

dq = If(8,4)l' (1 14)
und diese Größe sollte sich mittels Detektoren in hinreichend großer Entfernung messen
lassen,

Um der heuristischen Argumentation Substanz zu geben, fehlen offenbar die Bahnen
der Teilchen, die den Fluß j~' durch Oberßächen erzeugen, Die Frage nach dem Zusam

menhang der Wellenfunktion mit der Bewegung der Teilchen war schon vor Entwicklung

der Streutheorie gestellt worden. Bereits vor BoRN versuchte L. DE BRQGLIE [11] [12] @

als eine Führungswelle für Punktteilchen aufzufassen, ähnlich der Idee EINsTEINS(siehe

das BoRN-Zitat), Photonen als punktförmige Objekte aufzufassen, die von einem „Ge

spensterfeld«geleitet werden. DE BRQGLIEgab diese Idee aber nach scharfer Kritik
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verhalten, also insbesondere nicht quadratintegrabel sind. Der Term e'"" wjrd dabei als

der einfallende Strahl mit Wellenvektor k interpretiert Der Term ' repräsentiert die
ausfallende Streuwelle mit winkelabhängiger Amplitude f(8, d). Der Fluß des einlaufen

den Strahls e'"" ist damit k, und der Fluß der auslaufenden Streuwelle ist ",k[f(â€”8, d)[z.
Die Anzahl von Teilchen, die eine Teilßäche z dfl in Richtung (8, d) eine; Kugeloberßäche
im Abstand x durchkreuzen, dividiert durch die Anzahl einlaufender Teilchen pro Zeitein

heit und Flächeneinheit, wird als differentieller Wirkungsquerschnitt do/dfl bezeichnet.
Also ist



einiger namhafter Physiker wieder auf SOHRöoiNOERs urspriingliche Idee [68] [30] be
stand darin, eine reine Wellentheorie zu entwickeln, in der die „Teilchen" durch schmale

)Vellenpakete zu ersetzen sind. Dieses Programm scheiterte an der unvermeidbaren Ver

breiterung solcher Wellenpakete selbst unter freier Bewegung 5,Ian sieht sofort, daß ein

GAvsssches Wellenpaket ins(x) = (2rros) ~ e ' ~ o sich gemäß

@,(x) = (e *""iP,)(x) = (2rrs,') ' 'e * "' ', s, = a,(1 p â€”,)
20 ()

(1.15)

entwickelt, so daß die Breite der Verteilung p,(x) = [1t,(x)]' wie ]s,]' = O(t ) wächst!
Die Existenz von Punktteilchen neben der Wellenfunktion scheint tatsächlich â€”auf

Um die 1S-'Bahn' zu messen, mußte nämlich das Atom mit Licht beleuchtet werden, dessen WeHenlänge

jedenfaHs kürzer als 10 cm ist Von solchem Licht aber genugt ein einziges Lichtquant, um das Elektron
völlig aus seiner 'Bahn' zu werfen (weshalb von einer solchen Bahn immer nur ein einziger Raumpunkt
definiert werden kann), das Wort 'Bahn' hat also hier keinen vernünftigen Sinn

W HEISENBERG

Es etablierte sich aufgrund dieser Überlegungen die Sichtweise, daß ganz allgemein die

meßbaren Größen („Observablen") die selbstadjungierten Operatoren sind, und der Zu
stand eines quantenmechanischen Systems vollständig durch Angabe der Wellenfunktion

gekennzeichnet ist, daß also insbesondere eine Teilchen-Theorie (oder allgemeiner: eine

Theorie mit „verborgenen Parametern" ) im Sinne des Zitats von BQRN unmöglich sei.

Die philosophischen Argumente von BOHR und HEISENBERGzur Vollständigkeit der

Quantenmechanik wurden durch mathematische Sätze unterstützt, die ganz allgemein

die Existenz von „verborgenen Parametern" zur Erklärung des quantenmechanischen Zu

falls ausschlossen (J. voN NE0+ANN [57]und die in BELL [6] diskutierten Arbeiten von

GLEASON, KOCHEN iind SPECKER).

Umso erstaunlicher ist es, daß es D. BCHivi[13] 1952 gelang, eine Punktteilchenmecha

nik aufzustellen, die mit den statistischen Vorhersagen der Quantenmechanik im Einklang

stand. In diesem Zusammenhang sind die Arbeiten von J.S. BELL [6] von Bedeutung,
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grund der berühmten HEISENBERGschenUnschärferelation â€”gar nicht möglich zu sein

Aus der Ungleichung ApAq ) â€”", (die für alle Wellenfunktionen gilt) wird oft geschlossen,
daß Ort und Geschwindigkeit eines TeilcheIIs nicht gleichzeitig scharf meßbar seien. Da

IIunnach HEISENBERGnur meßbare Größen in eine physikalische Theorie eingehen sollten,

dürfe nicht mehr von der Bahn eines Teilchens gesprochen werden, denn Kenntnis einer

Bahn beinhaltet gleichzeitige Kenntnis von Ort und Geschwindigkeit. Als konkretes Bei

spiel zitieren wir HErsENHERO [43] zur Bewegung eines Elektrons im 1S â€”Grundzustand
des Wasserstoßatoms:



der unter dem Motto „In 1952 I saw the impossible gone" d he one ie,,no hidden variables"
uf ihre unphysikalischen Voraussetzungen hin untersucht ' 'S ln un ersuc te . ~Soziologische und

issenschaftspolitischen Gründe, weshalb BO~>sehe Mechanik f- -b 40 J hec ani ür über 40 Jahre von der
Mehrheit der physiker ignoriert wurde, finden sich in What does f d f da oes a proof do if it does not
p rove7 von r p rNQH [g3] S . 17f, u nd a uch in d em kü rzlich ersch i A t 'k 1- z ic ersc ienenen Artikel von D.
pqngrty [f] sowie in Qor.ass Erz und L<>owrr~ [39] K«~ [50]und b d Fesonders F EYER

[33] verwenden BoHMsche Mechanik als BeisPiel um auf die all ' Sm au ie a gemeine Struktur
hinzuweisen, daß die Akzeptanz wissenschaftlicher Theorien weniger von t' l Aâ€”en weniger von rationalen Ar

g»meuten und experimenten, als von vorherrschenden Dogmen und Schulen bh- t )un c uen a ängt
W~ wir mit BOg~scher Mechanik bewerkstelligen können und um was eun um was es uns geht,

machen folgende Zitate deutlich:

FEYERABENDschreibt in „Wider den Methodenzwang" zum problem der Verknüpfung
mathematischer Strukturen am Beispiel des von voN NEU>Agg agiomatisch arg~legten
Operator-Formalismus der Quantenmechanik:

Die theoretischen Beziehungen zwischen diesen Begriffen [Operatoren] lassen sich strenger behandeln
als die zwischen den fruheren Begriffen ('strenger' nach den Vorstellungen von Neumanns und seiner

Anhänger). Anders verhält es sich mit ihren Beziehungen zu experimentellen Verfahren Für die große
Mehrzahl der beobachtbaren Größen lassen sich keine Meßinstrumente angeben, und wo es moglich
ist, muß man bekannte und unwiderlegte Gesetze willkurlich abändern oder aber zugeben, daß einige ganz
gewöhnliche Probleme der Quantenmechanik wie das Streuproblem keine Lösung haben (Coole [18]). So
wird die Theorie zu einem wahren Monstrum an Strenge und Genauigkeit, während ihre Beziehung zur
Erfahrung undeutlicher ist denn je.

aus „Wider den Methodenzwang", P FEYERABEND[33] S. 83

. Typically, mathematics knows better what to do than why to do it. Probability theory is a famous
example An example which is perhaps of far greater significance is the quantum theory The mathe
matical structure of operators in HILBERI space and unitary transformations is clear enough, as are
certain features of the interpretation of the mathematics to give physical assertions, particularly asserti
ons about general scattering experiments. But the larger question here, a systematic elaboration of the
world-picture which quantum theory provides, is still unanswered Philosophical questions of the deepest
significance may weil be involved Here also, the mathematical formalism may be hiding as much as it
reveals

aus „The pernicous inßuence of mathematics on science", J. SCHWARTZ,in [69] S 25

Das Gesetz für die Teilchenbahnen erlaubt eine präzise Beschreibung von Streuvorgäng

en, vor allem in solchen Details, in denen der Quanten-Formalismus zu vage ist, um sie zu

erfassen. l3er Status der üblichen quantenmechanischen Streutheorie wird dabei deutlich
werden.

'BELL, und später in ähnlicher Weise auch IVIERMiw.„You may quote me on that The proof of YON

NEUMANNis not merely false but foolish" (Interview in Omni, Mai 1988, S. 88, zitiert in [54])
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Kapitel 2

Bohmsche Mechanik

BQHMsche Mechanik ist eine nicht-NEwTONsche Theorie der Bewegung von Punktteil

chen, die GALILEI-invariant und zeitumkehrinvariant ist [13] [29] [1]. Der Zustand eines

N-Teilchen Systems ist durch die Konfiguration Q = (Qr,..., Q~) e IRs' und die Wel
lenfunktion g . IR â€”+ (L'gegeben. Auf der Teilmenge von IR, für die )I g 0 und

differenzierbar ist, erzeugt g ein Geschwindigkeitsfeld v@= (vt@,, v@~)mit

<"W(q)v„q~ ™ 2.1
m~ tf (q) 2imq

das die Bewegung der Teilchen mit Massen mI,..., m~ bestimmt. Die zeitliche Entwick

lung des Zustands (Q„g,) ist durch eine Differentialgleichung erster Ordnung für Q,

dQg = v'(Q)dt

und durch die SCHRÖDINGER-Gleichungfur die Wellenfunktion g

(2.2)

N g2
ii g,(q) =( â€”Q d,„+V(q))g,(q). (2.3)

'Die Annahme ))Q((= 1 stellt keine Einschränkung der Allgemeinheit dar, weil mit Q auch c@,c E C

Lösung der ScHRÖDINGER-Gleichungist und dasselbe Geschwindigkeitsfeld v'@ = v@erzeugt

gegeben.

A priori ist g zunächst nur die Wellenfunktion des Gesamtsystems â€”eigentlich nur die

Wellenfunktion des größten möglichen Systems: des Universums. Da die Geschwindigkeit

jedes Teilchens von dem Ort aller anderen Teilchen abhängt, ist es von vorneherein unklar,

ob und wie Untersysteme â€”die ja allein relevant sind â€”dynamisch unabhängig beschrie

ben werden können. Die Analyse dieses Problems sowie die Ableitung der BQRNschen

statistischen Deutung der Wellenfunktion fur Untersysteme â€”der sogenannten effektiven

bzw. bedingten Wellenfunktion â€”ist der Inhalt von [29]. Für ein System mit effektiver

Wellenfunktion g mit' [[g[[= l ist q(t, qs) ein stochsstischer Prozeß auf den Anfangsbe



dingungen qo mit Wahrscheinlichkeitsmaß Pd' mit D)chic ~Q~~w b ' /two e) q(t,qo Lösung ist
von 2.2 mit 2.1, 2.3 und q(0, qo) = qo.

Es folgt aus der Quantenßuß-Gleichung

<3 '(q) + <, l)))~(q)I' = 0, (2.4)

daß das Wahrscheinlichkeitsmaß P~ mit Dichte ~)))~'„äquivariant" ist

IP (Q(t) c G) = P ((qolQ(t qo) C G)) = P~'((qo~q(0 qo) 6 G))

für alle meßbaren G c IR

(2.5)

Wir werden uns fast ausschließlich mit Untersystemen mit nur einem Teilchen b f s

In Einheiten, für die h,= 1 und m = 1 ist, lauten dann die Gleichungen.

d

dtâ€”x(t) = v~'(x(t)) = lm (x(t)) (2.6)

wobei @<Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung

.B 1
A = (â€”-<+1)A

Bt 2 (2.7)

ist.

Elektron. ~ Proton: ~

~ ~

2

P{ ~ hefindetsichin, )= ) lv(x)l dx

Abbildung 2.1: Ein Ensemble von Wasserstoffatomen im Grundzustand. Die Aufenthalts
wahrscheinlichkeit des Elektrons ist durch die ~)))~'-Statistik gegeben.

Beispiel 2.1 zur Äquivarianz
Ein Elektron im Grundzustand des Wasserstoffatoms ruht, denn die Wellenfunktion gt,

ist reell, und damit ist v~' = 0 (vgl. Zitat auf S. 12). Was bedeutet hier die ~)))~'-Statistik

für die Ortsverteilung? Diese bezieht sich auf ein Ensemble von Systemen mit gleicher

Wellenfunktion ))). Dann sind die Orte ~)))~'-verteilt.



x(t) = vpt + xp

Für den speziellen Fall vp ~~xp ergibt sich fur das Verhalten von x(t) folgendes Bild:

(2 g)

Abbildung 2 2: Trajektorien eines zerfließenden GAUSSschenWellenpaketes.
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Beispie) 2.2 zum Zerßießen eines We))enpaketes
Ein freies GAUSSsches Wellenpaket „zerfließe" gemäß 1.15 Das Punktteilchen „zer

fließt" natürlich nicht, sondern bewegt sich gemäß dem Geschwindigkeitsfeld, das von der

Wellenfunktion erzeugt wird Es ergibt sich leicht aus 1 15, 2.6 und 2 7 (Details siehe

in [44]) die Differentialgleichung fur die Geschwindigkeit ~",= xt(1+ ~~') ' mit Lösung

x(t) = xp(1 + ~) ~ . Aufgrund der GALtLEt-Invarianzfolgt fur ein mit Geschwindigkeit
v() bewegtes Paket



P (lim x(t)/t E d) = dsk]tbp(k)]' (2.9)

Wir werden in Kapitel 5.2 zeigen, daß die Statistik der asymptotischen Geschwindigkeit
im allgemeinen durch die FOURIER-Transformierte der Wellenfunktion gegeben ist

Tat beinhaltet dieses einfache Beispiel nahezu alle wesentlichen Konzepte, die wir später
für die Streutheorie entwickeln werden.

Wir müssen noch etwas zur „Existenz der Dynamik" nachtragen. Wir benötigen daß
die Gleichungen 2.2 mit 2.1 und 2 3 globale Lösungen zu „relevanten" Anfangswerten

qp,Qp besitzen. Dazu können wir auf die folgenden allgemeinen Resultate hinweisen [g]

Sei dazu der Konfigurationsraum A eine offene Teilmenge des IR ~, H() .â€”â€”gq
und H;„:= Hp+ V,V C C (fl),17(H;„) = Cp (fl).
Al fl C IR offen, V C C (fl);

A2: H sei eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung des Operators H,„,
A3: @pE C (H) und lltbpll= I

Die Menge C (H) .= f)„, 17(H") der C -Vektoren von H ist dicht in L'(fl) und inva
riant unter der Zeitentwicklung e '

Satz 2.3 Fs gelte Ai-g Dann gibt es zu i/h .â€”â€”e k 'tbp eme „Version" ü C C (fl x IR),

in dem Sinn, daß für alle t CIR üi(q,t) .= g<(q) für fast alle q C fl ist Damit ist auch

der Strom j V"(q) = Imp;(q)'7$,(q) eine C Funktion m-beiden Variablen

tb(q, t) ist eine klassische Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung.Im weiteren Text werden

wir tb(q, t) wieder einfach mit tb,(q) bezeichnen.

Wir interessieren uns besonders für N-Teilchen-Systeme mit paarweiser Wechselwir

kung Sei dazu V(q) = Q... V;,(ii, â€”q,) mit Funktionen V;, = V;, + V;, mit
(>) (>) ~

V,~. C L'(IR ) und V,, C L (IR ) für i,j C (I...N) Dann ist nac.h KATQ [49]
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Unabhängig vom Anfangsort bewegt sich das Teilchen anfangs 't d Qen an angs mit der Geschwindigkeit
v(), die sich dann, außer für den speziellen Wert xp â€”â€”0 laufend ä<d

wegung bewegen sich die Teilchen auf gekrümmten Bahnen was den, was en nicht-NEWTONschen
Charakter dieser Mechanik sehr schön verdeutlicht. (Die meis' " B h b fiie meisten Bahnen. befinden
sich jedoch in der pähe der geradlinigen Bahn â€”entsprechend der ' '-St t 'ker ~y~-Statistik, was
aus der Zeichnung nicht ersichtlich ist). Es kann auch Richtungsumk h ' t t, d'ic ungsum e r eintreten, die
dazu führt daß etwa Kugeloberßächen mehrfach gekreuzt werden was f" d' Stwer en, was ür die Streu

theoz~e eine polle spielen wird. Allerdings existiert eine konstante Gren~ges h ' d' k 'tX0 e renzgesc win igkeit
uvf(x(t) ) vp y, = lim x (t)/t, die damit eine ebenfalls GAtJss-verteilte2(Tp

Z f lls ariable â€”xg ist ja QAUpp-verteilt mit Mittelwert 0 und Breite a() â€”mit Mittelwert
v() und Breite cr()' darstellt.



H:= Hp + V auf 17(H) = 'D(Hp) selbstadjungiert. Sei zusätzlich V E C (fl) mit,

fl .= iR' $ Q.. )(q, â€”q,). Wir nennen dann H den N-Teilchen-Paarwechselwirkungs
H<Mrrvo)urian. r bezeichne die Zufallsvariable auf (lR',8, P@'), die jeder Anfangsbe
dingung qp E A mit @p(qp)g 0 den rechten Endpunkt des maximalen Existenzintervalls

[O,r(qp)) der jeweiligen Trajektorie zuordnet Die globale Existenz eines stochastischen
Prozesses q(t, qp) bzw x(t, xp) sichert uns nun

Satz 2.4 Se< H ein N-Te<lehen-Paarujechselmrkungs-HAMILTONsan und es gelte Aß,

Dann <st P~'(r ( oo) = 0, d h .g..ßmst g 1 hat e>ndeut>geund global ez)st)erende Lösun

gen für P@'-fast alle Anfangsbedsngungen.

Bemerkung 2.5 Gerade für die Streutheorie ist das COULOMB-Potentialvon Bedeu

tung. I3arum weisen wir darauf hin, daß das N-'T~'ilchenCOULOMB-Potential durch den

Satz abgedeckt ist.

Mit diesem Resultat zur globalen Existenz der Dynamik können wir nun getrost p = [@[z

als Ensembledichte auKassen, die gemäß der Kontinuitätsgleichung 2.4

~IN(x) I'
Ot

+ Vj@'(x) = 0 (2.10)

mit dem Wahrscheinlichkeitsstrom j@'= Im g,*V'g<transportiert wird, Wir werden häufig

von der bereits erwähnten Äquivarianz Gebrauch machen, insbesondere von

(2.11)

Beispiel 2.6 Anwendung des GAUssschen Satzes ergibt

(2 12)

l3ie Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Gebiet G verändert sich gemäß dem ein- oder aus
fließenden Strom.

Wir wollen im nächsten Beispiel noch die Zufallsvariablen für Austrittsort, Austrittszeit

und Aufenthaltszeit angeben.
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für alle meßbaren G C IR . Es geht uns in den folgenden Beispielen hauptsächlich um die

physikalische Bedeutung des Zusammenhangs zwischen dem Strom und den Verteilungen

der l3urchkreuzungsorte und l3urchkreuzungszeiten. I3ie Meßbarkeit und Wohldefiniert

heit der relevanten Größen wird in [8] behandelt, so daß wir darauf nicht einzugehen
brauchen

Im folgenden sei H = Hp+V mit V wie in Satz 2.4, @e C (H) und G C iRs ein Gebiet

mit glattem Rand OG mit ins Außere gerichtetem Einheitsnormalenfeld v: OG ~ IR .



Beispiel 2.7 Für ein in G lokalisiertes g, suppp/ C G deß 'e nieren wir die Zeit des ersten
Austritts aus G als Abbildung von G ~ IR+ U (oo) als

T, = inf(tlx(t) C G') (2.13)

;t G~ â€”if1s(G) und den dazugehörigen Austrittsort als Abbildung von G BG> oo

Xe '= XTe (2 14)

setzen X ~ falls T = oo Die gesamte Aufenthaltsdauer in G ist

T. = «Xa(x(t))
0 (2.15)

0 < iP (T, = oo) = IP (x(t) e G Vt > 0) < iP~(x(s) c G) = IIpo)i, II' ~ 0 (2.16)

für s ~ oo, und damit ist 1P (T, = oo) = 0. Damit ist T, und auch x, iPv'-fast sicher
endlich.

Es ist offenbar T, > T„und T, = T, genau dann, wenn die Oberßäche genau einma

von innen nach außen von jeder möglichen Trajektorie gekreuzt wird. Dies ist richtig )

falls die „current positivity condition" [21) für G und g

CPC: Vt C [0,oo), x C c)G:j~'(x) v(x) > 0 (2.1>)

erfüllt ist.
Es ist

z(r.) = f «v(x ( (<)))
dtlP~ x t 6G

dt Pgg, = d~ dxg<x (2.18)

wobei wir von der Aquivarianz Gebrauch machten. Insbesondere ist Tq 1P~-fast sicher

endlich, falls fs dtl[Pog,ll < oo.

Bemerkung 2.8 Diesestatistischen Vorhersagenüber die Austrittszeiten und Austritts
orte haben keine Entsprechung in der Standard-Quantenmechanik und sind „neue Vor

hersagen" der BQHMschen Mechanik, wie etwa in [21] und [51] diskutiert wird. Das

Problem der Zeitmessungen in der Quantenmechanik wird sehr ausfuhrlich in ALcocK

[2] dargestellt, und erscheint in [55] in Form des „Quanten-ZENQ-Paradoxons".
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T„x, und T, sind Zufallsvariablen auf G mit Maß IP . Falls lim< ~ IIPaAII = 0 sind T
und X, P~-fast sicher endlich, denn



Die Statistik von T„x, und T, ist übrigens im allgemeinen nicht durch einen selbst

adjungierten Operator gegeben. Für den Erwartungswert von 7; kann nach 2.18 zwar

der „Mittelwerts-Operator" t,:= faßdtPo(t) eingeführt werden, so daß K(T,) = ()t),t,)t)).
Wie in Beispiel 1.1 gezeigt wurde, gibt das Spektralmaß von t, im allgemeinen aber nicht

die statistische Verteilung von T, wieder

Falls die CPC erfüllt ist, ergibt sich, daß die Statistik von T„x, und T,(= T, unter der
CPC) durch eiu POV gegeben ist. (Damit sind diese Größen im Prinzip auch meßbar,

wie in [20] allgemein gezeigt wird.)

Wir haben nun Ort und Zeit des ersten Austritts aus einer geschlossenen Fläche de

finiert. Eine weitere wichtige Größe ist die Anzahl von Kreuzungen einer Fläche, deren

Erwartungswert eng mit dem Strom verknupft ist.

N„( .â€”â€” g(t > 0, x(t) 6 Z!)

N:= g(t > 0;x(t) g 3, â€”x(t) v(x(t)) > 0),'dt

(2.fo)

(2.20)

Falls N+ ( oo und N„, ( oo, definieren wir für die Anzahl der Ruckwärtskreuzungen
und die Anzahl der signierten Kreuzungen

N:= Ni,i â€”N+ (2.2f)

(2.22)N = N â€”Nsgn +

Es ist heuristisch klar (und wircl in [8] rigoros gezeigt), daß der Erwartungswert der

Gesamtanzahl NP, von Kreuzungen der Fläche 3 im Zeitintervall [0,oo) durch

(2.23)

gegeben ist. Der Erwartungswert der Anzahl der signierten Kreuzungen N~„der Fläche

A im Zeitintervall [0, oo) ist

E(N, „) = dt j~' vdcr
o

(2 24)
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Beispiel 2.9 Wir definieren die Gesamtzahl der Kreuzungen der Fläche A C BG und die

Anzahl der Auswärtskreuzungen im Zeitintervall [0,oo)



Kapjtel 3

Streuthenrje mit TraJept~rje~
Physikalische Heuristjk

Wir analysieren nun Streuung im Rahmen BQHMscherMechanik. Die umfangreiche Lite

ratur zur Streutheorie (siehe etwa [37], [58]und [66]) beschäftigt sich zu einem groflen Te;l
mit der elastischen Streuung zweier Teilchen. Dieses Problem kann durch eine Standard

Transformation auf Relativkoordinaten auf das Problem der Streuung eines Teilchens an
einem Potential umformuliert werden (siehe etwa [66],S. 63i). Wir wollen uns ausschliefl

lich in diesem Rahmen bewegen (siehe jedoch Kap, 5,3),

Wir betrachten also die Streuung eines Teilchens an einem Potential V(x) mit Zentrum
im Ursprung. Das Teilchen bewegt sich, nachdem die Anfangswellenfunktion g zur Zeit

t = 0 präpariert wurde, innerhalb des Wellenpaketes g< auf das Streuzentrum zu, wird an
dem Potential gestreut, und entfernt sich dann ins Unendliche'. Die Aufgabe der Streu
theorie besteht nun darin, die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Austrittsorte x, (siehe
Beispiel 2.7) der Bahnen auf einer Oberfläche, die das Streuzentrum umschließt, anzuge

ben. Wir nehmen dabei an, daß Detektoren Ort und Zeit des Teilchendurchgangs durch
beliebige Oberflächen anzeigen können, so daß wir die Wechselwirkung mit den Meßappa

raten nicht miteinbeziehen müssen. Falls die statistische Verteilung dieser Größen durch

ein POV gegeben ist, gibt es â€”zumindest im Prinzip â€”solche Messungen, wie in [20]

ganz allgemein gezeigt wird. Kenntnis dieser Durchgangswahrscheinlichkeit erlaubt es
also, die theoretischen Vorhersagen mit einem Experiment zu testen, oder aber. unter der
Annahme der Richtigkeit der Theorie, Informationen über das Streupotentiai zu erhalten,
was als „inverses Streuproblem" bezeichnet wird. Tatsächlich ist die Streutheorie eines

der wichtigsten Werkzeuge an der Schnittstelle zwischen Theorie und Experiment.

Daß das Wellenpaket das Teilchen mit sich führt, folgt sofort aus den Bewegungsgleichungen, oder,
noch bildlicher, aus der Aquivarianz.
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Abbildung 3.1: Die Bahnen entsprechen möglichen Bahnen der Teilchen für ein einlau

fendes Wellenpaket. Das Streuzentrum befindet sich in der Kugelmitte

Als Oberßächen wählen wir der Einfachheit halber Kugeloberßächen. Für den ganzen
Rest der Arbeit wollollen wir die folgenden Bezeichnungen verwenden: Sei für R ) 0 KR ..â€”â€”
xCIR~ x<

~ ~
~ ~

eier sei v .

v(x):= â€”"(fur R > 0) die ins Außere gerichtete Einheitsnormale auf der Kugeloberfläche

BKa. Den durch eine Teilmenge A C S:= {x E IR: = 1) d E: x = y er Einheitssphäre
aufgespannten Kegel bezeichnen wir mit C:= {Ax E IRs: A,A: x C, n > Oj und seinen
Schnitt mit der Kugeloberßäche BK mit RA:= C fl BK = yR IRS " a .â€”â€” a={ xGIR:x6A). Eine
andere Kegel-Charakterisierung ist durch den Einheitsnormalenvektor ric mit [[ric[[ =
t und den Öffnungswinkel 8c E [O,ii] gegeben, nämlich C:= {x 6 IR: x ric

scos8c). Wir wählen ein Polarkoordinatensystem (r 8 P) r > 0 8 [, ],r,, ),r, e [0,~],ße [0,2z)
im Ursprung, x(r,8, P) = (rsin8cosß,r sin8sin P,rcos8), mit z-Richtung ric. In diesen
Polarkoordinatengilt Ka = {(r,8,$): r < R), BKa = {(r,8, P): r = R) und C =
{(r, 8, P): 8 < 8c). Der Schnitt des Kegels C mit der Kugeloberfläche BKa ist damit CA
BK =4(r8~>:<=Rg= {(,, +): â€”, < 8cj mit ins Äußere gerichteter Einheitsnormalen v(8, P) =
R 'xiR 8(,, P). Mit dfI bezeichnen wir den Raumwinkel,d.h. fc dfl = f~ d~~f sin8d8
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Die gesamte relevante Streustatistik ist nun also in der Wahr h l hk 'er a rsc einlichkeit IP@(x, E RD)zusammengefaßt.

In einem typischen Streuexperiment sind Detektoren in â€”vergl' hin â€”verg ic en mit der Reichweite
des Potentials â€”großer. aber nicht genauer bestimmten Ent fer.n n ernung vom Streuzentrum
angebracht. Man wird annehmen, daß die Formel unabhän i " vo ' d fängig von R wird für große R,

wir interessieren uns besonders für die Abbildung a . 8(S ' ~ R+ b d hgegeben durch

l;m ipse'(~,q Rh) = lim IP~( ' c A)R~oo R~oo )
e

ob i " di Austrittsrichtung ist, die wir als Wahrscheinlichkeitsmaß auf der Einheits
sphäre betrachten wollen: das „Streuquerschnittsmaß" .

Im allgemeinen können die Trajektorien die Kugeloberßäche BKR mehrmals durch
stoßen, wie in der Abbildung 3.1 angedeutet ist Wir haben nun bereits eine Formel für
die erwartete Anzahl N„, = N+ + N von Kreuzungen und fur die erwartete Anzahl

von signierten Kreuzungen N, „:= iV+ + N der Fläche RZ! im Zeitintervall [ii oo)j>
nämlich

e(~,*.;) = / «f l~" .l~

E(N, „) = dr j~' vda.
0 Rb,

(3.2)

We shall be interested in the limit as R ~ oo At large distances the scattering part of the wave
function contains outgoing particles only Therefore the particles cannot describe loops there and the
Bux can be measured by the interposition of counters on OKR

COMBES, NEWTON und SHTOKHAMFR

Wir erwarten also, daß fur große R, jede Teilßäche RA höchstens einmal â€”und dann

von innen nach außen â€”gekreuzt wird. Die Anzahl N+R+der Auswärtskreuzungen von
RZ! im Zeitintervall [0,oo) kann nur die Werte 0 oder 1 annehmen â€”damit wird der

Erwartungswert gleich der Wahrscheinlichkeit â€”und Rückwärtskreuzungen treten nicht

Diese Definition ist ähnlich der Definition des Streuquerschnitts in der klassischen Mechanik (siehe
[66] S 15 und Bem 5 8) Fur gebundene Zustände oder „singuläre" Zustände (siehe Kap 5 5) existiert
der Grenzwert R ~ oo in 3.1 nicht oder er definiert kein Wahrscheinlichkeitsmaß

24

Die Wahrscheinlichkeit für Mehrfachkreuzungen sollte natürlich bei großen Entfernun

gen verschwinden, d.h die Bewegung sollte asymptotisch rein nach außen gerichtet sein,
ähnlich dem Beispiel des freien GAUSSschen Wellenpaketes in Abb. 2 2. Diese Vorstel

lung wurde auch in [17]geäußert, worin gleichzeitig auf die tatsächliche Meßbarkeit mit
Detektoren hingewiesen wird:



auf. Es ist leicht eine Bedingung anzugeben, die dieses Verhalten garantiert, die „current

positivity r.ondition" (siehe Beipiel 2.17)

CPC' VttE [0, oo), x E BKrt . j~'(x) . n(x) > 0 (3 4)

Falls also limo K(N ") = 0, erhalten wir fur die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine
Irajektorie die Fläche RA von innen nach außen durchstößt,

lim P~(x, e RA) = lim K(N„, ) = lim K(N, „) = lim dt j~' vda (3.5)
R~oo R~oo R~oo ~ R~oo p RA

Unter diesen Bedingungen gilt dann für das Streuquerschnittsmaß

a(A) = lim dt j~' vda = lim dt ~j~' veda
R~oo p Rg R~oo p Rb,

(3 7)

anti(x)= (e *""4)(x) = f d'u . »4(y) (3.8)

Die erste direkte Folgerung daraus ist, daß die Aufenthaltswahrscheinlichkeit (für g E

L'(IRs)) in einem beschränkten Gebiet wie t s fällt, denn P~(x(t) E G) = fo dss~g,(x) ~

O(t s) Also gilt dann insbesondere lim, P(x(t) E G) = 0, d.h. das Teilchen verläßt
mit Wahrscheinlichkeit 1 jedes beschränkte Gebiet. Indem wir 3.8 als

'x2 'x2
fa 2t Q Q 2t

4i(x) = (,t),t,4( â€”,)+(,t),t, (2 ),t,e * (e**' â€”1)4(y)
(3 0)

schreiben, sehen wir unter Vernachlässigung des zweiten Terms, daß für t ~ oo (die

Lz-Norm der Differenz verschwindet, vgl 1.3)

q,(x) (t t) -'t'e* â€”**tt'("â€”).t (3 10)

Die Maßeigenschaft kommt von der Maßeigenschaft des Integrals, und die Normierung

lim dt jq do = lim lim IP (KR) â€”IP '(KR) = 1
R~oo p g~ R~ciao t~ooR

gilt, falls lim< f d x~Q<(x)~ = 0, also das Teilchen die Kugel mit Sicherheit verläßt

Wellenfunktionen, für die durcli 3.7 ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf der Einheitssphäre

definiert ist, wollen wir „Streuzustände" nennen (siehe Kap. 5.5).

Damit ist Streutheorie â€”was die Zwei-Teilchen-Streuung angeht â€”komplett erfaßt! Wir

wollen aber nun versuchen, für die rechte Seite in 3 7 einen Ausdruck zu finden, der leichter

handhabbar ist, und in der Tat mit den üblichen Formeln der Streutheorie verknüpft Das

geschieht im folgenden und ist auch der eigentliche Inhalt dieser Arbeit.
Wir nehmen zunächst den einfachsten Fall V = 0, bei dem sich die Wellenfunktion

g, = e ' "g frei entwickelt. Nach 1.2 haben wir die explizite Darstellung



(Die Relevanz dieser Asymptotik für die Zweckeder Streutheorie wurdie wur e ins eson ere von
Dor.r,ARo [24] sowie BnEwrc und HAAC [10] betont )

C; mit der Variablensubstitution v:= â€”", haben wjr sofort

lim daß~ x = d vgv (3.»)

lim dt j@' vdo = d vg v (3.12)

zu erhalten. C„~ ..â€”â€”C fl K„' fl Kg bezeichne den Kegelstumpf mit ins Äußere gerichte

ten Flächennormale v, und M„~ .â€”â€”BC fl K„' A K~ die Mantelßäche Anwendung des

GAUSsschen Satzes ergibt

T

â€”f «q,ll>
T T T

dt j @' vdo + dt j @' vdo + dt j@' vdo
o CnOK. o CnmR 0 M„R

Da limo limo ~ ]]Pc„agas]]= »mT oo]]Pc, 4m]]= »mr-~ ]]Pelz]] unabhängig von

r ist, und lim, limo limo ]]Pc „@]]= 0, folgt aus 3.11 das Resultat 3.12 falls

lim lim dt j~' vdo =0
T oo R oo O CnOKR

(3.13)

und
T

lim lim lim dt j ' vdo = 0
~~~ T~oo R~oo O M„R

4
ist, wobei der Fluß durch den Kegelmantel M„~ das eigentliche Problem darstellt .

(3.14)

Dieser Weg wurde in [17]mit Operator-Methoden versucht
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3.11 ist der Inhalt des „Scattering-into-Cones"-Satzes von DOSE<,pgpfür den frejen Fall
[24]

Was ist nun die Bedeutung von dieser Aussage für die Streutheorie~ Die linke Sejte
von 3.11 ist der Grenzwert t ~ oo der Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das Teilchen zur

Zeit ~ im Kegel C befindet In einem Streuexperiment wird aber nscg~, nach einer hin
reichend langen, vom Experimentator wählbaren Zeit, die Wahrscheinlichkeit bestimmt

daß sich das Teilchen in einem Kegel befindet. Vielmehr, wie wir anfangs sagten, klickt
ein Detektor zu einer zufälligen Zeit an einem zufälligen Ort, eben gerade zu der Zeit und

an dem Qrt, an dem das Teilchen ankommt (x, und T, aus Beispiel 2.7). Für die Zwecke

der Streutheorie ist also die Relevanz des „Scattering-into-Cones"-Satzes unklar, denn wir
brauchen ja die (asymptotische) Verteilung der Austrittsorte auf Kugeloberßächen. Ein
Vergleich von 3.11 und 3 7 legt nun nahe, durch eine einfache Anwendung des GAvssschen
Satzes auf einen Kegelstumpf aus dem „Scattering-into-Cones"-Satz die Formel



Es zeigt sich jedoch, daß es einfacher ist, den Strom direkt zu berechnen Aus 3 8 ergibt
sich für t â€”+ oo

j~'(x) = Imp;(x)Vg,(x) = tâ€”s~j( )~z (3.13)

und wir sehen, daß der Strom für große Zeiten nach außen gerichtet ist, also parallel zur

Flächennormale v von BK~. Da, mit wachsendem Kugelradius auch die Zeit wächst, bis

die Teilchen die Kugeloberßäche BK~ kreuzen, erwarten wir, daß die Wahrscheinlichkeit

von Rückwärtskreuzungen von BK~ im Grenzfall R â€”+ oo verschwindet. Nun zu 3.7. Mit

der Näherung 3.15 findet man mit der Variablensubstitution v .= â€”",, daß

dt jet vda d~ j~t . v da d< <â€”~ . v x

dvv' dßgv '= dvgv '. (3.1ö)

(Man beachte, daß das Ergebnis unabhängig von R ist.) Damit kommen wir zum funda
mentalen „Flux-across-Surfaces"-Satz:

im dg jet . pd< lim d$ jet . p ~~ dkv $g v . 3.18

Somit ergibt sich für die asymptotische Austrittsrichtung

lim P"'(x, C Rh) = d'vati(v)~'.
R~oo C

(3.19)

Wir bemerken noch, daß mit der asymptotischen Formel für g< und j" für das asympto

tische Geschwindigkeitsfeld

v~'(x) =â€” (3.20)t

gilt. Die Teilchen, die sich zur Zeit t an der Stelle x befinden, besitzen dort die vom

Ursprung weggerichtete Geschwindigkeit x/t, was einer klassischen Bewegung mit kon

stanter, nach außen gerichteter Geschwindigkeit entspricht. Die Verteilung dieser asymp

totischen Geschwindigkeiten wird durch ~ii)(v)~ gegeben sein (siehe Kap. 5.2).

Nun wenden wir uns dem Potentialfall zu Nach einer hinreichend langen Zeit sollte das

Teilchen weit weg vom Streuzentrum sein â€”falls das Potential schnell genug abfällt â€”und

sich dort also geradlinig nach außen bewegen. Der Träger der Wellenfunktion sollte also

~In [17] wird folgende Beziehung als „Flux-across-Surfaces"-Satz bezeichnet

lim dt j@' vdo = lim d r~g~(x)~
R-~ T CnOKR C

(3 >7)
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Dies ist zusammen mit dem „Scattering-into-Cones"-Satz naturlich mit unserer Formulierung des „Flux
across-Surfaces"-Satzes (fast) äquivalent Unsere Formulierung des „Flux-across-Surfaces"-Satzes erlaubt
es, direkt auf die asymptotische Verteilung der Austrittsorte zu schließen (siehe 3 19)



für große Zeiten außerhalb des Streuzentrums konzentriert sein und d' l fsein, un ie 'vvellenfunktion

sollte sich dort im wesentlichen frei entwickeln. Wir können daher eine E t ' kl h- n n a er eine ntwicklung nach
pjgenfunktionen Ik) von H ansetzen (die sich asymPtotisch wie die F>0<r~a;E t klie 0URIER- ntwicklung,
die bei H = Ho auftritt, verhalten sollte), wobei Hlk) = lk) und2

@2(x):= (xIe *"'I@)= f d'« * * (xIk)(kI<') (3 21)

asymptotischeFQQRIERVerhalten herauszukristallisieren,setzen wir

(2s)s)'(xIk) =: e'"" + tl(x,k), (3.22)

so daß mit (kIQ) =; g"(k) =: U+g(k)

( â€” U d)( ) â€”(2 ) 2' jd k ' '"*U g(k). (3.23)

Wir suchen nun ein Entwicklungssystem, derart daß

2(,4):= ( ' 'd)( ) â€”( ' "U g)( ) =(2 ) /d k ' 2(,k)U d(k) (224)

lim IIe ' "U+@ â€”e ' '@II = 0, (3.26)

also die Existenz von U+ â€”â€”s-limt e' "e ' ' Dieser Zusammenhang zwischen U+

und der Eigenfunktionsentwicklung erlaubt es uns, eine rekursive Formel fur die Eigen
funktionen zu finden.

Zuerst streben wir eine Darstellung von U+ als Integralkern an (siehe auch [66],S. 98ff).

Mit (xIk) = (2s) ) e'"" und U+g(k) =: (kIU+Ig) = (kIQ) = g¹(k) schreiben wir

Ik) = Ud.Ik)

lim e' "e ' 'Ik)
t kOO

t

Ik) â€”i lim dse' "Ve ' *Ik)

Ik) â€”i lim dse '*e' '*Ve ' 2 *Ik)
<~0 p

k2

= Ik)+(Ho â€”(â€”-fe)) 'Vlk)2

(Differentiation nach t)

(AoEi.scher Grenzwert)

(3.26)

Für typische Streuprobleme ist U+ unitär auf dem absolutstetigen Teilraum von 'H (siehe Kap 5 6

und Kap 5.5)
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für große Zeiten und Abstände nichts beiträgt. Die gesamte Information über das Poten
tial steckt damit in U+g(k).

Wie finden wir solch eine Eigenfunktionsentwicklung? Das Verschwinden der L -Norm

des Restterm im Limes t ~ oo (limd ~ IItl(, t)IIq â€”â€”0) liefert die Bedingung



Also ist
32 ikx 1 3 e

(2m) i (xfk) = e'"" â€”â€” d y V(y)(yfk), (3.27)
2m /x â€”y/

wobei wir die Resolvente von Hp als Integralkern geschrieben haben (siehe 1.4). Diese

Gleichung heißt LIPPMANN-SCHwINGER-Gleichung [52] und ist eine implizite Gleichung
für die Eigenfunktionen.

Wir erkennen nun, daß die Funktionen (2m) tz(x~k) tatsächlich die gewünschte Struktur

(2m)stz(x~k) = e'" "+tl(k, x) haben. Für große Werte von z können wir ~xâ€”y~ = z setzen,

so daß ' i i" --' gilt. Also ist (2m)t' (x~k) = e'""+ ' ' f(k,x), mit einer vom
Potential abhängigen Funktion f (vgl. Kap. 5.4). Ein stationäres Phasen-Argument zeigt,
daß der Restterm in 3 24

â€ ikon

(k,t) = (2 ) t f d k ' ' f(k)U ,d(k) (3.28)

für t ~ oo verschwindet, denn es gibt keine stationären Punkte in dem schnell oszillie
k~t

renden Phasenfaktor e ' 2 e '" außer bei k = 0. Der Beitrag von einer Umgebung von

k = 0 sollte aber bei nichtsingulärem Verhalten des Integranden vernachlässigbar sein
(siehe Bem. 5.10).

t(dk(x)verhält sich also für große Zeiten wie

(3.29)

Damit ist das Problem der Bewegung mit Wechselwirkung auf das freie Problem zurück

gefuhrt, d.h der „Scattering-into-Cones"-Satz besagt im allgemeinen Fall, daß

(3.30)

Entsprechend lautet der „Flux-across-Surfaces"-Satz im allgemeinen Fall:

lim dt j~' . vdz = lim dt j~' ~v dr = d k Upg k 3.31

Das Streuquerschnittsmaß ist damit

(d)=1' tk"(.kRR)=f dk(Uy(k'l(, (3.32)

so daß der „diKerentielle Streuquerschnitt" durch

dkk U g k (3.33)
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gegeben ist. Diese Formeln sind im wesentlichen gleich den üblichen quantenmechanischen

Formeln (siehe Kap. 5 4) Soweit die Heuristik. Wir werden uns im nun folgenden Kapitel

den Beweisen des „Scattering-into-Cones"-Satzes und des „Flux-across-Surfaces"-Satzes
zuwenden



Kapitel 4

Streuthenrie mit Trajektnrier1
Mathematische Resultate

4.1 Der „Scattering-into-Cones"-Satz

Wir wollen der Vollständigkeit halber mit dem „Flux-across-Surfaces"-Satz auch den

„Scattering-into-Cones"-Satz besprechen und beginnen damit, weil sein Beweis fast trivial
ist. Wir wählen eine etwas andere Formulierung als in DQLLARD[24]. Zunächst

iq,(x)i' = t iC(â€”)i'+N(x,t),t > O, (4.1)

und falls
lim dxNx t =0, (4 2)

gilt für alle Kegel C
lim d~gt x = d v@v

Beweis Das Ergebnis folgt sofort mit der Variablensubstitution v:= â€”",. +

Satz 4.2 („Scattering into Co-nes"-Satz fü-r den freien Fall)

Sei tb C Lz(IRz) und tb<.â€”â€”e '+"g Dann gtlt für.alle Kegel C

lim dxg< x = d vgv (4.4)
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Lemma 4.1 Set H ein selbstadjungierter Operator auf L (IR ) und tb~.â€”â€”e ' 'tb Unter

der Voraussetzung, daß es etn C>C L (III. ) gibt, so daß



Beweis DQLLARDsLemma 1 3 besagt, daß

+2" X
@,(x) = (it) ' 'e' ~~@(â€”) + N(x, t) =: d (x, t) + N(x, t) (4.5)

mit limi [IN(, t)Iii â€”â€”0. Also hat

limbi(x)l'= t 'I@(â€”,)I'+N(x,t) =: t 'l~( â€”,)I'+N(x,t) (4 6)

mit N:= IN[' + 2ReNQ(x, t) die Form 4.1, denn

dxReNxtgxt < dxNxtßxt < N,t (4 7)

d h. limi f d zlN(x,t)1= 0. Mit Lemma 41 folgt somit 4 4. ~

Satz 4.3 („Scattering into -Con-es" Sat-zim ioechselunrkenden Fall)

Sei H ein selbstadgungierter Operator auf L (iRs), so daß U+ .â€”â€”s-lim, e's" e 's'

auf'H„(H) unitär ist Sei.@ C 'H„(H) und @,:= e ' '@. Dann gilt für alle Kegel C

lim dxg]x = dvU~gv (4.8)

II[Poe *"'ab[1' â€”IIPce *""U+4111'I = ([[Poe *"'ab[1 + IIPce *""U+4111)

II[Poe *"'tbllz â€”[[Pate *""U,@llz I

211ibll,lle-*"'@ â€”e-*""U,@ll, 0 (4.9)

fur t ~ oo. Also folgt die Aussage mit Satz 4.2, indem g durch U+g ersetzt wird

Bemerkung 4.4 Die Forderungen an U+ sind für eine große Menge von Potentialen
erfullt. Falls allerdings V langreichweitig ist, d.h. V(x) = O(z '),e < 1, existiert U+

nicht (siehe [66] S 173, [24] und Kap. 5.1).

31

Beweis Mit 1[Poe 's'aal[',= fo d zl@,(x)1' und unter Beachtung von 1[Po[1»< 1 ergibt
sich aufgrund der Definition von U+



4.2 Der»Flux-across-Surfaces"-Sagz

Der freie Fall

Satz 4.5 Sei tb E S(IR ) und g, = e ' "p. Dann gilt für alle T g IR und>eden ~

lim dt j ' x vdo = lim dt j~' x vdo.= d z j~ > 410
CAOKR R ~ T CnOKR C

Bemerkung 4.6 Die Bedingung Q E S(IR ) ist nur aus Bequemliehkeitsgrunden
gefuhrt worden, und der Beweis kann unter viel schwächeren Bedingungen geführt werden
(siehe Bemerkung 4.9).

Wir beweisen den Satz in zwei Schritten. Zunächst nehmen wir T ) 0 an und kummern
uns im zweiten Schritt um den allgemeinen Fall T E E,.

Wir beginnen mit einem fundamentalen Lemma, in dem der „asymptotisch freiett feil
der allgemeinen Bewegung der Wellenfunktion separiert wird.

i) 3'(>) = â€”t 'l@( â€”,)l'+N(> t) (4 11)

punkhueisefür alle x e R, t ) 0, und

ii) Iim dt lN(x, t) vdol = 0.
R oo T OKR

(4.12)

Dann gslt für alle Kegel C C R

lim dt j~' x vx do.= lim dt j~' x vx do.= d v@v

(4.13)

Beweis Mit 4.11 gilt

j~' x vxdo. = dt t 4 â€” â€”v xda

+ dt Nx,t vxda
T CnOKR

dt dßR t l4( ' ' )l' ' ' ~(g,4I)
T C t t

+ dt Nxt vxda, (4 14)
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Lemma 4.7 Sei H ein selbstadgungierter Operator auf L (IR ). Sei tb e L (IR ), und
für t > 0 sei Q<.â€”â€”e '+'g Es exi.stiere ein 4 E L (IR ), ein N: IRs x IR ~ IR und ein

T>0, sodaß



wobeiwir Polarkoordinaten x(r,8,4i) = (rsin8cos4i,rsin8sin4i,rcos8) benutzten. We

gen ",' '~ = x( â€”,,8,4i) und mit der Variablensubstitution v = â€”,ergibt sich also

dt j~' x v(x do = dvv dO 4 v,0, p + dt N x,t .p x do

(4.15)
und daher mit 4.12

lim dt j~' x vx do.= dvv d04 v,0,$ ~= d v4 v 416

Man sieht direkt (oder mit Lemma 2 3 und S(IR ) c C (Hs), was sofort aus der
Definition dieser Mengen folgt), daß alle in Satz 4 5 vorkominenden Ausdrücke punktweise
definiert sind.

'A(x) = (e ' 18)(x)

f 2tV(2 .t)s~g "P(y)
X

2t X g 2t

(„)„,18( â€,) + („)„, (2 )„, * ' ( *" â€”1)18(y)
(4.17)

Wegen
'X

le'~~ â€”11( 2 (4.18)

für alle y E IRs, t > 0, und der Voraussetzung 18C S(IRs) ist

d3
f(v,t) = e '""(e'>~ â€”1)Q(y)

(2ir)'i'
(4 19)

für alle v C IRs punktweise definiert. f ist für t > 0 differenzierbar, denn wegen yt8(y) E

S(IRs) und 4 18 sind Differentiation und Integration vertauschbar. Wir setzen für t > 0

g(v, t):= V f (v, t) = t â€” e '" "(e' ~~â€”1)yt8(y)(2ir)'i'
(4.20)

Weiter seien für t ) 0
x2

n(x,t) .= ( ),(,18( â€”)
(4 21)

Beweis des „Flux-across-Surfaces"-Satzes 4.5, erster Schritt

Wir verifizieren die Bedingungen von Lemma 4.7 für ein festes T ) 0. Nach 1.2 gilt für

t ) 0 die Aufspaltung



und

(4.22)

d h. g,(x) = n(x, t) + p(x, t) .Nun ist

.~2

Vn'(x, t) = i â€”g( â€”) y â€”(<g)( â€”)(it)'t' t t t (4.23)

.%2

V'p(x, t) = i â€”f( â€”,t) y â€”g( â€”t)(it)'t' t t ' t (4.24)

Damit ist der Strom

j~'(x) = Im(g;(x)V'g,(x))

Im(rr'(x, t)V'rr(x,t) + p'(x, t)V'a(x, t) y o'(x, t)Vp(x, t) ~ p.(x t)~p(x t))

â€”t 'lg( â€”)I'+N(x,t), (4.25)

wobei wir

lim dt Nxt vdo=0 (4.27)

ist. Dazu benutzen wir die folgenden Beobachtungen:

sup If(v, â€”)I < 2(2x) t IIVII>=: er
vEIR3,R>0

sup l~(v, â€”)I < 2(2x) "'Ilern(y)Iii =: e.
vEIR',R>0

(4.28)

(4.29)

Weiter ist für alle v E IR
R

lim f (v, â€”) = 0.R~oo
(4.30)

1 V

4.28 und 4.29 folgen aus le >R â€”ll < 2 für alle v,y E IRs, R ) 0 Da insbesondere
2

g E Lq(K ) und limo le'~~ â€”ll = 0 für alle v, y p Ks, folgt 4.30 mit dem Satz der

dominierten Konvergenz.
Nun zu 4.27. Wir behandeln die Terme auf der rechten Seite von 4.26 einzeln. Für

den ersten Term bekommen wir mit IImzl < lzl, der Substitution v = â€”,und der
R
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N(x, t):= Im (t g'( â€”)V'g( â€”) + p'(x, t)Vo(x, t) + rr( xt)V'p(x, t) + p'(x, t)V'p(x, t))
(4.26)

gesetzt haben. Also haben wir 4.11 mit 4:= g, und für 4.12 müssen wir nur noch zeigen,
daß für alle T ) 0



ScHwARzschen Ungleichung

(f, «f ' 'e '( â€”)ve( â€”)< ( < f «f «))" 'I<'( â€”,)((v((â€”,)(

dvv dßR g' v V'g v

(4.3I)

für R â€”+ oo.

Für den zweiten Term

3 X .X" X 1 " X
f'( tâ€”) ~â€”<( â€”)+-(<t()( â€”)t' t t t t (4.32)

bekommen wir, ähnlich wie vorher, fur R ) 0 und 4.28

lf «f P'v 'I« f «f <))))< If'( ''<)Iâ€”I,s( â€”)+â€”(ve)(-)Iâ€”T dKg T (4~)

dv dßv f' v,â€” Q v + â€”V'Q v

dv dßv f' v,â€” g v + â€”cy V'g v

3" X .X X 1 X
>'<P = t '<'( )< f(â€”t)â€”+ â€”9( t)-â€” (4.33)

gilt Analoges, denn

If chf 'vt)< I < f 4f <)))) < 14"(q')l(l'qf(q ~)I+)I<(q ~)l)
OO R 1 R

dv dßv g'v f v,â€” + â€”gv,â€”

OO R 1
dv dßv g'v f v,â€” +c~ â€”g q, (4.34)

so daß wir wie oben schließen können

Nun muß nur noch gezeigt werden, daß für alle T ) 0

lim dt ~P'V'P v~do = 0
R~oo T

(4.35)

Der zweite Term strebt mit R ~ oo gegen Null, und der erste Term konvergiert ebenfalls

gegen Null Unter Beachtung von 4.28 und tl) E S(IR ), also insbesondere tl) E L'(IRs),

und dann 4.30 mit dem Satz von der dominierten Konvergenz.
Für den Term



'~f i ' " "(''*'-'~(--"-)e(v)

" e '""(-- â€”")V(y)t' (2s)»

it f'( â€”,t) e '~ >e'~~ ( â€”â€”â€”)p/(y)t' (2m) >
d3

f '( '<â€”),f .„l<. ' ")e(v)
d~

f (','') â€”/~, „, <.l' '' " '*')8(v)

f ( '<)'fâ€” „,l "" '*'<.4'(v) â€” ' "c„8(yj)
d~

a(x, t)

wobei wir zuletzt noch zweimal partiell integriert haben. Nun ist

2

it 'ye'2t,
2 2

(â€”â€”+3it ')e'~~
t2

V„(e' ~~ â€”1)
2

V (e'~~ â€”1)

und
2 2

so daß wegen g e S(IRs)

l<'((e** â€”1)<.4(y))l < t (y)~(t ')

für ein h e S(IRs). Also ist

Der Term 4.38 kann wie 4 32 behandelt werden und liefert keinen Beitrag.
Integration von 4.37 + 4.39 liefert



Damit erhalten wir

la(x,t)l< «(t ')* 'If'(-,t)I,

und mit R(8, ()i):= x(R, 8, ()i)ergibt sich

(4.45)

dt a.vda < c dt dßO t f' â€”,t (4.46)

Nun ist einerseits (vgl. 4.28)

, R
sup If '( t) I cy,

<>T,a>O t '
(4.47)

und andererseits ist wegen des Lemmas von RIEMANN-LEBESGUE

, R
ii~ If'( â€”,t)l = o v t > o. (4.48)

Lemma 4.8 Für alle â€”oo ( Tq ( Tq ( oo ist

T2

lirn dt lj~'(x) . vld(r = o,
T1 BK„

(4.4o)

Beweis Zunächst ist

dt j~' x v da < 4vr dtR sup g< x V'g< x (4.5o)

Wir wollen den Satz der dominierten Konvergenz anwenden. Da nach 1.2

A( ) =(> ) "'f ~'~'" ' ~(~) (4.51)

und damit

vg,( ) = (2 ) '~'f d'k '"* ' kg(k), (4.52)

ist offenbar

sup IVQ,(x)l < (2s) Ilkg(k)ll,,
xGR~,tCIR

Da tt) C S(IRs) können wir in 4.51 n fach par-tiell integrieren, und wir erhalten

(4.53)

(4.54)
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Also geht die rechte Seite von 4.46 aufgrund des Satzes von der dominierten Konvergenz

im Limes R ~ oo gegen Null. Damit ist der erste Schritt des Beweises beendet.

Wir müssen im zweiten Schritt nur noch zeigen, daß



Wegen g E S(Ks) ist

I(-<~)"e ' tl(k)l < h(y)O(t")

für ein h 6 S(Ks). Für n = 2 gilt damit

(4 55)

R' suP 14~(x)ll<4~(x)l (2x) "'llhti(k)II( d kl( Vâ€”',)'e ' ~ tl(k)lXGOKR

cO(t ) e L'(T„T,) (4 56)

Mit n = 3 ergibt sich, wegen Q E S(K ), für jedes feste t p [T,, Tzl

R sup l<q(x)IIV<q(x)I + (2rr) R 'll<@(k)II>f d "I( Vq) e '"~'ti)(k)l

cR 'O(t') ~0 (4.57)

für R ~ oo. Damit ist der Satz von der dominierten Konvergenz in 4.>0 anwendbar. r

Bemerkung 4.10 Man entnimmt dem Beweis, daß die Aussage von Satz 4 5 auch gilt,
falls T: K+ ~ K+ mit limR T(R)/R = 0. Fur den speziellen Fall C = K ergibt sich
fur T(R) mit limR T(R)/R = 0, daß

lim dt j~'(x) v(x)do = l.
T(R) OKR

(4.58)

Anwendung des GAUssschen Satzes und der Aquivarianz liefert in diesem Fall die zusätz
liche Information

lim P (x(T(R)) E KR) = l. (4.59)

Für den physikalisch entscheidenden FaH,bei dem man g zur Zeit t = 0 präpariert, genügt

die Aussage von Satz 4.5 mit T = 0.

Der Potentialfall

Wir kommen nun zum „Flux-across-Surfaces"-Satz für den PotentialfaH. Zunächst for

mulieren wir Bedingungen fur die Eigenfunktionsentwicklung von H = Hp + V.

Definition 4.11 Ein Potential V: IR ~ IR heiße „asymptotisches FQURIER-Potential",

falls folgende Bedingungen erfüHt sind:

Bemerkung 4.9 Hvxztr<ER [46[ zeigt, daß für beschränkte C -Potentiale der flaum

S(Ks) unter der Zeitentwicklung e ' ' invariant ist. Damit ist insbesondere die Bedingung
an die AnfangsweHenfunktion im Satz 4 5 zeitinvariant. Man entnimmt dem Beweis von

Satz 4.5, daß viel schwächere Bedingungen an g genügen dürften, um den Beweis zu
führen.



1. H:= Hs + V ist selbstadjungiert mit 11(H) = 'D(Hs).

2. Es gibt keine positiven Eigenwerte von H, und das Spektrum auf der positiven
Halbachse ist rein absolut stetig.

3. Die Wellenoperatoren U~ .â€”â€”s-lime' "e ' ' existieren mit ranU+ â€”â€”ranU

'M„(H) und sind unitär auf 'M„.

< â€”ik(x â€”Xl

d(,k)= '"* â€”â€”/d y y(y)d(y,k),2Ir /x â€”y/
(4.6o)

und der stationären SGHRÖDINGER-Gleichung

k~
( â€”â€”V(x) + â€”)P(x,k) = 0

2 2

ist.

5. Es gilt

(4.62)

und

(4.63)c~ .â€”â€” sup iß(x,k)i ( oo.
xEK3,kEIR h(0)

6. Für todC Lz(Ks) existiert

(4.64)

mit (P„bezeic heutdie Projektion auf 'M„)

k dk= P,Hg

7. Für g E 'H, gilt

(4.66)

8. Für jedes todC L (K ) gilt

(~+4)(k) = 4" (k)
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4. Es gibt für jedes k ) 0 eine eindeutige Funktion ri(x, k), so daß p(x, k):= e'"" +

ri(x, k) Lösung der LIPPMANN-SCHWINGER-Gleichung



Bemerkung 4.12 Asymptotische FoUBIEB.-Potentialesind fast" lKEBE-P t l .)) as KEBE- otentiale: ln

IKEBE [47] und Satz XI.41 und XI 70 in REEp S{MIQ()([66] s()wie Sat p 7 aus [72]
gezeigt, daß für reellwertiges V e L (IRs), [V(x)[ = g(z-z-s) fur ein h ~ p

an endlich vielen Singularitäten, lokal Hör.BEB;stetig ist („IKEBEpotent;al )
dingungen von 4 11 bis auf 3) erfullt sind. An Stelle von 3)

schränkt und gleichmäßig stetig für x E IRs und k g D ( IRs ( (P) koml)akt

wohlbekannt, daß fur V E C (IR ) auch die Lösungen der stationären ScBBöo{x(:EB

Gleichung (t)(,k) E C (IR ) für jedes k E IR sind (siehe [65] II, Satz IX 62) Es

bleibt also zu zeigen, daß fur jedes x E IR sowohl (t)(x, ) e C (IRs )( (0)) als auch
sup e~3 Qe)aI{pi [(t)(x,k)[ ( oo ist. Dies dürfte fur genugend glatte und hinreichend

schnell abfallende Potentiale relativ einfach zu zeigen sein Wir gehen aber in dieser
Arbeit darauf nicht weiter ein.

Wir führen noch eine Bezeichnung für Wellenfunktionen ein, die sich asymptotisch
„regulär" verhalten:

Definition 4.13 Eine Wellenfunktion @ E C (H) heiße „reguläre Streuwelle" zum Po

tential V, falls die Aussage von Satz 4.5 mit g ersetzt durch U+g und T = 0 gilt, d.h.
falls fur P< .â€”â€”e ' "U+g

lim dt j~ x vdo= d kU+gk (4 68)

für alle Kegel C gilt.

Damit können wir nun folgenden Satz beweisen:

Satz 4.14 Sei V E Cp (IRs) asymf)totisches Fot)B{EB.-Potential, und sei @reguläre Streu

welle zum Potential V mit U+@E CP(IR ) Dann gilt für alle Kegel C

f ddf j"'( ) d = 1' f dkf Ij"'( ) Id =f d d(U d(k'll
(4.60)

Bemerkung 4.15 @(x):= (2z ) stz f dsk(t)(x,k)g(k) mit g E Cp(IRs) hat die im Satz
geforderten Eigenschaften.
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Wir beweisen den Satz in zwei Schritten. Im ersten Schritt werden wir U+g mit

U+@ E Cp (IR $ (0)) annehmen, Letzteres ist die übliche Annahme der Streutheorie

(siehe etwa [27]), und dafür gelten dann die Aussagen für IKEBE-Potentiale (modulo Dif
ferenzierbarkeit in k). Im zweiten Schritt kümmern wir uns dann um die kleinen k-Werte



Beweis Sei zunächst Ud.i)d6 C() (IRs $ (Oj). Nach 4.66 und 4.67 ist

d,( )=(2 ) 2'fdk ' U d(k)d(,k), (4.70)

und nach den Voraussetzungen an U+g(k) und (t2(x,k) ist i)dddifferenzierbar. Der Beweis
des Satzes stützt sich auf

Lemma 4.16

()(, )2:=(2 ) 2'f d k ' U d(k)(d(,k) â€”'"*) (4.71)

erfülle folgende Bedingungen:

i ) V t > 0: lim R' sup ~P(x t)~ =0
xeOK

V t > 0: lim R sup ~V'P(x,t)~ = 0
R-~ xemR

ii ) sup R sup ~P(x,t)~ = O(t ' ')
R> Ro xGMCR

sup R sup ~V'ß(x,t)~= O(t ' ')
R> Ro xG &CR

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

für ein R() ( oo. Dann gilt

lim dt j~' vdo. = d k U+g k (4.76)

A() = (' ) "'f d'k "2(k)d-(k),
(2 ) 2 f d k 2(k)''"*+(2 ) 2 f d k 2(k)2'('k),
ii(x, t) + ß(x, t) (4.77)

Nach 1.2 ist ii(x, t) = (e 'n"g)(x). Wie im Beweis des Satzes 4.5 ergibt sich für t > 0

i'(x) = â€”t 'lg(-)l'+ N(x,t) (4.78)

mit

N(x, t) = ImN)(x, t) + i(ix,t)V'p(x,t) + p'(x, t)V'cr(x,t) + ß'(x, t)V'p(x,t) (4.79).

4.69 folgt nun nach Lemma 4.7, sobald

lim dt 1Vx,t vdo.=0 (4.80)
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Beweis Wir verifizieren die Bedingungen von Lemma 4.7. Sei ii(x, k):= (t(x, k) â€”e'""

und j:= U+g. Dann ist



gilt. Wir zeigen, daß die einzelnen Terme Null werden, wobe) der '"" T

nach Voraussetzung an g als reguläre Streuwelle nicht beitragt.
k2t

Nun ist n(x, t) = (e ' "g)(x) = (2m') f d ke ' 8 e'" "g(k), und biege~ g ~ g" (ilers)
gibt es ein c ( oo, so daß

sup In(x t)l < (2') Ilgll)< c
~61R3,t CIR (4 81)

und

sup lein(x, t)l < (2~) II"g(k)ll) < c
~61R3,t6~ (4.82)

Nun ist

nVP v do < n VP do

4mcR sup IVP(x,t)l
xgOKR

(4.83)

und auch

(4.86)

Für k ) 0 ist nun nach 4.60

]. e iklx-y
8(k) = â€”,f d'y V(y)d(y,k),

2m Ix â€”yl
(4 87)

so daß

8(,4)=(8) '4'fdk(fdy V(y)d(y,k)) ' U8(k). (488)

Da V als asymptotisches FQURIER-Potential vorausgesetzt ist und V E Cs (IR ) also

insbesondere V 6 L'(IR ) A L (IR ), folgt mit 4.63

e â€”ik Ix â€”y V y)

V ( d'y V(y)d(y,k)l < 4fd'yke~ >(s)

,, lv(y)l,, lv(y)l
i~-xi» lx â€”yl

< c~llVII) + c)IIVllz < c

IP'Vn vlda < 4mcR' sup IP(x,t)l (4.84)
OKR XCOKR

p*Vp vdo. ( 4vrcR R sup p x,t R sup V'p <,p 485
OKR XCOKR XCOKR

Nach Voraussetzung i) konvergieren alle drei Terme 4.83, 4 84 und 4.85 für R â€”+ oo gegen
Null und sind nach ik) gleichmäßig fur R > Rp durch eine integrable Funktion beschränkt.

Mit dem Satz der dominierten Konvergenz folgt 4.80 und damit auch Lemma 4.16, ~

Nun zum Beweis des Satzes: Wir verifizieren nun die Bedingungen von Lemma 4 16

und verwenden dabei die Bezeichnung q(k, x):= P(x, k) â€”e'"", so daß

8(",4)=(8 ) "'f8k '* Ud()8(k),



für eia. c ( oo. Mit dem Satz vom.FUBINI köaaea. wir daher ia. 4.88 die Iategratioaea.
vertauschen. und erhaltea.

ld(,l)l <(2 ) 2 f d y I dk ' ' 'I* "ld(y,k)U d(k)l. (4.90)

Für V'P ergibt sich, unter Beachtung von f d y~~„~ ( oo (wie in 4 89) und

X â€”g (4.91)

lvd(,l)I < (' ) "'/4ll I 4h '* "* "d(y k)hU+d(k)l
x â€”y

+ (2 ) "'f ' dy I d'k '* "* "'d(y,k)U d(k)l. (422)x â€”y'

Da kU+g(k) C Cp(llls) den gleichen Träger wie U+g hat, genügt es, den Term

h( y I) â€”f d k â€”"," â€”' I*â€”l2(y k) (4.93)

mit A(y, k), A(y, ) 6 CP(iii s ${0)), A(, k) 6 CP(K,) zu untersuchen, von dem wir zeigen

wollen, daß er schnell in z und t abfäHt. Der Satz zur „stationären Phase" (aus [62] Satz

3 2., vgl. auch HöRMAr(nER [45]) hilft uns dabei.

If«' """ (")I< (4.94)

wobes c~ von L und P abhängt und

llull(,- = Z sup [(~ u)(k)l
/</<g

(4.96)

Sei

Utah.= {Q 6 C'+'(O)[3kp > 0: [VQ(k) [ > kp Vk 6 K

und 3M ( oo g sup[(B (jl)(k)[( M),
2<(a~<l+l

(4.96)

dann kann c~gleichmäßig cn P E M gewählt werden.
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Satz 4.17 Sei K C III." kompakt mit Innerem K'"'. Sei O eine offene Umgebung von

K und (jl 6 C +'(O) für ein m 6 Iihlreell mit V'd g 0 auf K. Dann gilt für jedes

u 6 Cp(K'"') mit m > l 6 Iihlund (U6 III.$ {0)



Bemerkung 4.18 Hier ist der Grund ersichtlich warum im ersten Schritt d B) en c ri es eweises

des, Flux-across-Surfaces"-Satzes 4.14 die Bedingung 0 g supp(U+)I))gestellt wurde. denn
I

bei der Anwendung vom Satz der stationären Phase 4 17 ist k > ko wesentlich, um
stationäre Punkte auszuschließen

Dies wenden wir nun an.

Lemma 4.19 Für

h(x, y, t) = f d ke ">'e '"~)">~>(y,k) (4.97)

(4.93)

Beweis Da nach Voraussetzung A(y, ) E C)) (IR 'i (0}), gibt es ein K C IR i (0)
kompakt mit Innerem K'"', so daß A(y, ) E C)) (K'"') und ein kq, so daß für alle k E
supp(U+g) gilt, daß k > ks.

Wir setzen

(q), â€”','+ <I
t + lx â€”yl

(4 99)

und ~ = t p ~x â€”y~, so daß

h ),y,t)= f d k ' ~""'~~A(y,k) (4.100)

Weiter ist für K C O:= IR die Familie 4)„z <E C (O) für x E IRs,y E supp(V), t > 0,
und da

kt + /X â€”y/ k + /X â€”y/t '

t+lx â€”yl 1+Ix â€”ylt "
(4.101)

ist

sup ~Vq4i„z,(k)~ > min(1, kp) > 0.
X,yEIR3,t>o,k>kfl

(4.102)

Die höheren Ableitungen sind nach oben beschränkt, und wir können nun Satz 4.17 direkt
anwenden. +

Die Funktion ~~A~~)(y) ist nach Voraussetzung beschränkt. Daher ergibt sich mit

Lemma 4.19, unter Beachtung von V e Co, aus 4.90 und 4.92, daß auch

für jedes I E IN erfüllt ist. Für I > 3 sind die Bedingungen i) und ii) in Lemma 4.16
erfüllt. Damit ist der erste Schritt des Beweises beendet.
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gibt es für gedes l 6 IN ein c~> 0, so daß für alle x 6 IR, y E IR, t > 0

~P(x,t)~< «(i+z+t) '
lVII(x,t)l + («+I+ st)

(4.103)

(4.104)



Nun zu den kleinen k-Werten Wir entnehmen dem Beweis in Schritt 1, daß wir nur
noch den Term

3(,1) = (2 ) 1' jd k ' U Q(k)g(k,) (4103)

für Ud.)/)C C() (IR ) abschätzen müssen Wir prüfen die Bedingungen i) und 22)in Lemma

4.16 nach. Sei e > 0 und h e C() (K2,) mit h,(k) = 1 für k < e Damit schreiben wir

((), )4= (2 ) 1'/d hh(k,)g(k)g(k,)

+ (2 ) 1' /d k(1 â€”h,(k))g(k)g(,k)
I;(x,t)iI;(x,t) (4 106)

I;(x,t) < c(1+ z+t) (4.107)

Die Aussage des Satzes 4.17, der z.B. in [62] S. 37 zitiert ist, basiert auf der partiellen
Integration

zth)ß(k) g â€”l gg zth)ß(k) (4.108)

Mit unserer Wahl von ())in 4 99 sehen wir leicht, daß c( = O(e '). Also ist

a2(R,t):= R sup I2(x,t) < cR O(e ')(1+ R+ t) '
xEBKR

(4. 109)

für ein c < oo. Nach 4.87 und den Voraussetzungen an ()),sowie der Bedingung supp(V) (

K, für ein r < oo, gilt für z > 2r sup),e)a3/f())~r)(x,k) ~< c-' für ein c < oo, so daß

a',(R,t):= R' sup I)(x,t) < ce'R
x<KR

(4 110)

für ein c ( oo.

Wir wählen nun e = e(R, t):= R *(l + t) * für ein l/2 > z > l/3, so daß

a',(R,t) < cR' *(t+1) (4.111)

und somit i) und ii) von Lemma 4.16 erfüllt sind. Weiter ist

R((+2)3 t P 1 ((+3)3
n',(R,t) < c(t+1)-'* (l+ R+ t)' (4.112)

< 1 für l groß genug

so daß fur l und R() groß genug sup)t>n, az(R,t) < c'(l + t) * und für alle t > 0
lim)t a2(R, t) = 0 und damit die Bedingungen i) und ii) von Lemma 4.16 erfüllt sind.

Die Abschätzung des Terms V'P geht ganz analog. Damit ist auch der zweite Schritt
des Beweises beendet. +

Nun ist I2 von der Form, die bereits behandelt ist, denn g(k)(1 â€”h,(k)) e C() (IR $ (0)),
so daß nach Lemma 4.19 für alle l e IN ein c~( oo existiert mit



Kapitel 5

Frweiterungen, Bemerkungen,
Folgerungen

5.1 Zu langreichweitigen Potentialen

lim IIe '"'g â€”U (t) +II = 0 (5.1)

mit geeigneter „modifizierter" Vergleichsdynamik U+(t):= e ' " ' l '>'s' Um nun
wieder die Methode von Coor< für s-lim, e™Uo(t) anwenden zu können, muß f so
gewählt werden, daß

II(- â€”t 'f(@o))U'(t)ll «'[»oo)
1

(5 2)

Mit der naheliegenden Wahl f(Hs) = p ' (aufgefaßt als Multiplikationsoperator im
FovRrER-Raum) kann man erwarten, daß sich ein genügend schneller Abfall in t ergibt.

Es ist wohlbekannt, daß für langreichweitige Potentiale, d.h. V(x) = O(x '), e < 1, die
Wellenoperatoren (siehe auch Kap. 5.6) nicht existieren. Üblicherweise verwendet man

die Methode von CQQK, um die Existenz von s- lim< e' 'e ' " zu zeigen Dieser Limes

existiert für @ E 'R, falls fi dt]]~,e' 'e ' "QII = fi dt]IVe ' "@II < oo. (siehe [66],

Satz XI 4) Diese Methode scheitert für das CovLOMB-Potential V(x) = â€”-', denn

II-'e ' "@II g L'([l,oo),dt). Dies folgt heuristisch aus der Beobachtung, daß für freie

Bewegung im wesentlichen x(t) = pt, so daß V(x) = â€”x ' tatsächlich die Grenze darstellt,

denn t ' ist nicht integrierbar über [l, oo) DOLL<RB [28]entwickelte eine Methode, um

„modifizierte Wellenoperatoren" zu definieren, um auch das CovLQMB-Potential (und in
ähnlicher Weise eine große Klasse langreichweitiger Potentiale [23]) einer zeitabhängigen

Analyse zugänglich zu machen. Anstatt die Existenz von einem P C 'H zu fordern, so daß

lim, I]e ' '@ â€”e ' "PII =0, wird verlangt, daß ein P E 'H existiert, so daß



Das ist die Beweisidee von Satz XI.71 in [66] zur Existenz der modifizierten Wellenope

ratoren, in dem allerdings eine etwas andere Vergleichsdynamik gewählt wird. Die Wahl
von f ist natürlich nicht eindeutig festgelegt.

Nun zur physikalischen Interpretation. Im Beweis von Satz XI.71 in [66]) wird gezeigt,

daß es eine reell-wertige Funktion g(x, t) gibt, so daß

lim ]]e ' 'g(x) â€”e' i"'l(it) e'>~4i( â€”)[[z â€”â€”0.t~oo t (5.3)

Analoges gilt für die FQURIER-Transformierten. Damit folgt, daß die Wahrscheinlich

keitsverteilungen fur Ort und „Impuls" (siehe Kap. 5.2 und Kap. 5.8) der Funktion g,

gegen die von 4i, = e '~"4i konvergieren, obwohl die L -Norm der Differenz [[g, â€”4i<[[z

nicht gegen Null konvergiert â€”sonst existierten ja die unmodifizierten Wellenoperatoren

(Bem. nach Kor 2 in XI 9 in [66]). Dies wird als die physikalische Begründung angege

ben, mit der das Konzept der modifizierten Wellenoperatoren motiviert wird (Bemerkung

nach Satz XI.71 in [66]).

Wichtiger für die Zweckeder (Standard)-Streutheorie ist eigentlich, daß auch für lang

reichweitige Potentiale der „Scattering-into-Cones"-Satz mit

lim daß~~ = dgßv (5.4)

erfüllt ist. Dies folgt wie im Beweis von Satz 4.5 sofort aus 5.3 und Lemma 4.1, denn

e ' 'g(x) = (it) t e' i"'le'~~ 4i(â€”) + N(x, t)t (5.5)

mit lim, ]]N(,t)]] = 0.
Für unsere Zwecke ist aber wesentlich, daß auch für langreichweitige Potentiale der

„Flux-across-Surfaces"-Satz erfüllt ist, also daß für alle Kegel C

lim dt j~' vdcr = lim dt j~' v da = d e P v 5.6

gilt, bzw. daß die Bedingungen von Lemma 4.7, die ja â€”im Gegensatz zu den modifizierten

Wellenoperatoren â€”von einer „Vergleichsdynamik" unabhängig formulierbar sind,

J '(X) = â€”t [4i(â€”)] + N(x,t)t t (5.7)

mit

lim dt 1Vx,t der = 0, (5.8)
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erfüllt sind. Man beachte hierbei, daß der Term e'~~'~, der zwar bei der Bildung des

Betragsquadrates im „Scattering-into-Cones"-Satz wegfällt, sehr wohl zum Strom, der ja

im „Flux-across-Surfaces"-Satz die wesentliche Rolle spielt, beiträgt.



Aus dem Beweis der Existenz der verallgemeinerten Wellenoperatoren bekommen wjr

nicht ohne weiteres punktweise Aussagen, die wir zur Abschätzung des Stroms benötj
gen. Im kurzreichweitigen Fall dienten uns die Lösungen der LIPpMANN-SCHwINGER

Gleichung dazu, diese Abschätzungen durchzuführen, indem wir die Restterme der a ymp
totischen Formel kontrollieren konnten. Um analog vorzugehen, benötigt man also ejne
Entsprechung der verallgemeinerten Eigenfunktionen oder eine andere Mögljchkejt)

Integralkern des Operators e ' ' zu kontrollieren.

5.2 Zur asymptotischen Geschwindigkeit

Eine für die Streutheorie offenbar interessante Größe ist die asymptotische Geschwindig

keit lim< ~,x(t) und damit die asymptotische Austrittsrichtung lim~ s x(t)[ s x(t)[-'
Mit dem „Flux-across-Surfaces"-Satz haben wir indirekt „schwache" Aussagen uber die

Grenzverteilung dieser Größen erhalten, die allerdings für den Vergleich mit Experimen
ten ausreichend sind. Was kann man nun über die fast-sichere Existenz des Grenzwerts

dieser Zufallsgrößen sagen?

Im Rahmen der stochastischen Mechanik von NELSON,die der BOH+schen Mechanjk

eng verwandt ist [38], konnte D. SHUCKER[70] zeigen, daß für @6 S(IRs) der Grenzwert

lim, x(t)/t [tb[ -fast sicher existiert. Es zeigt sich, daß der Satz von SHUCKERsamt

Beweis ohne Schwierigkeiten auch für BOHMscheMechanik verwendet werden kann Die

Existenz einer asymptotischen Geschwindigkeit kann allerdings nicht aus dem Resultat

abgeleitet werden (ln der stochastischen Mechanik existieren keine Geschwindigkeiten )

Eine kurze Überlegung zeigt, daß zwar die Existenz einer asymptotischen Geschwindigkeit

die Existenz von lim, x(t)/t impliziert, aber nicht umgekehrt (Beispiel. z(t) = vpt+
sin t) Genauer gilt folgender

Satz 5.1 Se< Ho der freie HAMILTON Operator-auf L (lR ),Q 6 S(IR ),tb< .â€”â€”e ' "@o

und x(t) die Lösung der BOHMschen Gleichung g 6 Dann ezsstsert fur P~ fast alle

Anfangsbedingungender Grenzwert v:= lim, ",' der BOHMschenBewegung Die.
Verteilung tt der Zufallsvariablen v hat d~e Duschte[tb(p)[z.

Der „Scattering-into-Cones"-Satz 4.2 ist â€”wie man leicht sieht â€”ein Korollar des Satzes

5 1. Denn zum einen impliziert fast sichere Konvergenz schwache Konvergenz Weiter ist

tt(BC) = 0, da nach Satz 5.1 tt eine Dichte hat und BC eine Nullmenge ist. Damit folgt

([74] S. 322), daß auch P@(lim< â€”"P E C) = lim< P@(~ 6 C).



5.3 Zu N-Teilchen-Problemen

Bei einer Verallgemeinerung unserer Resultate auf N-Teilchen-Probleme (siehe auch [25])
â€”für @ E 'N:= L'(IRs ) â€”muß man folgendes beachten: Es ist nun möglich, daß

sich die einzelnen Teilchen zu gebundenen Zuständen zusammenschließen, die sich dann

als „Cluster" frei bewegen. Da die Bewegung in einem gebundenen Zustand räumlich

lokalisiert sein sollte (siehe Kap. 5.5), sollten für alle Teilchen â€”auch diejenigen in einem

Cluster â€”die Grenzwerte lim, x,/t existieren, wobei x, den Ort des i-ten Teilchens

bezeichnet. Eine asymptotische Geschwindigkeit wird im allgemeinen nicht existieren,
denn die Bewegung innerhalb eines Clusters wird typischerweise quasiperiodisch sein.

Mit x:= (x),..., x)v) sollte fur t ~ oo die asymptotische Formel

2

e '"'@(x„..., x)v)~ (it) '~ t'e'~'=»~ P(x)/t,..., x)v/t) (5.0)

für ein gewisses 4i E L (IR ) gelten. Die Information über mögliche Cluster-Bildung

(siehe [48]) steckt dabei in 4i = U+@. Indem wir den Strom wieder (vgl. Lemma 4.7)
schreiben als

y'(.) = -t-'"]4i(-,)l'+ N(., t),
mit „vernachlässigbarem" 1V,lautet dann der „Flux-across-Surfaces"-Satz:

(5.10)

d'k)... d'k)v]P(k),..., k)v)l'.

(5.11)

Die asymptotische Vollständigkeit von N-Teilchen-Wellenoperatoren wurde im allgemein

sten Fall von DEREz8s1cr (in [23], mit umfangreichen Literaturangaben) bewiesen.

Bemerkung 5.2 Satz 5.1 gilt auch für die freie Bewegung von N-Teilchen [70].

5.4 Zum asymptotischen Streuquerschnitt und der
S-Matrix

P") .eRE)=f d' ~Ug) ))' (5.12)

49

Der „Flux-across-Surfaces"-Satz 4.14 ist für @6 C (H) formuliert, so daß wir mit Satz
2.4 auch die physikalische Interpretation der Aussage von Satz 4.5 als asymptotischer

Teilchenßuß haben. Damit ist die Argumentation aus Kapitel 3 anwendbar, die zeigt, daß

aus dem „Flux-across-Surfaces"-Satz 4.14 die Formel für die asymptotische Austrittsort

verteilung



folgt. Wir beschreiben, wie wir von unserer fundamentalen Formel für gas Streuquer
schnittsmaß

e"(" ' ~~) = / ~'"l())+4)( )l' (5.13)

zu den gewohnten Formeln der Streutheorie gelangen Das Streuquerschnjttsmag hängt
von der Anfangswellenfunktjon ab, die in typischen Streuexperimenten gar njcht jm De

tail bekannt ist. Wir fokussjeren nun auf die allein in U+ versteckte Abhängjggejt ges
Streuquerschnitts vom Potential. Sei U .= s-ljm< e' "e ' unjtar auf Q g h fur
@6'H, sei

l)m ]]e *-"'y â€”.*-""U y~~,=0, (5.14)

und g = U @,„Dies in 5.13 eingesetzt liefert mit S .= U+U

g ) = f d'kl(V,@)(k) I' = f d'k~(S@,„)(k)~'

Nun können wir noch @,„= ~k') als ebene Welle ansetzen, so daß in 5.15 das Quadrat
von (k~S~k') auftritt.

Wir werden im folgenden das Symbol ~k) für die verallgemeinerte Eigenfunktion U ~k)
verwenden. Die Funktionen (b (x, k):= (2m) ) (x~U ~k) genügen auch einer Lrpr MANN

ScHwINGER-Gleichung,

(5 15)

e'~lx
4-(" )') = ' * â€”â€”/ <(v)4-(v.) )A.2x /x â€”y/

allerdings mit dem Vorzeichen „+" im Exponenten des zweiten Terms (vgl. 3.27).

Mit I = U Ut, S = U+Ut und ~k') = U ~k))berechnen wir (siehe auch [66] S. 108)

(5.16)

(kiS â€”Iik') = (kiU~ â€”U ik')

lim(k( dte '~'~e' "( â€”iV)e ' '(k))
â€”oo

lim dte '~'~e'" '~ e '" ' (k(( â€”iV)(k')
â€”oo

26

-o (k'/2 â€”k" /2)'+ e')

(-2xi)b(k'/2 â€”k" /2) (k~V~k'), (5.1V)

Setze also'

S(k, k') = b(k â€”k') â€”2xib(k /2 â€”k' /2)T(k, k') (5 10)

Beachte, daß die 6-Distribution durch die Idealisierung j@,„= jk') kommt, d h 6 sollte im folgenden
„cum grano salis" genommen werden Wir sollten uns 6 als Regularisierung von @,„vorstellen
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wobei wir 2e((kz â€”k)z)zyez) ' â€”+ 2mb(kz â€”k)z) verwendet haben. Ublicherweise verwendet

man die Bezeichnung „T-Matrix" fur den Ausdruck

T(k,k') = (k~V~k')= (2m) f d ze '""V(x)(() (x,k')



Wählen wir nun einen Kegel mit k' g C, so trägt der Term b(k â€”k') nichts zum Integral

in 5.15 bei, während der zweite Term die Integration über den ganzen Kegel auf die

Oberfiäche k = k' einschränkt. Für solche Kegel erhalten wir (modulo Normierung) also
die „übliche Formel" (siehe [66]S. 111) des Streuquerschnitts, mit k =: ek,k' = e'k,

(5.20)

Bemerkung 5.3 Der „totale Wirkungsquerschnitt" ad,d .â€”â€”f zzdiI, der gemäß unserer
Definition 5.13 natürlich gleich eins ist, ist mit o. aus 5.20 k-abhängig â€”der „ungestreute"

Anteil ist ja ausgeblendet worden â€”und kann als Kenngröße für die „Ausdehnung" des
Potentials für Strahlen der Wellenzahl k verwendet werden.

Bemerkung 5.4 Den schnellsten Zugang zu der Formel 5.15 liefert folgende rein quan
tenmechanische Heuristik: Der freie Anfangszustand g;„wird durch die S-Matrix S
U+U~ in den Endzustand g,„< .â€”â€”Sg;„ transformiert. Die komplexe „Wahrscheinlichkeit

samplitude" im Endzustand den Impuls [k) zu finden ist gegeben durch (k[S[g;„). Damit

ist die Wahrscheinlichkeit, daß der Impuls in einem Kegel C im Raumwinkel A liegt,

durch das Streuquerschnittsmaß a (A):= fz d k[(k[S[g;„) [ gegeben.

P/ â€”â€”U~X ' Pg XUy . (5.21)

Damit ist in 5.13 a(A) = (I)d,Prdg) Analog er.gibt sich mit

P~ .â€”â€”S~F ' PgFS (5.22)

in 5.15 a(A) = (I)d,Paß) Wir sehen.also, daß die Statistik der Austrittsorte, die im
allgemeinen nicht durch einen selbstadjungierten Operator beschrieben werden kann und

die unter der CPC durch ein POV gegeben ist (siehe Bem. 2.8 und [20]), im Grenzwert

großer Entfernungen, für den die Formel 5.13 abgeleitet wurde, durch ein PV und damit

durch einen selbstadjungierten Operator gegeben ist.

Bemerkung 5.6 (zur zeitunabhängigen Streutheorie)
Wir wollen nun noch den Zusammenhang mit der „naiven" zeitunabhängigen Streu

theorie (siehe Kap. 1.3) herstellen. Lösungen der stationären SCHRÖDINGER-Gleichung,

Bemerkung 5.5 (zum Übergang von POVs zu PVs)
Das Streuquerschnittsmaß in Gleichung 5.13definiert ein Projektions-Operator-wertiges

Maß (PV) (Pa)aesis~l, gegeben durch



die sich asymptotisch wie e'""+ f(8,4i)' verhalten, bekommen wir aus der Lrpp~~~

ScHvvrNGEB;Gleichung 5 16 Für große Entfernungen vom Streuer (lx â€”yl
eik~x â€”y~ eikxe â€”ik â€”y)

ikx

(x,k) e'""+ d ye '"* yV(y)4i (y k), (5.23)

In sphärischen Koordinaten mit k als z-Achse definiert x die Winkel 0, p, und wir setzen

f(8,0):= 2 f d'g *"*"I'(y)0 (y-,k) (5.24)

~(>) = f dfllf(8 4i)l' (5.25)

der Formel 5 20, die sich aus der asymptotischen Auswertung von 5.13 ergeben hat Damit

ist das „Funktionieren" der (zeitunabhängigen) „naiven" Streutheorie begründet.
ln REEn-Stivtow [66] S. 356 wird dafür folgende Begründung angegeben. Aus den sta

tionären Lösungen der LIPPMANN-SCHwINGER-Gleichung5.16 lassen sich zeitabhängige
Lösungen konstruieren Für @(x) = (2z ) ~ j d kai (x, k)g(k) ist

@,(x) = (e ' '@)(x) = (2z) f d ke ' > 4i (x,k)g(k), (5 26)

und mit der Ersetzung 4i (x,k) = e'"" â€”f(8,4i)' ist

@,(x) = (2z) d ke ' > +'""g(k)+ (2z) f(8,$)x ' d ke ' >+'"*g(k) (5 27)

Für t ~ oo tragen beide Terme â€”die einfallende Welle und die auslaufende Kugelwelleâ€”

bei, während fur t ~ â€”oo nur der erste Term beiträgt, denn im zweiten Term sind wegen

z<(â€”"~' + kz) = kt + z undâ€”k > 0, t ( 0 und große z' keine stationären Punkte im
Exponenten.

Man beachte, daß bei der Entwicklung von @, nach 4i (x, k) für t ~ oo bei der Be

rechnung des Stroms Interferenzterme auftreten. Wir konnten mit der Verwendung von

4i(k,x) anstatt 4i (k, x) den „Flux-across-Surfaces"-Satz 4.14 im allgemeinen Fall bewei
sen, denn mit dieser Entwicklung trägt für t ~ +oo nur der Term e ' "U+ P bei, und der
Strom ist damit leichter kontrollierbar.

Bemerkung 5.7 DQLLARD[24]schlägt vor, den Streuquerschnitt über

(5.28)
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Dies ist einerseits die Streuamplitude im Ortsraum, während man durch die Definition

k' = kâ€”"die Streuamplitude im Impulsraum gewinnt, die offenbar (modulo Normierung)

gleich der T-Matrix 5.18 ist Damit entspricht der Streuquerschnitt der zeitunabhängigen
Streutheorie



zu definieren, und dieser Zugang wird übrigens in [66]S. 356 auch als der (einzige) mathe

matisch präzise Versuch, die Formel 5.25 fui den Streuquerschnitt zu begründen, zitiert
Mit dem „Scattering-into-Cones"-Satz 4.3 folgt

ari(A) = d'k[(U~Q) (k) [', (5 29)

in Übereinstimmung mit 5.13. Einen Versuch, daraus die Formel 5.25 abzuleiten, konnten

wir jedoch in den Arbeiten von DOLLARDnicht finden.

Bemerkung 5.8 (zum Begriff des Stoßparameters in der Streutheorie)
Die p = [@[zverteilten Anfangspositionen entsprechen den zufallsverteilten Stoßpara

metern, die man in der klassischen Mechanik (vgl. [66]S. 15) zur Definition des Streuquer

schnittes heranzieht. Zusätzliche Mittelungsprozeduren über zufallsverteilte Streuzentren

wurden von 3AucH [48]und über die „Stoßparameter" der in der Einfallsebene in Rich

tung a verschobenen Anfangswellenpakete Q, von WrcHMAN [76] (siehe auch Kap 7.3.

in [3]) vorgeschlagen, um einen „effektiven Streuquerschnitt" zu definieren

o g.= daPa dvß,vC
(5.30)

Beide Ansätze sollen die Äquivalenz von zeitabhängiger und zeitunabhängiger Streutheo

rie (die Gleichheit von 5.25 und 5.20) demonstrieren.

Unsere Analyse legt nahe, daß diese Mittelungen nicht notwendig sind. Uns sind aber

keine rigorosen Arbeiten zur Aquivalenz von 5.25 und 5.20 bekannt.

~â€”iHtq ~ ~â€”iHptq

gelten, bis das Wellenpaket merklich in den Bereich des Potentials gelangt. Das heißt aber,

daß für solche Wellenpakete ]](U â€”1)tri]]klein wird, oder, anders gesagt, daß anfänglich

g „fast" eine Eigenfunktion von U zum Eigenwert 1 sein sollte. Wann immer also die

Bemerkung 5.9 (zur Ersetzung von tridurch tri,„)
In unserer Ableitung der Formeln für den asymptotischen Streuquerschnitt sagten wir

nicht, warum anstatt der „wahren" Wellenfunktiong die Funktion g,„:= U g eingesetzt
werden sollte. g,„wurde eingeführt, um an die bekannte Formel für den Streuquerschnitt
anzuknüpfen, die von Details von g,„unabhängig ist. g,„wird durch die S-Matrix S =
U+U~ auf g,„< â€”â€”Sg,„abgebildet. Die asymptotische Ersetzung von g durch g,„< im

Limes t â€”+ oo haben wir dadurch begründet, daß die zugehörigen Flüsse asymptotisch

übereinstimmen, so daß sie denselben Beitrag zum „Flux-across-Surfaces" geben.

Nun, für ein zur Zeit Null weit entfernt präpariertes Wellenpaket, das sich auf das

Streuzentrum hinbewegt, sollte so lange



Formel 5.15 für den asymptotischen Streuquerschnitt verwendet wird so geschjeht djes
mit einem Fehler der Größenordnung ]](U â€”1)ti]]', der für hinreichend weit entfer„te

einlaufende Pakete klein sein sollte. Offenbar ist die Ersetzung von g durch p g ejn ganz
geschickter Trick, um die Formel 5.13 auswerten zu können (siehe rechnung 5,17)

Die rigorose Ableitung der Formel 5 15 aus 5.13 ist von größtem Interesse, denn damjt

wäre zusammen mit dem „Flux-across-Surfaces"-Satz die eigentliche Begründung für dje
Gultigkeit der Formel 5.15 gegeben Uns sind keine rigorosen Arbeiten dazu bekannt

5.5 Zur Deßnition von Streuzuständen

In Textbüchern zur Quantenmechanjk werden üblicherweise die Zustände im Punktspek
trum als „gebundene" Zustände bezeichnet und die Zustände im kontinuierlichen Spek

trum als „Streuzustände". Die Einsicht, daß der Begriffdes gebundenen Zustands und des

Streuzustands geometrisch über Lokalisierungseigenschaften in Raum und Zeit charakte
risiert sein sollte, war entscheidend für die Entwicklung der modernen Streutheorie (siehe

[67], [4], [27], [40], [73]). Wir wollen unsere Ergebnisse in diese Diskussion einordnen

Die minimale Anforderung an Streuzustände ist dadurch gegeben, daß

rr: 8(S ) ~ IR+,o'(A):= lim P~(x, c d )

ein Wahrschejnljchkejtsmaß ist. Für gebundene Zustände mag man

(5 32)

lim supP~(N„"'l ' l ) 0) = 0
R~oo Z)p

(5 33)

Bemerkung 5.10 (zum Ausschluß der kleinen Geschwindigkeiten)
Im Gültigkeitsbereich der Anwendung der S-Matrix, zu dessen Abgrenzung ja zwei

ganz verschiedene Grenzprozesse zu betrachten sind, kann man folgendes physikalisches
Argument zum Ausschluß der kleinen Geschwindigkeiten geben, die ja im Beweis von

Satz 4.14 gesondert behandelt werden mußten Eine typische Anfangswellenfunktion für
Streuexperimente sollte keine Beiträge in einer Umgebung von k = 0 in ihrer Foggyzg

Entwicklung haben. Falls die Ersetzung @= U $1gerechtfertigt ist, so hat die auslaufende

Welle U+Q = SQ aufgrund des Faktors b(k /2 â€”k' /2) im Integralkern von S in 5.19 auch

keine Beiträge in einer Umgebung von k = 0. Der Träger der FoURIER-Transformjerten

bleibt unter der Anwendung von S invariant, in dem Sinn, daß aus supp(@) g Kn 1
K„O < r < R < oo, auch supp(SQ) E Ks 1,IC, folgt. (Dies ist verknüpft mit der

„Energieerhaltung" der elastischen Streuung, die durch [S,Hs] = 0 ausgedrückt wird).

Im allgemeinen Fall, insbesondere bei der Behandlung von „Zerfallsproblemen" (siehe
Beispiel 2.7), gibt es natürlich keinen Grund die kleinen k-Werte auszuschließen



fordern, wobei 1V„,"' ' die Anzahl von Kreuzungen der Kugeloberßäche OK~ im Zei

tintervall [O,T] bezeichnet. Diese Definitionen sind zwar physikalisch naheliegend, aber
im allgemeinen schwer zu handhaben. Die folgenden Definitionen sind für unsere Zwecke

ausreichend: Für einen selbstadjungierten Operator H sei die Menge der Streuzustände

Ms„,„(H):= (tt)C C (H)]o: 8(S') ~ IR+,

o(ß):= lim dt j~' vdo ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß), (5.34)
R~oo p t"-kR

wobei vereinbart ist, daß der Strom mit der auf 1 normierten Wellenfunktion zu berechnen

ist. Die Menge der gebundenen Zustände sei

„.„(H):= )g E o (H)) U f dt f )j~' d )= 0). (5.35)

Den ganzen Rest bezeichnen wir als „singuläre Zustände"

M„„s .â€”â€”'H )t (Ms„,„u Ms,b„„s,„). (5.36)

Wir finden für unsere geometrische Definition folgenden

Satz 5.11 Die in 5.9$ - 5.M definierten Mengen sind paaru)eise disjunkt und

(5.37)~Streu ~ ~gebunden~ hüsing

Se< H lokal kompakt, d.h. für alle Paare E 6 IR,R > 0 sei der Operator Pz„P~
kompakt. Dann gclt

Ms~ans~~ C 7fppn C (H)

Msb-u C 'H,~b n C (H)

(5.38)

Weiter gilt für tt)C Ms<„„, daß limb ~]]Prä„tt)<[]= 0 für alle R > 0.

r
M<„.â€”â€”(tt) C 'R: VR > 0: lim â€” dt ]]Praß.tt)bll' = 0) (5.39)

und die Menge der gebundenen Zustände Mbs („bd" steht für „bound")

M bs .â€”â€”(tt C 'H: Ve > 03R > 0: sup ]]Prc. tt,]]' ( e),t)p (5.40)

Beweis Da für tt)C Ms„,„ insbesondere limtr fs fsrr j<' vdo = 1 erfüllt ist, folgt
sofort der erste Teil der Behauptung.

Um den zweiten Teil zu beweisen, greifen wir auf eine andere Definition von Streu

zuständen zurück. RUEr,nE [67] definiert für einen selbstadjungierten Operator H die

Menge M)„der Streuzustände („lv" steht für „leave")



wobei jeweils @<.â€”â€”e ' '@. Da IIRr.'All monoton fallend in R ist, gilt auch

sup IIPrc. tt'~II' = o)
R oo t>0 R (5 41)

Für die so definierten Mengen gilt der folgende

Satz 5.12 Se<H = Ho + V lokal kompakt Dann tot Mqq = %tor(H),~,„= >„„,

Der Beweis findet sich in [62] S. 24 und benutzt wesentlich das sogenannte „RAGF"

Theoremz (Satz XI.115 in [66]). Lokale Kompaktheit ist eine sehr schwache Forderung,
die von vielen SCHRÖDINGER-Operatoren erfüllt wird.

l3amit genügt es zu zeigen, daß ~streu C ~Iv und ~getunpen C MIg.
Sei dazu @E Ms<„„, II@II= 1. Dann gilt insbesondere, unter Verwendung des GAuss

sehen Sa,tzes

1 = lim dt j@' vdo.
R~oo o 0KR

»m IIP~.troll' â€”»m»m IIP~.AII'

1 â€”lim lim IIPrc„y,ll'. (5.42)

0 = lim dt Ij~' v Ido.R~O mR
t

lim sup I dt j~' vdo I
R ~ t>O O aKR

l'm suP IIIPa tt'oll â€”IIPrc All I

11â€”»m inf IIP~.tt~ll'I = »m suP IIP~„.tt~ll' (5 45)

Also gilt für @ E Mo,q„„z,„, daß limo ~sup,>o IIP~„@<II = 1. ~
Es ist nicht zu erwarten, daß Mqt„,„ tatsächlich ein Unterraum von 'H„nt ist, und es ist

weiter nicht zu erwarten, daß Mqt„,„mit der spektralen Aufspaltung 'H„nt â€”â€”'H, S 'H„

verträglich ist. Es ist also nicht von vorneherein ausgeschlossen, Zustände @ E 'H„ im

singulärstetigen Spektrum zu finden, die dennoch Streuzustände in unserem Sinne sind,
d.h es gilt nicht notwendig Mqt„,„ f) 'H„= g.

Der Name „RAGE" ist wegen Beitragen von RUELLE, AMREIN, GEORGESCUund ENSS gewahlt
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Damit gilt für jedes @ E Ms««, daß limR olim~ ~ IIP<~@~ll = 0 Da f(R)

lim, IIPrc„@,llz> 0 monoton wachsend ist, folgt aus limo f(R) = 0, daß f(R) = 0

für alle R > 0 Damit ist dann auch limz ~ râ€”' fo dtl]Prr„g,ll = 0, als CEsARQ-Mittel
einer Funktion, die gegen Null strebt, und daher @C Mqt„,„.

Wir zeigen noch Mo,o„„gen c Wog. Sei dazu @ E Mo,q„„q,„, II@II= 1. Dann gilt



5.6 Zur Bedeutung von Wellenoperatoren und zur
asymptotischen Vollständigkeit

Der Beginn der zeitabhängigen Streutheorie mag mit der Arbeit von Mßr,r,ER [56] ange
setzt werden, in der das Konzept der Wellenoperatoren einführt wird. Fur einen Streuzu

stand g C 'H erwartet man, daß es ein p C 'R gibt, so daß lim, [[e ' 'g â€”e ' "p[[ = 0.

Dies ist äquivalent zur Forderung nach Existenz von s-limt ~ e'~"e ' '. Üblicherweise
definiert man

~ .â€”â€”s- lim e' 'e '~t~+oo (5.44)

im Gegensatz zu unserer Wahl

iHpt â€”iHt
t~koo (5.45)

lim [[e '"'vi â€”e '""zig[[, (5.46)

spricht man von „starker asymptotischer Vollständigkeit". Auf der Ebene der Wellen

operatoren bezeichnet man die zusätzlichen Forderungen zur Existenz ranß+ â€”â€”ranß

als „schwache Vollständigkeit", die ausreicht, um den unitären,5-Operator S .= O O+
zu definieren. Die Bedeutung des S-Operators für die Streutheorie wurde insbesondere

von HEISENBERG[42] betont. Die stärkere Forderung ranß+ â€”â€”ranß = 'M„wird als

„Vollständigkeit" bezeichnet. Falls zusätzlich noch 'R„(H) = S, spricht man von „starker
Vollständigkeit". In diesem Fall ist ranß~ = 'R„„,(H) und „starker Vollständigkeit" ist
damit äquivalent zur „starken asymptotischen Vollständigkeit".

Wir verweisen auf folgendes Resultat:

Die merkwürdige Vorzeichenkonvention ist mit dem Auftreten des „â€”ie"-Terms in der

Ableitung der LIPPMANN-SCHWINGER-Gleichung3.27 für den Fall t ~ +oo verknüpft.

Die vertauschte Reihenfolge von H und Hp mag damit zusammenhängen, daß die Existenz

von O~ leichter zu zeigen ist, als die von U~.

Es ist wohlbekannt, daß die Forderung nach Existenz (siehe auch Kap. 5.1 zum lang

reichweitigen Fall) der Wellenoperatoren allein noch nicht ausreicht, um den Unterraum

der physikalisch „vernünftigen" Streuzustände zu charakterisieren (vgl. Kap. 5.5). Dies

wird besonders deutlich an den Beispielen von PEARSON [59] [60], die einerseits die

Möglichkeit von lokaler Absorption für Potentialstreuung zeigen, andererseits ein Modell
mit „vernünftigem" Potential darstellen, so daß H rein singulärstetiges Spektrum besitzt.
Aus diesen Gründen fordert man zusätzliche Eigenschaften der Wellenoperatoren.

Wir folgen der Konvention in [62] Falls für jedes @C 'M„„<(H) Zustände g+ existieren
mit



Satz 5.13 ([62], S. 82)

Sei V relat>v beschränkt zu Ho mit relat>ver Schranke a < 1 und []V(Ho â€”i) â€”'p . [[ ~0 l KR

L'(0, oo). Dann gilt asymptotische Vollständigkeit, d h .7t„(H) = fi und

Ian~y +conf +oc (5 47)

Eigenwerte können asch nur bei der Null häufen, und Eigenwerte ungleich Null haben
endhche Vielfachheit

5.7 Zur Methode von GREENund LANFORD

In unserer Beweismethode spielte die Existenz einer Eigenfunktionsentwicklung eine große

Rolle, während der Zusammenhang mit den Wellenoperatoren unwichtig war

Eine verwandte Sichtweise kann man in der Methode von GREEN-LANFORD[36]erken

nen~. Diese besteht darin, ausgehend von einer Eigenfunktionsentwicklung die Existenz

und Vollständigkeit der Wellenoperatoren zu begründen In [26]wird die Vorgehensweise

folgendermaßen formuliert. Angenommen, eine Eigenfunktionsentwicklung tb(x,k) (im

Sinne unserer Definition 4.11) existiert. Dann gilt

tb,(x) = (e-*"'tb)(x) = e *""@ (x)+ -P(x,t), (5.48)

In der Arbeit [36] wird unter anderem zum erstenmal ein „Scattering-into-Cones"-Satz formuliert,
der dann später von DOLLARDaufgegriffen und wesentlich verallgemeinert wurde (siehe Satz 4 3)
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Der Satz wurde mit einer „neuen" Beweistechnik â€”der „geometrischen Methode" von

ENss [31] â€”bewiesen Sie basiert auf der grundlegenden Arbeit von RvEr.r.E [67] (siehe

auch Kap. 5.5), in der erstmals spektrale Eigenschaften mit geometrischen Eigenschaften
der Lokalisierung in Raum und Zeit verknüpft wurden, Damit war der „Bann der abstrak

ten Methoden" gebrochen, die in der Arbeit von FADDEEv [32] zum Beweis der asym
ptotischen Vollständigkeit des 3-Teilchen-Problems noch voll ausgeführt sind, mit äußerst

komplizierte Abschätzungen der Resolvente, deren Verallgemeinerung auf N-Teilchen

Probleme aussichtslos schien. Die ENsssche Methode ermöglichte hingegen weitere Ar

beiten zur asymptotischen Vollständigkeit von kurzreichweitigen N-Teilchenproblemen,

so etwa die Arbeit von StGAr, und SOFFER [71], GRAF [35] und YAFAEv [77) Die wohl

umfassendste Erweiterung auf langreichweitige Potentiale stammt von DEREztNsxt [23].
Unsere Analyse und der Beweis des „Flux-across-Surfaces"-Satzes zeigen nun aber, daß

die Ergebnisse zur asymptotischen Vollständigkeit noch zu schwach sind, um Streutheorie

zu begründen.



wobei
zaix-yi

d(,¹).= â€” id k(idy V(y)d(y,k))d¹(k). (¹4¹)

Deßntert man nun den Operator U+ über (Ud.t)d)(k):= t)d>(k),so ist dieser Operator gleich
dem starken Limes von e' "e ' ' für t â€”+ oo, falls man zeigen kann, daß die L -Norm

von ß(x, t) für t â€”y oo gegen Null strebt . Vertauscht man die Integrationsreihenfolge in
5.49, findet man

][II(x,t)llz = â€” d'Wli'(y)ll[ d'« *"'" "' *""()i(y,k)t(~(k)llz2~ /x- y/ (5 50)

Mit der Substitution r:= x â€”y findet man für das Quadrat der Norm in 5.49

4 d I) d'k " ' "d(y,k)d¹(k)10
(5 51)

5.8 Zur Ableitung des Impulsoperators und der HEI
SENBERGschenUnschärferelation

In einem Streuexperiment wird in gewissem Sinn nur die Richtung der asymptotischen

Geschwindigkeit gemessen, aber nicht deren Betrag. Es liegt aber eine instantane Meß

methode nahe, die unter anderem auch von FEYNMAN[34]S. 96ff als realistische Messung

des Impulses propagiert wurde (siehe auch [75] S. 38f). Sei t)deine Wellenfunktion, die

sich gemäß g< â€”â€”e ' "g entwickelt. Für die asymptotische Form von g< gilt DQLLARDS
Lemma 1.3:

q,(x) (i<)-'i'e* â€”**j("-),t '
(5.52)

Falls ~[()i~~( oo, ergibt sich mit dem Theorem von PLANCHEREL, daß 5.51 durch eine

Konstante unabhängig von y und t beschränkt ist. Für jedes feste y ist für Lösungen der

freien SCHRÖDtNCER-Gleichung bekannt (siehe Lemma 3 in XI.3 in REED-SIMON [66]),

daß f<) dr] f d ke '"' '" ')" ()i(y,k)t)d>(k)[' für t â€”yoo gegen Null strebt. Für V e L'(IRs)

folgt das Ergebnis mit LEBEsGUEsTheorem der dominierten Konvergenz.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daß für diese Methode lokale Beschränktheit von ()i(x,k),

für k e K ( IRs )((Ol kompakt, ausreicht, denn man kann sich auf die dichte Menge von
Wellenpaketen mit kompaktem Träger im k-Raum ohne 0 beschränken (vgl. Bem. 4.12).

Das Verhalten von P(x, t) spielte auch in unserer Analyse eine zentrale Rolle, denn das

Abfallverhalten von P(x,t) in z und t war wesentlich für den Beweis des „Flux-across
Surfaces"-Satzes. Für unsere Zwecke genügt nicht, daß limd ~ ~~p(, t) ~~qâ€”â€”0, sondern es

müssen die Bedingungen von Lemma 4.16 bzw. die Bedingungen von Lemma 4.7 erfüllt
sein, in denen das asymptotische Verhalten der Ströme kontrolliert wird.



im Sinne, daß die L -Differenz für t â€”+ +oo gegen Null strebt.

Führen wir nun zur Zeit t eine instantane Ortsmessung durch. Das Frgebnis sei x(t)
1m Grenzfall t â€”» oo strebt die statistische Verteilung von x(t)/t nach Lemma 1.3 gegen
~)//(p)~z.Denn für meßbares A C lR gilt

»,.» "(.(i)/i ~ ~) = ) f~'*l/,(.)I'».(./i)
lim dxt gx t y~x t

"P4'P X~P. (5 53)

»»'"( (i)/'»)»)=(/l)il/)=f ~"l»(»)l' (ü.34)

In derselben Weise definteren wir den Ortsoperator i:= f d xxix)(x~, so daß auch gilt
(nach der Quantengleichgewichtshypothese, bzw. der BQRNschen Regel)

»'"(» <) =(»I)'*1») = f ~'*1»( )I'

Damit folgt naturlich insbesondere, daß [i, p] = i (angewandt etwa auf )// C S) und für

die Varianzen (Ap):= f d p~)//(p)~p â€”(f d pp~)//(p)~ ) und (Ai):= f x' d x~)//(x)~zâ€”

(f d xx~)//(x)~) die „Unschärferelation" 3pAi ) z gilt.
Man beachte, daß die Unschärferelation, die ja üblicherweise (vgl. Kap. 1.3) als Argu

ment gegen die Existenz von Teilchenbahnen angesehen wird, sich als Konsequenz einer
Theorie mit Teilchenbahnen darstellt.
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Dies ist nun eine Art zu präzisieren, was unter „Messung des Impulsoperators an einem

System im Zustand g" zu verstehen ist. Denn formal können wir nun den Impulsoperator
p:= f d ppip)(p~ definieren, der die statistische Verteilung solcher skalierten Ortsmes
sungen asymptotisch in der üblichen quantenmechanischen Weise beschreibt.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit entwickeln wir Streutheorie aus der Sicht BQHMscher Mechanik, ei

ner nicht-NEwTONschen Punktteilchenmechanik, in der die Wellenfunktion eines Sy

stems, die sich gemäß der SCHRÖDINGER-Gleichungentwickelt, die Bewegung der Teil

chen bestimmt. Die Orte der Teilchen eines Systems mit Wellenfunktion @ sind ~@~z

verteilt. Wir analysieren die statistische Verteilung der Trajektorienkreuzungen von glat

ten Oberflächen, die das Streuzentrum umschließen, durch Raum-Zeit-Integrale des Wahr

scheinlichkeitsstroms. Wir geben eine Bedingung an (die „current-positivity-condition"

oder CPC), unter der die statistische Verteilung der Austrittsorte durch ein Positiv
Operator-wertiges-Maß (POV) gegeben ist. Die Verteilung ist im Prinzip experimentell
überprüfbar. Der Operatorformalismus der Quantenmechanik kann für solche Streuexpe

rimente keine Aussagen machen.

Für den speziellen Fall von Kugeloberßächen deßnieren wir das für die Streutheorie fun

damentale Streuquerschnittsmaß als asymptotische Verteilung der Austrittsorte im Grenz

fall großer Entfernungen. Wir beweisen den „Flux-across-Surfaces"-Satz, der uns eine
Formel für das Streuquerschnittsmaß liefert, die mit der üblichen quantenmechanischen

Formel übereinstimmt. Damit ist gezeigt, daß diese nur im Grenzfall großer Entfernungen

anwendbar ist. Die Verteilung der Austrittsorte ist dabei durch ein Projektions-Operator

wertiges-Maß (PV) und damit durch einen selbstadjungierten Operator gegeben.
Mit dieser physikalischen und mathematischen Begründung der Streutheorie werfen

wir Licht auf den Zusammenhang zwischen der zeitunabhängigen („naiven") Streutheorie
und der zeitabhängigen Streutheorie sowie auf die physikalische Relevanz der quanten

mechanischen Konzepte der asymptotischen Vollständigkeit von Wellenoperatoren und
der S-Matrix. Unsere Analyse der Streuvorgänge führt zu einer Reihe physikalisch be

deutsamer mathematischer Aufgaben, wie z.B. Beweisedes „Flux-across-Surfaces"-Satzes

für allgemeine Potentiale und Vielteilchensysteme oder der Ableitung der Formel für den
asymptotischen Streuquerschnitt.

Das Beispiel „Streutheorie" ist von allgemeiner Bedeutung, da die meisten Experimente
„zur Messung einer Observablen", z.B. des Impulsoperators, Streuexperimente sind. Ope

ratoren (bis auf den HAMILTQN-Operator),Beobachter und Meßapparate spielen in un
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serer Begründung der Streutheorie keine Rolle. Wir berechnen vielmehr die statistische

Verteilung von Ergebnissen von Streuexperimenten aus einer Theorie und legen sie nicht
axiomatisch durch Angabe eines Operators fest, ganz im Sinne des folgenden Zitats:

in physics the only observations we must consider are position observations, if only the position of
instrument pointers It is a great merit of the de Broglie-Bohm picture to force us to consider this fact

If you make axioms, rather than definitions and theorems, about 'measurements' of anything e]se, then
you commit redundancy and risk inconsistency.

J S BELL [6] S 166

Zwei Dinge wollen wir ausdrücklich festhalten:

~ Aus BoHMscher Mechanik kann der Operatorformalismus der Quantenmechanik als

phänomenologische Beschreibung mikroskopischer Vorgänge abgeleitet werden, wo
bei die zugrundeliegenden Idealisierungen mathematisch präzise ansprechbar sind.

~ BQHMsche Mechanik erlaubt es, die statistische Verteilung von Meßgrößen zu be
rechnen, die nicht durch einen selbstadjungierten Operator beschreibbar sind.

Deshalb gibt es keinen guten Grund, an den zentralen Dogmen der Standard-Quanten

mechanik, nämlich daß die Wellenfunktion g E 'H die vollständige Beschreibung eines
quantenmechanischen Systems beinhaltet, und daß die quantenmechanischen Observablen

die selbstadjungierten Operatoren auf dem HILBERT-Raum'H sind, weiter festzuhalten.
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