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Aufgabe 1:

(a)

(d)

Berechnen Sie das 1-dimensionale Gauflintegral
/ e~ d

Sei A € Hom(R"™ R™) symmetrisch und positiv definit (d.h. alle Eigenwerte
A1, .., Ay von A sind positiv). Es bezeichne D = diag(A, ..., \,) die Diagonal-
matrix mit den Eintrigen A;, ..., \,. Weiter sei 7 = (z1,...2,) € R". Zeigen

Sie, dass

fiir a > 0.
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Berechnen Sie nun die zur obigen Gauflverteilung gehorende Kovarianzmatrix.
Die Eintrage der Kovarianzmatrix sind definiert als
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Stellen Sie eine Verbindung zwischen der Matrix A und der Kovarianzmatrix
her. Hinweis: Erinnern Sie sich an die Formel zur Bestimmung des Inversen einer
Matrix tiber die Entwicklung von Determinanten.

Wenn wir die Gaufiverteilung als Wahrscheinlichkeitsverteilung verstehen, was
bedeutet dann die Diagonalisierung der Matrix A anschaulich fiir die zugehorigen
Zufallsvariablen?

Aufgabe 2: Betrachten Sie den mit n-dimensionalen Kugelkoordinaten versehenen
R" n>1.

(a)

Berechnen Sie den Fliacheninhalt der (n—1)-dimensionalen Einheitssphéare S"~! =
{x=(x1,....,2n) ER": /2P 4+ ...+ 22 =1}

Anleitung: Berechnen Sie das n-dimensionale Gauflintegral einmal durch Fakto-
risierung in n einzelne Integrale und einmal durch eine Parametrisierung in n-
dimensionalen Kugelkoordinaten. Hinweise: Dazu miissen Sie die explizite Form
der n-dimensionalen Kugelkoordinaten nicht kennen. Die Gammafunktion ist ge-
geben als I'(x) = fooo t*"le~tdt. Die Gammafunktion stellt eine Extrapolation der

Fakultiit dar. Es gilt I'(n) = (n — 1)! und ['(n + 1/2) = 22 /7 fiir n € N.
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(b) Zeigen Sie, dass das Volumen der n-dimensionalen Kugel fiir grofie n fast vollstandig
am Rand sitzt. Berechnen Sie also das Verhaltnis des Volumens einer Kugelschale
zwischen den Radien a und b (a > b), und der Kugel mit Radius a.

Aufgabe 3: Die Linge einer Kurve K ist definierbar als

L(K) = / J R,

wobei @ : I C R — K ein die Kurve einfach durchlaufender Weg ist.
Sei f:[0,1] CR—=R, f(z)=(1— 22)3.

(a) Man berechne die Lénge des Graphen von f.

(b) Finden Sie nun s : [0,1] — [0, L(K)] so, dass A(q) = ® o s (g), mit ® wie in Teil
(a), die Parametrisierung ist, die die Kurve mit Geschwindigkeit 1 durchlauft.
(Analog der Eigenzeit in der relativistischen Physik.)

Aufgabe 4: Seien ¢, 0 die tiblichen Koordinaten auf der Sphare. Berechnen Sie ex-
plizit das Wegintegral eines Vektorfelds f iiber den Weg ~
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indem Sie eine detaillierte Parametrisierung der Wege angeben und veranschaulichen
Sie sich jeweils deren Verlauf:

Y
(a) fiir das Vektorfeld f,(z,y,2z) = | = | iiber den Weg 7, entlang des Langenkrei-
322
ses bei ¢ = & vom Nord- zum Siidpol der Einheitsphére 2% +y? + 2% = 1, sowie
entlang eines Weges 9 auf der Einheitssphéare, fiir den in Kugelkoordinaten gilt

¢ =060¢cl0,n]|.
z
(b) fiir das Vektorfeld f,(x,y,2) = | —=z | entlang der Wege 7, und 7, aus Teil
r+y

a).

(c) Hétten Sie diese Ergebnisse auch ohne explizite Berechnung des Wegintegrals
erhalten konnen?



