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Aufgabe 1: Basteln Sie sich geeignete Riemannsche Blétter (verklebte Blétter) zu
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um auf einem Blatt das Integral
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zu berechnen.

Aufgabe 2: Sei A : B(Q2) — R, ein additives MaB, d.h. A\(M;UMy) = A(M;)+A(M,)
fur alle My, My € B(Q2) mit My N My = (). Zeigen Sie: My C My = A\(M;) < M\(Ms).

Aufgabe 3: Beachten Sie im Folgenden, dass fiir [a,b] C R, A([a,b]) = b — a und fiir
messbare A, MU, ey An) <2 nen MAn).

(a) Zeigen Sie: A(QN[0,1]) = 0.

(b) Sei C C [0,1] die Cantormenge, die durch sukzessive Wegnahme der “mittleren
Drittel” entsteht. Zeigen Sie: C ist tiberabzéhlbar. (Hinweis: Stellen Sie = € [0, 1]
im triadischen System dar. Wie sieht C dann aus?)
Zur Erinnerung: Die Cantormenge C C [0, 1] ist C := (;—, Cx, wobei C, induktiv
wie folgt definiert wird: Cy = [0, 1] und Cyy; entsteht aus C indem man Cj, als
disjunkte Vereinigung von 2* Intervallen darstellt und aus jedem dieser Intervalle
das offene mittlere Drittel entfernt.

(c) Zeigen Sie: A(C) = 0. Hinweis: Sie kénnen ohne Beweis benutzen, dass A((;—, Cx) =
limy o0 A(Cy), wenn Cy, C Cy_1Vk € N.

Aufgabe 4: Konstruieren Sie die Vitalimenge. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

(a) Nehmen Sie das Intervall [0,1] € R und identifizieren die Punkte 0 und 1. Aqui-
valent betrachten Sie R mod 1 (Sie erhalten einen “Kreis”). Die so konstruierte
Menge heiBe S. Fiihren Sie auf dieser Menge die folgende Aquivalenzrelation ein:
t ~y < x—y e Q. Betrachten Sie nun die Aquivalenzklassen A, und zeigen
Sie, dass A, N A, =0 fir x ~ y.

(b) Betrachten Sie die Familie aller Aquivalenzklassen A,. Wihlt man fiir jede Aqui-
valenzklasse A, einen Vertreter, so bezeichne V' die Menge dieser Vertreter. Zeigen

Sie, dass
U (v+d)=s

q€Qnl[0,1]



(c) Zeigen Sie weiter, dass V nicht messbar ist. Hinweis: Betrachten Sie das Maf}
von S und fithren Sie einen Widerspruchsbeweis durch. Benutzen Sie dazu Teil
b) und die o-Additivitdt und Translationsinvarianz des Mafes.



